Kapitel 4

Tridiagonalisierung mittels Verfahren von
Givens |

Um die gemeinsamen Punkte der Energieflichen aufsuchen zu konnen, werden die beiden
8x 8 Matrizen in eine geeignete Form gebracht. Es ist giinstig die Matrizen zu tridiagonalisie-
ren. Dies kann bei den vorliegenden reellen symmetrischen Matrizen mittels des Verfahrens
von Givens durchgefiihrt werden. Dabei werden die Elemente der Matrix auBerhalb der Dia-
gonale und den beiden Kodiagonalen durch mehrfache orthogonale Transformation mittels
geeigneter Jacobi scher Rotationsmatrizen (siehe Abb. 4.1) sukzessive zu Null gemacht. Diese
Transformation liefert, im Sinne eines vorbereitenden Schrittes, den Ausgangspunkt fiir das
im nichsten Kapitel beschriebene Verfahren. Im Gegensatz zum Jacobiverfahren, das die Ma-

trix ndherungsweise diagonalisiert, ist die Tridiagonalisierung nach Givens exakt moglich.
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Abb. 4.1 Jacobi’sche Rotationsmatrix

Die Orthogonalitit der Matrix U(p,q;) ist offenkundig. Wenn man U(p,g;¢) als Darstel-
lungsmatrix einer linearen Transformation im R" auffaBt, entspricht sie einer Drehung um
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den Winkel -¢ in der zweidimensionalen Ebene, aufgespannt durch die p-te und die g-te Ko-

ordinatenrichtung.

Die Wirkung dieser (p,q)-Rotationsmatrix auf eine Matrix A im Fall einer Ahnlich-

keitstransformation A” =U AU =U" AU stellen wir in zwei Schritten fest. Die Multipli-

kation der Matrix A von links mit U zur Matrix A’ =U" A bewirkt nur eine Linearkombi-

nation der p-ten und g-ten Zeilen von A, wihrend die iibrigen Matrixelemente unverdndert
bleiben. Die Elemente von A’ =U" A sind gegeben durch
a’ =a,cos®—a,sin

mew o S0P (j=12,....n); 4.1)

’ .
aw. = a”. sine +ad cosoQ

a, =a, fiir i # p,q. (4.2)

Die anschlieBende Multiplikation der Matrix A’ von rechts mit U zur Bildung von
A” = A’U bewirkt jetzt nur eine Linearkombination der p-ten und g-ten Spalten von A’,
wihrend alle anderen Spalten unveriindert bleiben. Die Elemente von A” = A’U =U" AU
sind gegeben durch

’

" r L
a, =a, cosQ —a, sin@

v (i=12,...,n): (4.3)
a, = a, sin@ +a, cosQ e
a; =a; fiir j# p.q. (4.4)

Zusammenfassend kann man festhalten, daB eine Ahnlichkeitstransformation der Matrix A

mit einer (p,q)-Rotationsmatrix U nur die Elemente der p-ten und g-ten Zeilen und Spalten

verindert, wie dies in Abb. 4.2 anschaulich dargestellt ist.

Abb. 4.2: Wirkung der Ahlichkeitstransformation: Eine Jacobi-Rotation dndert nur die
Elemente in den grauen Feldern.
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Die gewiinschte Transformation wird erreicht durch eine geeignete Folge von Jacobi-
Rotationen, wobei in jedem Schritt ein Matrixelement zum Verschwinden gebracht wird. Da-
bei wird darauf geachtet, daB ein einmal auf Null gebrachtes Matrixelement durch nachfol-
gende Drehung den Wert Null beibehilt.

Zur Durchfithrung der Transformation existieren zahlreiche Moglichkeiten. Es ist nahelie-

gend, die Matrixelemente unterhalb der Nebendiagonale spaltenweise in der Reihenfolge

A313Qy1sees Q3@ Qsy5eees Gy s Qsyseees @y g (4.5)
zu eliminieren. Man wiihlt nun als korrespondierende Rotationsindexpaare
(2,3),(24),.-.,(2,n),(34),(3,5),...,(3,n),(4,5),....,(n = L,n), (4.6)

Zur Elimination des aktuellen Elementes a; #0 mit i 2 j+2 wird gemiB (4.5) und (4.6)
eine (j+1,i)-Drehung angewandt. Das Element a; wird durch diese Rotation nur von der

Zeilenoperation betroffen. Die Forderung, daB das transformierte Element verschwinden soll,

liefert nach (4.1) wegen p = j+1<i =g die Bedingung

aj =aj, ;sin@+a; cos@ =0, (4.7)

Zusammen mit der Identitit cos’ @ +sin’ ¢ =1 ist das Wertepaar cos@ und sin@ , abgesehen

von einem wihlbaren Vorzeichen, bestimmt.

a 41 . —Sgn a I+1,j ..
Falls a,,, ; #0: cosQ = % , sing = —z(—’—”—)::“ . (4.6)
a,,ta; aj,;ta;
Falls a,, , =0: cos@ =0, sing =1, 4.7

Nun bleibt noch zu verifizieren, daB mit der Rotationsreihenfolge (4.6) die Transformation
einer symmetrischen Matrix A auf tridiagonale Form erreicht wird. Dazu ist zu zeigen, daB
die bereits erzeugten verschwindenden Matrixelemente durch spitere Drehungen unverédndert

bleiben. Fiir die erste Spalte ist dies offensichtlich der Fall, denn jede der (2,i) -Rotationen

betrifft nur die zweite und die i-te Zeile und Spalte, wobei genau das Element a,, eliminiert
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wird. Fiir die Transformation der weiteren Spalten zeigen wir dies durch einen Induktions-

schluB.

Dazu nehmen wir an, daf die ersten r Spalten bereits in die gewiinschte Form gebracht

worden seien. Zur Elimination der Elemente q,,,, der (r+1)-ten Spalte mit i 27 +3

werden sukzessive (r+ 2,i)-Drehungen angewandt. Unter den getroffenen Vorausset-

zungen werden in den ersten r Spalten durch die Zeilenoperation nur Nullelemente mit-
einander linear kombiniert, sodall diese unverindert bleiben. Da i > r+ 2 ist, werden in

der Spaltenoperation nur Spalten mit Indizes gréBer als (r +1) veridndert.

Aufgrund der Erhaltung der Symmetrie der Matrix A bei Ahnlichkeitstransformationen kann
bei der Durchfiihrung der Givens-Rotationen allein mit den Matrixelementen in und unterhalb
der Hauptdiagonale gearbeitet werden. Abb. 4.3 veranschaulicht die typische Situation zur

Elimination des Elementes a; (i 2 j+2).

Es ergibt sich folgender Ablauf:

j+1,j ZU ersetzen.

1) Inder j-ten Spalte ist nur das Element a

2) Es werden die drei Matrixelemente in den Kreuzungspunkten umgerechnet.

3) Behandlung der Matrixelemente zwischen den Kreuzungspunkten in der (j + 1) -ten

Spalte und der i-ten Zeile.

4) Transformation der Elemente unterhalb der i-ten Zeile, die in der (j+ 1) -ten und der i-

ten Spalte liegen.

j+1

Abb. 4.3: Givens-Rotation fiir eine symmetrische Matrix. Das durch ® symbolisierte Ele-
ment wird zu Null gemacht, die grauen Felder und das Kodiagonalelement X
werden veriindert. (Wegen Symmetrie wird nur die Hauptdiagonale und untere
Dreiecksmatrix betrachtet.)
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Algorithmus von Givens

Die Transformation einer symmetrischen Matrix A der Ordnung n auf tridiagonale Form be-
sitzt damit eine einfache algorithmische Beschreibung. & bedeutet die kleinste positive Zahl,
sodaB im Rechner gerade noch 1+8 # 1 gilt.

fir j=12,....n-2:
flri=j+2,j+3,...,n:

falls a; # 0 dann

falls |“;+1,;| <d -|afj.l dann

w==-a,;,c=0; s=1

- 2 2
sonst w= sgn(aj”.j a;,,;ta;
@y a
+1,
cm L ,s§=— i
w w
Ajny =W; Gy =0

d=a,, ., —a,; 1=(dxs+2xcxa, ,)Xs

a =d><c><s+ailj+l><(c><c-—s><s)

i,j+1

i =~ 4; =a; +2
firk=j+2,j+3,..,i-1:

h=cxa, ;,—s%xa,

a, =sXa, ;,+cxa,; a,;,=h
firk=i+1i+2,...,n:

h=cXxa,;,, —sXa,

Ay =8Xa, ;,+cxXa,; a, ,,=h
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Kapitel 5

Methode zur Bestimmung der Parameter-
werte, fiir die Entartung der Eigenwerte ei-
ner parametrisierten symmetrischen Matrix
auftritt

Eine regulire symmetrische (n X n) Matrix M sei in tridiagonaler Form gegeben.

o B
By o) B
M = B> {_’5.3 Bw
BH—Z anw] Bn—l
ﬁn—-l oy

Abb. 5.1: Schematische Darstellung einer Matrix in tridiagonaler Form. Die Elemente au-
Berhalb der Diagonale bzw. der beiden Kodiagonalen sind gleich Null.

Dann ist eine notwendige Bedingung fiir zweifache Entartung, daB zumindest ein Element der
oberen Kodiagonale verschwindet (und damit, wegen der Symmetrie der Matrix, auch das
entsprechende Element der unteren Kodiagonale), und die Matrix in zwei Hauptdiagonalblok-

ke' zerfillt (siche Abb. 5.2).

! Im folgenden wird "Hauptdiagonalblock" kurz durch "Block" bezeichnet.

39



Abb. 5.2: Durch das Verschwinden eines Kodiagonalelementes zerfillt die tridiagonale
Matrix in zwei Blocke. (Die "weiffen"” Elemente sind null.)

Das kann man sich folgendermaBen durch einen InduktionsschluB klarmachen. Angenommen
@, und ¢, seien zwei orthonormale Eigenvektoren zum gleichen Eigenwert €. Dann ist auch

jede Linearkombination der beiden
> a$, a, €R (5.1

wieder ein Eigenvektor.

Hilfssatz: Unter all diesen gibt es zumindest einen, verschieden vom Nullvektor, dessen 1.

Komponente in der gegebenen Darstellung null ist.

Zum Beweis mu man zeigen, daB es in dem durch ¢, und ¢, aufgespannten linearen zwei-
dimensionalen Teilraum T einen Vektor gibt, der orthogonal zum 1. Basisvektor ¢, der gege-

benen Darstellung ist.

Fall 1) Der Vektor ¢, ist orthogonal zu ¢, und @, .
Damit sind alle Vektoren des Raumes 7 orthogonal zu €,, und obiger Satz ist trivia-

lerweise erfiillt.
Fall2) Der Vektor €, ist entweder zu ¢, oder ¢, nicht orthogonal.
Dann existiert die Ortogonalprojektion des Vektors €, auf T:

q3|(¢:'§1)+62(¢2 'El) (5-2)
Der zu diesem orthogonale Vektor in T ist:
$,(6,-)-6,6,¢) (5.3)

Dieser Vektor ist auch orthogonal zu ¢, , denn
é:{@z(fﬁl '51)—([31(([32 'El)}z(él '(ﬁzxqs: 'E[)"(E] '61)@52 'El)=0- (5.4)

Damit ist obiger Hilfssatz bewiesen.
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Im folgenden bezeichne y diesen Vektor aus 7 mit verschwindender erster Komponente. Wir
nehmen nun an, alle Elemente der Kodiagonale seien von Null verschieden. Weil  Eigen-

vektor ist, mufl auch die erste Komponente des Vektors, der durch Multiplikation der Matrix
M mit J (in der gegebenen Darstellung) entsteht, verschwinden (siehe Abb. 5.3).

Da, wie angenommen, alle Elemente der Kodiagonale von Null verschieden sind, ist das nur

moglich, wenn auch die 2. Komponente von  Null ist, wovon man sich durch Bilden des

Skalarproduktes des Vektors y mit dem 1. Zeilenvektor der Matrix M iiberzeugen kann.

Daraus folgt nun wieder, daB auch die 2. Komponente des Vektors auf der rechten Seite obi-

ger Eigenwertgleichung null sein muB.

M.’q} :8-\'7

oo

Abb. 5.3: Veranschaulichung der im Text beschriebenen Gedankenschritte.

In analoger Weise kann man nun auf das Verschwinden der 3. Komponente von § schlieBen,

und diese Uberlegung 148t sich bis zur letzte Komponente weiterfiihren.

Es folgt also, daB bei den gegebenen Bedingungen, J nur der Nullvektor sein kann. Dieser

Widerspruch mit der Aussage des Hilfssatzes ist nur aufzulésen, indem man fordert, daB zu-

mindest ein Element der Kodiagonale verschwindet.
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Beachtet man, da8 die Elemente der Matrix Funktionen reellwertiger Parameter sind, so ergibt

sich daraus folgende notwedige Bedingung fiir zweifache Entartung:

my i (pi)= (i) =0 My poy oo k. Element der Kodiagonale (5.5)
Di e reellwertige Parameter

5.1 Methode 1

Eine zweite Bedingung fiir zweifache Entartung ergibt sich einfach daraus, daB es aus dem
Eigenwertspektrum eines Blockes einen Eigenwert geben muB, der identisch mit einem Ei-

genwert aus dem Spektrum des anderen Blockes ist.
Diese Bedingung 4Bt sich schreiben als

fzk (P:) =0 (5.6)

Gibe es nidmlich zwei identische Eigenwerte aus dem Spektrum eines einzelnen Blockes, so
miiBte, wenn man obige Uberlegungen nur auf den zugehérigen Teilraum beschrinkt, dieser

seinerseits durch das Verschwinden eines Kodiagonalelementes in zwei Blocke zerfallen.

Fiir Entartung mit dem Entartungsgrad zwei miissen also zwei unabhingige Gleichungen der
Parameter erfiillt sein. Der Ubergang auf den Fall des allgemeinen Entartungsgrades g ist ein-
fach.

Einerseits muBl durch das Verschwinden von g —1 Elementen der Kodiagonale die Matrix in

g Blocke zerfallen, und andererseits muB es aus den Eigenwertspektren eines jeden Blockes

einen Eigenwert geben, so daB diese paarweise identisch sind’.

Dies ergibt weitere g—1 Gleichungen. Man erhilt also insgesamt fiir den Fall der g-fachen

Entartung 2-(g — 1) Gleichungen, die simultan erfiillt werden miissen.

2 Der Index entspricht hier der "Nummer" des Blockes.
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In unserem Fall interessieren wir uns fiir die Werte des Parameterpaares E, B, fiir die die Ei-

genwerte der zwei 8 x8 Matrix zweifach entartet sind.

Mit obigem Verfahren wird dieses Problem auf das Problem der Losung eines Gleichungssy-

stems der Parameter {ibetragen.

k=12,...7, (5.8)

Einer der Vorteile dieses Verfahren ist, da man sich bereits vor der Losung ein Bild von der

zu erwartenden Losungsmanigfaltigkeit machen kann.

Beiden Gleichungen entsprechen Kurven in der Parameterebene. Im allgemeinen werden sich
diese beiden Kurven in Punkten schneiden. Nur in diesen isolierten Punkten in der Parameter-

ebene tritt Entartung auf.

5.2 Methode 2

Hier wird nur auf den Fall zweifacher Entartung eingegangen. Fiihrt man vor Tridiagonalisie-
rung eine geeignete Orthogonaltransformation der Matrix durch, so wird durch Anwendung
des Algorithmus von Givens eine andere aber dhnliche Tridiagonalmatrix erhalten. Die Menge

der Kurven, die dem Verschwinden irgend eines Kodiagonalelementes entspricht

f£(E,B)=0 k=12,....7 (5.9

wird i. a. nicht mehr dieselbe sein. Die gesuchten Punkte miissen sowohl auf irgend einer
Kurve der einen als auch der anderen Menge liegen, sodaB nur mehr die Schnittpunkte der
beiden in Frage kommen. Allerdings ist das Auftreten eines Schnittpunktes noch keine hinrei-

chende Bedingung fiir Entartung. Man muB also noch jeden Punkt néher untersuchen.

Eine Maoglichkeit eine hinreichende Bedingung fiir Entartung in diesen Punkten zu erhalten
ohne die Eigenwerte auszurechnen bietet die Untersuchung der Transformationsmatrix zwi-

schen den beiden Tridiagonalmatrixen.
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5.2.1 Eine hinreichende Bedingung fiir Entartung in den Schnitt-
punkten

Die Darstellung eines linearen Operators durch eine Matrix in tridiagonaler Form ist nicht
eindeutig. Man kann also zwei nichtidentische (aber #hnliche) tridiagonale Matrizen M ‘"

und M® mit der orthonormierten Basis {é}(”} bzw. {é}”)} finden, die beide Darstellungen

des selben symmetrischen Operators sind.

Wir betrachten nun den Fall, daB jeweils ein Element der Kodiagonale beider Matrizen ver-
schwindet, die Eigenwerte aber nicht entartet sind. Die gemdB Abb. 5.4 dabei entstehenden

Hauptdiagonalblocke seien M” bzw. M'® (i=12 ,j=12). Der Zerfall der Matrizen in
zwei Blocke bedeutet eine Aufteilung in jeweils zwei zueinander orthogonale Teilrdume 7,
bzw. T,7. Dabei bildet ein Teil {é’,.‘”}] der Basisvektoren {é}(”}, aber auch ein Teil der Ei-
genvektoren {¢, }:1) , jeweils eine Basis des ersten Teilraumes 7,”, der andere Teil der Basis-
vektoren {é’i(” }2 , und auch der Rest der Eigenvektoren {§, }, , jeweils eine Basis des zweiten

Teilraumes 7, . Ebensolches gilt fiir die Basisvektoren {é}m} beziiglich der Teilrdume 7,3 .

Sind die Eigenwerte der Matrizen nichtentartet, so sind notwendigerweise alle Eigenvektoren

einer symmetrischen Matrix paarweise zueinander orthogonal.
Gr 0, =0y (5.10)

Dies bedeutet eine Einschrinkung der moglichen geometrischen Lage der Rdume 7,” und

T” zueinander. Sehr iibersichtlich lassen sich die Verhiltnisse an der orthogonalen Matrix P,

die die Transformation vom System {E,.“’} in das System {é’f”} darstellt, ablesen.

Die Matrixelemente von P sind:

py = &M .&{D (5.11)

Auf die in Abb. 5.4 angedeutete Weise, kann die Matrix P in Untermatrizen F, aufgeteilt

werden, wodurch die Ubermatrix P mit den Matrixelementen P, entsteht.
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M?

D 6 gD 5D 5 30 3D 50)
MY ’
Pbzw. P

Abb. 5.4: Auf die hier angedeutete Weise wird die orthogonale Matrix P aufgeteilt, sodaf
die Ubermatrix P entsteht.

In jeder Untermatrix P, ist vollstindig die Information iiber die Lage der Teilriume 7, und

?}(2’ zueinander enthalten.

Wie im folgenden gezeigt wird, ist das Quadrat der Norm jeder Untermatrix F,, gegeben

durch die Wurzel aus der Summe iiber die Quadrate aller ihrer Elemente, fiir P, also z.B.

2 3
||P11||=1/ZZP,-,-2 : (5.12)
i=] j=1

im Falle der Nichtentartung von M bzw. M® eine ganze Zahl groBer gleich Null:
2
1B < ™o (5.13)

Wir beweisen dies anhand des Beispiels der Untermatrix P, .

Die Betriige der Spaltenvektoren der Matrix P, sind gleich der Langen der Orthogo-

nalprojektionen der Basisvektoren {é}m }1 von T, auf den Teilraum 7, im System
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{"e',.m}, und diese sind unabhiingig von der speziellen Basis von 7,". Selbiges gilt

natiirlich fiir die Summe der Betragsquadrate aller Spaltenvektoren der Matrix P, ,
was das gleiche wie das Quadrat der Norm von P, ist. Analog kann man iiber die

Zeilenvektoren von P, auf die Unabhingigkeit beziiglich der Basis des Teilraumes
T,” schlieBen. Wihlt man {(ﬁf”}l als Basis von 7" und {fﬁfz’ }] als Basis von 7,*’,

so erhilt man unter Beriicksichtigung der obigen Uberlegungen fiir das Normquadrat

der Matrix P, :

1Plr= Y | Y6:6) . (5.14)

P E{égn}] ’5:6{‘5(2)

toh

Mit (10) erhilt man weiter:

Pl = Y | Y82 eN,. (5.15)

orefo”], [ 8.ef0r],
Das gleiche gilt natiirlich fiir jede beliebige Matrix F, .

Auf jeden Fall, auch bei Entartung, ergibt die Summe der Normquadrate einer Zeile bzw.

Spalte von P’ immer eine ganze Zahl groBer Null

Zu%ﬂz €N bzw. Z"Pa'"z €N, (5.16)
j ;

denn diese ist ja eine Summe von Betragsquadraten auf 1 normierter Zeilen- bzw. Spaltenvek-

toren. Ist das Normquadrat eine beliebige Untermatrix F,; eine nichtganze Zahl

Il < Mo 5.7
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dann muB es wegen (5.16) zumindest eine Matrix P, in der gleichen Zeile und zumindest

eine Matrix P, in der gleichen Spalte von P~ geben, wobei gilt:

[Pl eno  und B[ e . (5.18)
Aus analogen Uberlegungen folgt, daB auch
|Pul & No (5.19)

gelten muB (siehe Abb.5.5).

2 0 |||7ﬂn q”’o

Abb. 5.5: Ist das Normquadrat eines Elementes einer (2% 2) Ubermatrix P’ eine nichtganze
Zahl, dann gilt das auch fiir die restlichen Elemente.

AuBerdem miissen wegen Nichterfiillung der Bedingung (5.13) die Eigenwerte entartet sein.

Insbesondere bedeutet Gleichung (5.17), daB es aus dem Eigenwertspektrum der Matrix M "

bzw. M|? einen Eigenwert gibt, der wegen (5.18) identisch mit einem Eigenwert aus dem

Eigenwertspektrum der Matrix M,” bzw. M” sein muB. Es liegt also zweifache Entartung

VOr.
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Kapitel 6

Numerische Berechnung der Crossingpunk-
te

Bei der Auswertung aller Kodiagonalenelemente der beiden 8X8 Matrizen sind zwei Fille zu

unterscheiden:

1.) Mehrere Elemente der Kodiagonale verschwinden gleichzeitig bei E =0, B beliebig.

2.) Das letzte Element der Kodiagonale verschwindet: £, (E, B) =0,

6.1 Anwendung der Methode 2

Fiir die Durchfiihrung der Methode 2 geniigt es die Funktion f,*(E,B)=0 (k=12,..7) auszu-
werten. Man macht sich dabei eine Symmetrie der noch nicht tridiagonalisierten 8x8 Matri-
zen H,,.,.. Z0 nutze:

Beide Matrizen sind symmetrisch beziiglich der Kombination der Transformationen

B — —B und anschlieBender Spiegelung an der Nebendiagonale (siche Abb. 6.1).

’
4
>\

X

Abb. 6.1: Die 8x8 Matrizen sind beziiglich einer Transformation B — -B und anschlief3en-
der Spiegelung an der Nebendiagonale symmetrisch.

! Die Matrizen H,,,,/,qa bezeichnen die noch nicht tridiagonalisierten 8x8 Matrizen des geraden/ungeraden

Systems.
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Oder mit anderen Worten: Die Transformation B — -B entspricht einer Spiegelung an der
Nebendiagonale. Diese Spiegelung ist nun auch eine spezielle unitire Transformation, die

eine neue dhnliche Matrix ergibt.

UHS,E",MUT = Hifr)nfadd (6.1)
(00000001
0000O0O0OT1O0
. 00000100
mit . l00001000
U=U"=
00010000
00100000
01000000
kioooooooj

Wie man leicht sieht, bedeutet diese orthogonale Transformation nur ein Umsortieren der Ba-

sisvektoren.

Die Matrix H? . ergibt sich nun einfach aus der Matrix H() .. indem man B durch -B
ersetzt. Dasselbe gilt nun fiir die beiden mit demselben Algorithmus tridiagonalisierte Matri-

7 71
zen H,,) ., und H.) .. .

even

Das heifit aber, daB die Kurven f,*(E,B)=0 (k=1.2,...,7) durch Spiegelung an der E-Achse in

die Kurven fy(E,B)=0 (k=12,...,7) libergehen.

Die durchgezogene Kurven in den Abbn. 6.5 entspricht den Funktionen f(E,B)=0
(k=12,...,7), die Spiegelung dieser Kurven an der E-Achse (gestrichelte Kurve) den Funktion
f+(E,B)=0 (k=12,...,7). In den Schnittpunkten der beiden Kurvenmengen verschwindet also
gleichzeitig zumindest ein Element der Kodiagonalen zweier verschiedener Darstellungen. Es
geniigt also die Schnittpunkte der Kurve f*(E,B)=0 (k=12,...,7) mit ihrem Spiegelbild nach

Entartungspunkten abzusuchen’,

2 Zu beachten ist, daB auch die B-Achse eine Losung der Gleichung f]" (E, B) =0 (k=12,...,7 ) darstellt.
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6.2 Anwendung der Methode 1

In beiden Systemen verschwinden mehrere Kodiagonalelemente entlang der B-Achse. Durch
Spiegelung an der E-Achse wird diese in sich selbst iibergefiihrt. In diesem Fall 148t sich die

Transformationsmatrix gemaB Kap. 5.2.1 leicht untersuchen.

Der Grund ist die speziellen Form der Ausgangsmatrizen H) ., bei E=0. Diese Matrizen
liegen in Hauptdiagonalblockform vor. Gemid8 Abb. 4.3 wirken die einzelnen Givens-
Rotationen entweder auf den einen oder den anderen Block. Dabei bleibt die Blockform unab-
hiingig ob entartet oder nicht auf jeden Fall erhalten. Selbiges gilt natiirlich auch fiir die an der

Nebendiagonale gespiegelten Ausgangsmatrizen H,, .-

Die Aufteilung der Transformationsmatrix P in Untermatrixen geschieht fiir das gerade Sy-

stem auf die in Abb. 6.2 dargestellte Weise.

e

PP P PP

MY Pbzw. P’

Abb. 6.2: Aufteilung der orthogonalen Matrix P in Untermatrizen am Beispiel des geraden
Systems. Die entstehende Ubermatrix P~ hat Diagonalform.
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Die Ubermatrix P~ hat Diagonalform. Daher ist das Normquadrat jedes Elementes von P~ eine
ganze Zahl. Die Untersuchung der Tranformationsmatrix liefert also keine hinreichende Be-
dingung fiir Entartung fiir den Fall E =0. Analoges liefert die Aufteilung der Matrix P gemif
dem ungeraden System.

Fiir das Aufsuchen der Entartungspunkte auf der B-Achse muBl man also die Methode 1 her-

anziehen.

6.3 Algorithmus zur Bestimmung der Kurven /“(£.B)=0

Es ist, wie sich zeigt, nicht zielfiihrend zu versuchen, ohne Werte fiir E und B festzulegen,
durch ein Mathematica-Programm die Givens-Transformation symbolisch durchzufiihren, da
auf diese Weise riesige nicht mehr handhabbare Ausdriicke fiir die resultierenden Matrixele-
mente entstehen. Man kann sich aber gewisse Eigenschaften dieser Matrixelemente fiir ein

recht effektives Programm zu Nutze machen.

Aufgrung der Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Matrixelemente der Ausgangsmatrix be-
ziiglich der beiden Parameter E und B, und wegen der Stetigkeit und Differenzierbarkeit der
Funktionen dieser Matrixelemente in dem Algorithmus von Givens, werden auch die Matrixe-
lemente der resultierenden Tridiagonalmatrix stetige und differenzierbare Funktionen von E

und B sein. Damit liegt folgende Vorgehensweise nahe:

Kennt man irgend einen Punkt der Kurve f*(E,B)=0 und die Richtung der Tangente in die-
sem exakt, dann kann man sich in kleinen Schritten entlang der Kurve f*(E,B)=0 vorwirst
bewegen, indem man (wegen Stetigkeit) die Umgebung vor dem aktuellen Punkt im Abstand
der Schrittweite nach der "nichsten" Nullstelle der Funktion f£,*(E,B) absucht. Dabei kann
man sich (wegen Differenzierbarkeit) bei hinreichend kleiner Schrittweite auf einen schmalen

Winkelbereich um die Richtung der Tangente beschrinken. Die Richtung der aktuellen Tan-
gente wird durch die Verbindungsgerade der beiden letzten Punkte gendhert.

Das Kernstiick dieser numerischen Methode ist das Aufsuchen der Nullstelle innerhalb des
Winkelbereiches. Der Mathematica-Befehl FindRoot[] verwendet, wenn man als Parameter
die Bereichsgrenzen (Winkel) eingibt, das dem Newton-Raphson- nahe verwandte Intervall-

schachtelungs-Verfahren, auf das hier kurz niher eingegangen wird.
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6.3.1 Nullstellenbestimmung mittels Intervallschachtelungsver-
fahren

Diese Methode wird hiufig dann zur Bestimmung der Nullstellen einer Funktion F(x) ver-

wendet, wenn die Berechnung der Ableitung aus irgendwelchen Griinden Schwierigkeiten

bereitet. Dabei wird einfach in der bekannten Iterationsvorschrift von Newton und Raphson

F(x,)
X =X, —— (6.2)

I+ t F (x,)

der Differentialquotient F’(x,) durch den Differenzenquotienten F(u)=F(xi1) ersetzt:
Xy = Xp-1
X =X
=x —F(x.)- t = X1 (6.3)
X4l = X4 (xr) F(x,)—F(x,_l)

Graphisch bedeutet das, daB die Newton sche Tangentenmethode durch eine Sekantenmetho-
de ersetzt wird (siehe Abb. 6.3).

F(x) 'y

<X
Abb. 6.3: Graphische Interpretation der Regula Falsi.

Angenommen es sei bekannt, daB sich eine Nullstelle in dem Intevall [x] ,xz] befindet. Dies

kann daran iiberpriift werden, daB innerhalb dieses Intervalls ein Vorzeichenwechsel der

Funktion F(x) auftritt, da also gilt:

F,-F, <0 (6.4)
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For) |

Abb. 6.4: Graphische Darstellung des Intervallschachtelungs-Verfahrens.

Als erstes wird nun die Regula Falsi Formel (6.3) fiir x,_; =x; und x, = x, angewandt.

Damit erhilt man eine verbesserte Nullstellennéherung x; (siche Abb. 6.4).

F(x-x) (6.4)

Als nichstes wird ein neues (schmileres) EinschluBintervall fiir die gesuchte Nullstelle festge-

legt, und zwar auf folgende Weise:

e Falls F;-F, <0, d.h. falls die Nullstelle im Intervall [x; ,xz] liegt, werden die neuen
Intervallgrenzen wie folgt definiert:

x{w“ «— X3 und F‘]Mu — F3

x> und F; bleiben unverindert.

e Falls F; F, >0, d.h. falls die Nullstelle im Intervall [x;,x; ] liegt, wird an der
(unverinderten) Stelle x; ein neuer Wert
£

F, +F,

F]MH<_Fv1'

definiert.> AuBerdem wird

neu

Xa «— X3 und anea — F3

gesetzt.

3 Der Grund dieser nicht sofort einsichtigen Festlegung ist das Erreichen einer hoheren Konvergenzgeschwindig-
keit.
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Diese Intervallschachtelung wird solange fortgesetzt, bis die Intervallbreite x, — x3 kleiner als

cine vorgegebene Genauigkeitsschranke ist.

In unserem speziellen Problem entspricht dem Startintervall [x,,x,] natiirlich einem Winkel-
bereich [o—Ac,o+Aa]. Dabei ist oo der Winkel zwischen der "Tangente” an die Kurve
f%(E.B)=0 im aktuellen Punkt &, , gegeben durch die Verbindungsgerade von &, und §,_,,

und einer beliebigen fixen Bezugsachse in der Parameterebene, und 2- Ao ist die vorgebbare

Intervallbreite. Es ist klar, daB diese umso kleiner gewiihlt werden kann, je kleiner die

Schrittweite zwischen den Punkten &, und §,,, ist. Die Funktion F(x) ist gegeben durch die
Funktion f(a)= f;" (E(e). B(x)), wobei den Punkten E(c), B(ct) der Kreis um den Punkt &,

mit dem Radius gleich der Schrittweite entspricht.

6.3.2 Ein moglicher Startpunkt

~ Einen geeigneten Anfangspunkt zu finden bereitet keinerlei Schwierigkeiten. Denn im feld-
freien Fall sind alle Subniveaus der Hyperfeinstruktur entartet. Andererseits treten in den Ma-

trixelementen nur Terme auf, die entweder gar nicht oder quadratisch von der elektrische
Feldstirke E abhingen, sodaB die Kurven f‘:(E, B)=0 symmetrisch beziiglich einer Spiege-

lung an der E-Achse sind, und die Tangenten der Kurve in den Punkten bei E=0 diese in

einem rechten Winkel schneiden werden. Wir haben also mit {E =0,B=0} einen Startpunkt

gefunden.

6.4 Parameterwerte der Entartungspunkte

Eine nihere Untersuchung der Schnittpunkte der durchgezogenen mit der gestrichelten Linie,

als Losung der Gleichungen f,'(E,B)=0 bzw. f,(E,B)=0 innerhalb des betrachteten

Feldstiirkebereiches (0< E <100kV/cm, 0< B <100mT ), ergaben die in den Abbn. 6.5 durch @

gekennzeichneten Entartungspunkte.
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E [kV/cm]

1907 s
I — 7~
| - P
el |0 I -7 -
( ~“\“\ f /,f/' //'. ;
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\\ \\ I’& // ’I
\ \ /kﬁ - /o~ /
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\\ \ I 4 \‘ !!
\ | /
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Abb. 6.5a: Die Kurve f*(E,B)=0 (— ) und deren Spiegelbild f,'(E,B)=0 (- - - -) fiir
das gerade System. Die Schnittpunkte der beiden, die auch Entartungspunkte
darstellen, sind mit @ gekennzeichnet.

E [kV/cm]
100

é B [mT]

2 4

-6

Abb. 6.5b: Die Kurve f'(E,B)=0 ( ) und deren Spiegelbild f,(E,B)=0 (- - - -) fiir
das ungerade System. Die Schnittpunkte der beiden, die auch Entartungspunkte

darstellen, sind mit @ gekennzeichnet.
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Die auf der B-Achse liegenden Entartungspunkte muBten, wegen der in Kap. 6.2 dargelegten-
Griinde, mit der Methode 1 aus Kap. 5.1 berechnet werden. Einen Uberblick iiber alle Entar-

tungspunkte beider Systeme zeigen die Abbn. 6.6.

E (kV/cm)
80 L
(2,0;2,-2)

60
401
20 } (2,2;3,-2)

' (1,0;2,-2) (2,0;2,2)

i"‘_"é' 3 : B (mT)

Abb. 6.6a: Alle Entartungspunkte im geraden System innerhalb des Feldstirkebereiches

(0< E <100kV/cm, 0< B <100mT ).

E (kV/cm)
i L ]
80 F . i
¢ (2,1;2,-1) (2,1;2,-1)
60 F
& (2,-1;1,1)
40'-
20t (2,1;2,-1) (3,-3;3,-1)
f (2,1;3,-3) (1,1;2,-1)
A S 3 ———e g B (mT)

Abb. 6.6b: Alle Entartungspunkte im ungeraden System innerhalb des Feldstirkebereiches

(0< E<100kV/cm, 0< B <100mT).
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Anhang: Werte der verwendeten Atomkonstanten.

Zur Berechnung der Matrixelemente der Stérmatrix wurden folgende empirische Werte [1,13]
fiir die Atomkonstanten verwendet:

g —] g m’ gJ a(\’) b(J) ao {I'Z
Y% m, [MHz] [MHz] [kHz/(kV/cm)?] [[kHz/(kV/cm)?]
+8.046108(8)-107* 1.3344(4) 18.52(15) 2.98(34) 88.98(87) -21.97(10)

Tab. 6.2: Kern- und Hiillendaten von Na fiir das Niveau 3p’P,,,.

g, --eeeeeon.... g-Faktor des Kernes

8 verreenreanns g-Faktor der Elektronenhiille

a(J), b(J)... diagonale Hyperfeinstruktur-Konstanten
O, Ols........ skalare bzw. tensorielle Polarisierbarkeit

Zur Berechnung der Energieflichen und der Krezungspunkte muBten diese empirischen, mit
Fehlern behafteten Werte als exakte Werte behandelt werden.




In den Tabn. 6.1 sind die genauen Parameterwerte dazu aufgelistet. Sie beinhalten neben den

Feldwerten die Energieeigenwerte und die Quantenzahlenpaare der beiden sich treffenden
Flédchen.

0 1.25868085640 -41.8431154520 (2,-2), (1,0)
0 1.812481611936 13.28749999999 (3,-2), (2,2)
0 2.212172480109 7.8268643935369 (2,0), (2,2)
80.8461449210771 | 3.426873703913928 | -329.868940169529 (2,-2), (2,0)

Tab. 6.1a: Feldwerte und Energieeigenwerte der Crossingpunkte und die Quantenzahlen-
Paare der sich treffenden Energieflichen fiir das gerade System innerhalb des
Feldstirkebereiches (0< E <100kV/cm, 0< B <100mT ).

| 0 “ 1.4269757823689 2.6322165379087 (3,-3), (2,1)

0 2.554449963892 -28.972646576317 (2,-1), (2,1)

0 3.655803003308 -59.845258669610 (1,1), (2,-1)

0 4.3893596393999 41.16343786269 (3,-3), 3,-1)
56.0987955092057 0 -172.071826124565 (2,-1), (1,1)
77.719945527434 0 -313.041040270200 (2,1), (2,-1)
87.0570864294284 | 2.855105708909045 | -383.746912395498 2,1), 2,-1)

Tab. 6.1b: Feldwerte und Energieeigenwerte der Crossingpunkte und die Quantenzahlen-
Paare der sich treffenden Energieflichen fiir das ungerade System innerhalb des
Feldstirkebereiches (0< E <100kV/cm, 0< B <100mT ).

Neben den bereits bekannten Crossings bei E =0 und B =0, konnten also jeweils ein zu-

sitzlicher Punkt bei E # 0, B # 0 im betrachteten Feldbereich gefunden werden.
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Kapitel 7

Verhalten der (beteiligten) Eigenvektoren
in der Niahe der Entartungspunkte

7.1 Ein einfaches Beispiel

Das charakteristische Verhalten der Eigenvektoren wird im folgenden an einem sehr einfachen

Beispiel dargestellt. Im zweidimensionalen euklidischen Vektorraum € sei die Wirkung der
Operatoren A, (i =1,2,...,n) folgendermaBen gegeben: Projektion auf die Richtung des Ein-
heitsvektors ¢; und anschlieBende Streckung um den Faktor g;. Die Wirkung auf einen Vektor
X ist also:

Ai=a, &(E %) (7.1)

oder anders geschrieben

A% =[a,-(¢*€)]%; (.. dyadisches Produki), (7.2)
Dies ist aber zugleich die entsprechende Spektraldarstellung eines symmetrischen Operators
mit den Eigenwerten (0, a;), und den Eigenvektoren (¢;,.L¢; ). Der Winkel zwischen ¢€; und
der x-Achse eines kartesischen Koordinatensystems {é’x,é' y} in € sei ¢;. Damit erhilt man

nach orthogonaler Transformation der Diagonalform mittels Rotationsmatrizen die Matrix-

darstellung von A, .

A_=(cos¢i —sin¢i)_(a,. 0].[005(!)‘. sin¢f)=[ a, cos’ ¢, a,.sinqal.cosq),.](?s)

" \sing, cosd, 0 O0) (—sind, coso, a, sind, cos, a,sin’ ¢,
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Die Summe der n Operatoren ﬁ, sei der symmetrische Operator B.

\ Y a,cos’d, Y asing,cosod,
i=1 i=1 . (7.4)

- n n
=1 Zai sind, cosg, Zaf sin® ¢,
i=1 i=1

Es ist klar, daB jede Summe beliebiger zweidimensionaler symmetrischen Operatoren auf die-

se Weise dargestellt werden kann. Dabei hat man einfach fiir die a; die Eigenwerte und fiir

die ¢; die Eigenvektoren der einzelnen Summanden zu setzen.

Zur Auffindung der Eigenwerte und Eigenvektoren von B geht man zunichst auf ein anderes
Bild iiber. Ordnet man den Vektoren des zweidimensionalen euklidischen Raumes € in ge-
wohnter Weise gemiB einer Abbildung f komplexe Zahlen z der GauB’schen Zahlenebene 1

zu, so daB &, +> 1, €, i und x> Re(z), y > Im(z), dann entsprechen den Operatoren

A, folgende komplexwertige Funktionen A, wenn man sich auf |z| = 1 beschrinkt.

2
A}(z)=%-[z+%}, mit & > v; und v;| =1,  (7.5)

Fiir den Operator B erhiilt man:

E(z):%{z-iai+é—ia£-v§]. (7.6)

i=1 i=1
Der Eigenwertgleichung entspricht:

§(z)=7t-z} A€ER, (1.7)

Diese ist dann erfiillt, wenn fiir den zweiten Faktor des zweiten Terms der Funktion B gilt:

n
Na;-vi=tp-z* peR (7.8)
i=1
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oder mit z = e™ und v; = ™

n
Y a; e =+p .20 (7.9)

i=1

Aus den Glgn. (7.7), (7.8) bzw.(7.9), ergeben sich sofort die Eigenwerte

A =—;—-[iaiip} (7.10)
i=1

Man definiert nun eine Funktion g in 7 auf folgende Weise:

g C-»C

240

a-e*Ha-e mit ao0€eR.

Damit 1dBt sich (7.9) schreiben als:

8(ae*)=2z(p-c") (7.11)

> @ (@-a)=2 (5 (£ (p-2))). 1.12)
i=1
oder mit
fogof =g, (1.13)
und
a;-& =a;, p-e=p, (7.14)
einfach:
Y. 8(@;)=+g(p) (7.15)



GemiB folgendem Abbildungsschema

g .
€ €
f !
n g n

wird durch g ein beliebiger Ortsvektor ¥ aus € in einen Ortsvektor g(v) gleicher Linge aber

mit doppeltem Winkel zur x-Achse des zweidimensionalen euklidischen Raumes € “ abgebildet

(sieche Abb. 7.1).

&(v)

|

2

Abb. 7.1: Geometrische Veranschaulichung der Abbildung g.

Die Liinge des Vektors g(p), der sich gemiiB (14) einfach als Vektorsumme aller n Vektoren

g(&}) in € ergibt (sieche Abb. 7.2), ist nach (7.10) die Differenz der beiden Eigenwerte:
p=le; ¢, (7.16)

Der Winkel ¢’ des Vektors g(p) zur x-Achse in € ist doppelt so groB wie der Winkel ¢ des

Eigenvektors € von B zur x-Achse in €.
0’'=2-¢ (7.17)

Als Polarkoordinaten einer Parameterebene wihlen wir nun die Linge des Vektors g(ﬁ) bzw.

desses Winkel zur x-Achse. Die Parameterebene ist also gleich der Ebene €.
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8(a;)
Parameterpunkt

v

Entartungspunkt

Abb. 7.2: Parameterebene €°. Die Vektorsumme aller n (hier n =3 ) Vektoren g(ﬁl.) ergibt
den Vektor g(p).

Aus Glg. (7.16) erkennt man, daB Entartung auftritt, wenn p zu Null wird. In der Parameter-

ebene ist das nur fiir den Koordinatenursprung erfiillt.

Wir testen nun obiges Verfahren zu Auffindung der Parameterwerte fiir Entartung an diesem
einfachen Beispiel. Zweidimensionale Matrizen sind trivialerweise tridiagonal. Als erste Be-

dingung fiir Entartung muB das Element in der Kodiagonale von (7.4) verschwinden.

n n
Za,- sin¢; cos; =%-Za,- sin2¢; =0 (7.18)
i=1

i=1

Der Ausdruck unter dem Summenzeichen ist aber die x-Koordinate des Vektors g(a; ). Mit

(7.15) ergibt sich damit:

2{8(&} )}, ={e(p)}, =0 (7.19)

Das entspricht in der Parameterebene genau der y-Achse in Abb. 7.2.

Als zweite Bedingung miissen die Eigenwerte der Teilmatrizen identisch sein. In unserem

einfachen Fall sind das die Elemente der Hauptdiagonale selbst.

n n
Y a;cos’o; = Y a; sin® ¢, (7.20)
i=1 i=l1
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Das ergibt weiter:

iaj(cosz(b,- —sin2¢£)=iai cos2¢; =0 (7.21)
i=l1

i=1

Hier ist der Ausdruck unter der Summe genau die y-Koordinate des Vektors g(a; ). Mit (7.15)

erhilt man weiter:

é{g(&} )}, =+{s()}, =0 (7.22)

Diese Gleichung wird erfiillt von allen Punkten der x-Achse in der Parameterebene (Abb. 7.2).
Der Koordinatenursprung als Schnittpunkt der x- und y-Achse ist der einzige Punkt, bei dem
Entartung auftritt. Das entspricht genau dem Ergebnis von oben.

Die einfachen geometrischen Verhiltnisse dieses Beispiels lassen nun das charakteristische

Verhalten der beteiligten Eigenvektoren in der Nihe dieser Entartungsstelle deutlich werden.

Wegen (7.17) steht die Drehgeschwindigkeit ¢’ des Ortsvektors p zum Parameterpunkt mit

der Anderung ¢ der Eigenvektoren von B in einem einfachen Zusammenhang:
¢'=2-¢ (7.23)

Grob 148t sich qualitativ folgendes sagen: Bewegt man sich in der Parameterebene mit anni-
hernd konstanter Geschwindigkeit entlang einer Kurve, so wird die Drehung des
"Fahrstrahles" p, und damit die Drehung des Eigenvektors € , umso groBer sein, je mehr man

sich dem Koordinatenursprung, also dem Entartungspunkt niihert (siche Abb. 7.3).
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Parameterbahn

7

Entartungspunkt

Abb. 7.3:  Unterschiedliche Drehgeschwindigkeit des Fahrstrahles p(t) fiir zwei Teilstrek-
ken der Parameterbahn.



7.2 Linien rotationsfreier Eigenvektorpaare

Einen Eindruck der Verhiltnisse hoherdimensionaler Matrizen kann man erhalten, indem man
sich in der Parameterebene Linien zeichnet, entlang derer zwei Eigenvektoren benachbarter
Eigenwerte innerhalb der Ebene €, die sie selbst aufspannen, nicht rotieren. Ist die Winkeldif-
ferenz zwischen zwei beliebigen benachbarten Linien immer dieselbe, so kann man fiir belie-

bige Zyklen anhand der Liniendichte die Rotationsfrequenzen dieser Eigenvektoren innerhalb

der Ebene € abschiitzen.

7.2.1 Differentialgleichung rotationsfreier Linien

Bildet man das totale Differential der rechten und linken Seite der Eigenwertgleichung eines

hermiteschen Operators’' A
Ala,)= A)a,), (7.24)
so ergibt sich:
dA|a,)+ A(d|a,))=dA,|a,)+ A (d|a,)) (7.25)
oder

(A- AE)d|a,))=(-dA+dAE)a,) (E .. Einsoperator), (7.26)
)
Multipliziert man von links mit (a P |, wobei k #1[ sein soll, erhdlt man wegen
(aJt ]ﬁ = A, (a,‘ | und <a,‘ |a,) =0 (A; sei nicht entartet):
(a, (A~ AEYdl|a,))=(a, |(~dA+dA,E)a,) . (7.26)

-

dA|a,) (7.27)

- (Ak - A, )(ak |(d|a,))~—- —(ak

! Im folgenden bezeichnen GroBbuchstaben mit "Dach” Operatoren, ohne "Dach" Eigenwerte und Kleinbuchsta-
ben Vektoren (Eigenvektoren).
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Fiir die Komponete der Anderung d |a,) in Richtung (ajt | ergibt sich schlieBlich:

(ay|dAla,)
a,(dl|a,))=—" 7.28
()= 2225 0.2)
Ist die Darstellungsmatrix des Operators A reellwertig symmetrisch so bedeutet das:
, -da, = 44, (7.29)
A-A
Fordert man zusitzlich die Erhaltung der Normiertheit von 4, , also
a-d=1 und & (a+da)=1, (7.30)

so folgt als notwendige Bedingung, wenn man die erste Gleichung in die zweite einsetzt:
d,-da,=0 (7.31)

da, ist also orthogonal zu q, .

Beachtet man den Nenner in (7.29), so erkennt man, daB in der Umgebung des Entartungs-
punktes zwischen den beiden Eigenwerten A; und A; die Komponenten &, -da, und a, -da,

gegeniiber den anderen dominieren (Fiir die Komponente a,-dd, ist das sofort einsichtig,

wenn man in (7.29) [ und k vertauscht).

Bei dieser Betrachtung muB man allerdings den Entartungspunkt selbst ausnehmen, da dort

die rechte Seite von (7.29) singulir wird.

Aus (7.29) und (7.31) folgt, daB entlang rotationsfreier Linien der Zihler der rechten Seite von

(7.29) verschwinden muB:

d,dAa, =0 (7.32)

Wir nehmen nun an, der Operator A sei abhiingig von zwei Parametern A, und A, , auf fol-

gende Weise:

A=\, -B+A, C+D (7.33)

Dabei seien B, C und D konstant und symmetrisch.
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Dann wird aus (7.32):

Gy (d\, - B+dh,-C)d, =0 (7.34)
oder
dr, __&5a, (7.35)
d\, a,ca,

7.2.2 Anfangswerte rotationsfreien Linien

Fiir zweiparametrige Matrizen der Form (7.33) ergibt sich mit Hilfe der in Kap. 7.1 gewonne-
nen Ergebnisse eine einfache Moglichkeit beliebige Anfangswerte fiir Linien mit konstanter

Winkeldifferenz anzugeben.

{E'. }.-=1 , sei eine orthonormierte Basis von €. Ein (symmetrischer) Projektionsoperator P auf e

in seiner Spektraldarstellung ist damit:

P =% +&*¢,  (*..dyadisches Produkt), (7.36)
Der Operator PAP ist wieder symmetrisch:
(PAPY =(AP) BT = p7ATH" = PAP, 1.37)
Ein beliebiger Eigenvektor von B sei l_):

Fiir den Operator 13(5;*5;)13 ergibt sich, wenn man (ohne Beschrinkung der Allgemeinheit)

annimmt, daB die Richtung von & mit der Orthogonalprojektion” 5‘.” von f;; In € zusammen-

fillt (= &, -b. =0).
(B#B, )P = (B*b,)- (7,48, +&,%,)= (b, -¢,)- (B,*¢, ), (7.38)

ﬁ(}}".*}i)ﬁz (€,*é, +é‘2*é'2)(5‘, .gl).(;;;*g])z(gi .gl)z (%) =b"*b". (1.39)

? Der hochgestellte Index "P" bedeutet die Orthogonalprojektion in €.
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Damit erhiilt man fiir den Operator PAP:

Pk = ﬁ{xl S B (5 ) zc,,(a,.*a,.yzoi(g,,*g,.))ﬁ _

=2, -zB,.(!i”*&”)+ Ay Y C (e ")+ Y. D (d/*d])

(7.40)

Das ist aber genau eine Summe von Operatoren, von der Art, wie sie im Kapitel 7.1 beschrie-

ben werden.’
Wir bilden zunichst alle Vektoren p, = B|"|-5", §,=C[¢’|-&", 7; =D|d|-d/ von e
auf eine Ebene € ab gemiB der in Kapitel 7.1 eingefiihrten Vorschrift g.

Bezeichnet man die Vektorsumme*
Zg(ﬁ;)=5,zg(é;)=5 und ;g(ﬁ)=‘_’:’ (7.41)
dann gilt fiir den Eigenvektor a,, von A in g’ (siehe Abb. 7.4)
|A, —A;|-g(&'k_,)=j:(l, -5+12-E+J), | (7.42)

und die Differenz der Eigenwerte ist

A = Al =[ry B +2, -G +d]. (7.43)

Abb. 7.4:  Die Richtung der Vektorsumme A\, -b+\,-é+d entspricht der Richtung der durch
g in €” abgebildeten Eigenvektoren a, .

3 Zu beachten ist, daB die b,” bzw. &”, d " nicht mehr paarweise orthogonal sein miissen.
* Die hier definierten Vektoren diirfen nicht mit den gleichlautenden aber mit Index versehenen Eigenvektoren

verwechselt werden.
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Vektoren in der Ebene € konnen mittels einer linearer Transformation, reprisentiert durch

eine zweidimensionale Matrix 7', in die Parameterebene p libergefiihrt werden (sieche Abb.

7.5).

e
ST T T
AT 7T L

>

Ay

Abb. 7.5: Lineare Transformation T der Ebene € in die Parameterebene p-

Wihlt man den Vektor b in Richtung i.l , dann erhilt man fiir T:

i‘":(b C'C.OSMJ. (7.44)
0 c¢-sin2o

Die Eigenvektoren a,, dndern ihre Richtung in €~ genau dann nicht, wenn man in Richtung
g(d@.,) in € voranschreitet. Transformiert man diesen in die Parameterebene, so erhilt man

den entsprechenden Richtungsvektor in der Parameterebene.

Im Entartungspunkt gilt:
|Ak—A;l‘g(ak’,)=:t(ll-5+12-E+3)=0 (7.45)

Die Richtung ist also unbestimmt.

Wiihlt man als Anfangspunkt einen Entartungspunkt so erhiilt man die Richtungsvektoren der

Tangenten rotationsfreien Linien konstanter Winkeldifferenz indem man die Ortsvektoren

dquidistanter Punkte des Einheitskreise in € mit der entsprechenden Matrix 7 transformiert

(siche Abb. 7.6)
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Parameterebene p

Ebene epsilon’

Abb. 7.6: Bestimmung der Richtungsvektoren ausgehend von Entartungspunkten fiir rotati-
onsfreie Linien mit gleicher Winkeldifferenz.

7.2.2.1 Richtung des Anticrossings

Der Kreis, auf dem alle Ortsvektoren liegen wird durch 7 in eine Ellipse iibergefiihrt. Wegen
(7.43) wird die Richtung des Anticrossings mit der Richtung der lingeren Hauptachse der

Ellipse zusammenfallen. Zur Berchnung dieser Richtung bedient man sich eines Hilfssaizes:

Polare Zerlegung eines linearen Operators:

Jeder lineare Operator T eines euklidischen Raumes li8t sich in folgender Form darstellen:
T=380 (7.46)

S ist dabei ein positiv semidefiniter symmetrischer, Q ist ein orthogonaler Operator.

Der geometrische Inhalt von (7.46) ist folgender: Eine lineare Transformation kann zerlegt

werden in eine durch den orthogonalen Operator Q realisierte Drehung des Raumes um den

Koordinatenursprung und einer anschlieBenden Streckung lings n paarweise senkrechter

Richtungen mit im allgemeinen verschiedenen Steckungsverhiltnissen, realisiert durch S.

Es ist klar, daB bei eine Drehung der Ebene € “um den Mittelpunkt eines Kreise, dieser unver-

sindert bleiben wird. Man braucht sich also nur um § zu kiimmern.
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Um § zu bestimmen multipliziert man (7.46) von rechts mit T7:
TT" = §QQ'S = §* (7.47)

Damit erhilt man:

§ =TT (7.48)
Ein zweidimensionaler linearer symmetrischer Operator S transformiert einen Kreis bekannt-

lich in eine Ellipse deren Hauptachsen in Richtung der Eigenvektoren S| 2 liegen.

Multipliziert man die Eigenwertgleichung des Operators S

S5, = 8,3, (7.49)
von links mit $ , so ergibt sich:
$%, =5,(85,)= 875 (7.50)
bzw.
1775 = 875 (7.51)

Der Eigenvektor des Operators il , der zum groBeren Eigenwert gehort, bestimmt also die

Richtung des Anticrossings von einem Entartungspunkt aus.
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7.2.3 Numerische Berechnung der Linien rotationsfreier Eigen-
vektorpaare der Matrizen H__,,

Wegen

H,.(B)=H,, (1) B (1.52)

und
Hr!ec,ejf (E) = Hefec,eﬁ (I) E2 (753)

lassen sich die Gesamtmatrix H, und damit auch die beiden 8 x8 Matrizen, in einer zu (7.33)

analogen Form schreiben:

H(E,B)=Hyy + H,pp (1) B+ H o (1)- E* (7.54)

Zur Bestimmung der rotationsfreien Linien hat man die entsprechende Differentialgleichung

(7.35) zu 16sen.

Der hierbei verwendete Algorithmus ist sehr primitiv, liefert aber, wenn man nicht zu hohe

Anforderungen an die Genauigkeit stellt, zufriedenstellende Ergebnisse:

Man bewegt sich einen kleinen Schritt von einem Startpunkt aus in Richtung der Tangente der
gesuchten Linie und erhilt so einen neuen Punkt, der wieder zum Ausgangspunkt desselben
Verfahrens wird, um den niichste Punkt zu erhalten. Dieses Verfahren fiihrt besonders fiir
Kurven mit groBer Kriimmung zu schlechten Resultaten. Daher wird als Verbcsserung des

Algorithmus” die Schrittweite dynamisch an die aktuelle Kriimmung angepaBt.

Jedem Paar solcher Eigenvektoren entspricht ein Paar benachbarter Energieflichen. Die
Crossingpunkte, die diese beiden Flichen verbinden, treten als Quellpunkte des Liniensystems

auf (siehe die Abbn. 7.7).

Abb. 7.7b zeigt das Beispiel des Flichenpaares (2, -1), (2, 1)’ im ungeraden System. Die
Crossingpunkte, die diese Flichen verbinden sind die in Tab. 6.1b mit den Nummern 2, 6 und

7 bezeichneten. Dazu kommt noch der Nullpunkt fiir den feldfreien Fall. Die Anticrossings,

5 Hier wird die in Kap.3 eingefiihrte Notation verwendet.
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besonders das des Punktes 7 (E #,B # 0), &uBern sich durch die sehr stark ausgeprigten Ma-

xima der Liniendichte in der entsprechenden Richtung.

Die Winkeldifferenz zwischen den beiden Asten einer ohne Knick durch einen Crossingpunkt

laufende Linie® ist nach den Uberlegungen aus Kap. 7.2 gleich /2. Wie man aus den Abbn.
7.7 erkennen kann, passiert eine Richtungsinderung der Einvektoren um beinahe /2 allein

beim Uberschreiten des Anticrossings in der Nihe des Crossingpunktes; die beiden Eigenvek-
toren vertauschen also nahezu schlagartig ihre Richtung. Ist die Rotationsfrequenz hinrei-
chend groB, wird die adiabatische Niherung keine giiltige Beschreibung mehr sein. Wihit
man stattdessen fiir das Uberschreiten des Anticrossings die "sudden aproximation" als Nahe-
rung der Entwicklung des Zustandsvektors, und fiir den Rest eines geschlossene Zyklus, der

nicht durch eine Crossingpunkt lduft, die adiabatische Niherung, so ergibt sich folgende Ver-

mutung:

Der Zustandsvektor, der bis kurz vor dem Anticrossing identisch mit einem Eigenvektor @,
des Paares (('{3 1P 2) war, bleibt beim schnellen Austausch der beiden Eigenvektoren konstant,

sodaB er nach dem Anticrossing mit dem anderen Eigenvektor ¢, identifiziert werden kann.

Es wird also auch hier ein Leveltransfer stattfinden.

® vorausgesetz keiner der beiden zu b und ¢ analogen Vektoren (Kap. 7.2.2) verschwindet.
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E [kV/cm]

E [kV/cm]

B [mT]

100

Abb. 7.7a:

B [mT]

Liniensystem des rotationsfreien Eigenvektorpaares (2,0), (2, -2) im geraden
System, Winkeldifferenz zweier benachbarten Linien: n /128 .
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