Kapitel 6

Krummlinige Koordinaten und
Vektoranalysis

Krummlinige Koordinaten erweiteren unsere Moglichkeiten, die Gestalt von Kérpern und Konfi-
guration zu erfassen und einfachere Formen von Losungsfunktionen aufzufinden.

6.1 Koordinatentransformationen und Basisvektoren

Einfithrung krummliniger Koordinaten u, (z.B. Kugelkoordinaten: u; = r, us = 6, uz = ¢)
ausgehend von kartesischen Koordinaten x;.

i = xi(up) = Yi(up), i,p=1,2,3. (6.1)

1i(up) sind gegeben Funktionen mit stetigen Ableitungen. Die inverse Transformation folgt durch
Inversion von (6.1):

up = up(zi) = xp(@),  4p=123. (6.2)
7; geben R3, ebenso geben u, alle Punkte des R3. Im allg. {z;} <= {u,}.

aij i = xi(up) = (Up(xj))

0ij gz;(gzj = %4 (6.3)
o 1 = ) = ()

b = e = o

Variiert ein u, wihrend die anderen beiden fix bleiben, erhilt man eine Raumkurve mit den im

allg. nicht normierten Tangentenvektoren 721-.

a 8.%'1

I

i = wi(ua) 7. (6.5)

T =
ub:ﬁX,uc:ﬁX ! 8ua
Diese drei Tangenvektoren bilden ein lokales Dreibein, also ein lokales Koordinatensystem. Die
Funktion

Ug = Uq(x1,T2,23) = ¢4 = const. (6.6)



gibt eine Flache im R3. Variiert ¢, erhiilt man eine Schar dhnlicher Flichen. Mit a = 1,2, 3 erhélt
man drei Flachenscharen. Drei Fléchen

ur = wi(z1,22,23) = 1, up = ug(w1,x2,23) = c2, uz = ug(r1,x2,23) = c3

schneiden sich in einem Punkt P. Die drei Gradientemvektoren

P ou, P
;= >~ 5. 6.7

stehen senkrecht auf ihren jeweiligen Flichen und bilden ebenfalls ein lokales Dreibein, also ein
lokales Koordinatensystem.

Das Quadrat des Bogenelements ist:

ox; ox;
ds* = di®+dy’ +d® = dyida; = (W;dup 87;duq
= Gpq dupdug; (6.8)
p q
gpq = 71217111 = 7_" T = gqp- (69)

Jpq heiBt der kovariante Maf3tensor. Er ist symmetrisch, aber nichtdiagonal, wenn die Koordi-

naten nicht orthogonal sind. Kugelkoordinaten sind orthogonal, daher stehen die Tangenvektoren
r 6 ¢
7, T, T paarweise aufeinder senkrecht; der Mafitensor ist diagonal. Die Diagonalelemente sind:

T T

gu = T-T=1 (6.10)
o 0 )

g2 = T T =717 (6.11)
¢ ¢ 9 9

gz = T-T= r" sin”#; (6.12)

9 = 0, p#q (6.13)

Analog definiert man den kontravarianten Maf3tensor mittels der Gradientenvektoren:

p g P4 Ouy, Ou
Pe .y AL A = P = P79 6.14
g Vi =Y A=g 0z, Oz, (6.14)
In Kugelkoordinaten sind die Elemente des kontravarianten Mafltensors:
T T
gt = 5= 1 (6.15)
0 0
g2 = 7= 1/r% (6.16)
)
B = §.9=1/(?* sin?0); (6.17)
g = 0, p#q (6.18)

Die Matrizen der beiden Mafitensoren sind zueinander invers:

0x; 0x; % Ou,  Oz; Quy o Ox; Quy
Ouy Ou, 0x; Oz

T Ouy0x; 7 Ouy Ox; P

I

=3
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Ne)
~—

gprqu =



6.2 Ko- und kontravariante Koordinaten eines Vektors

Jedes der beiden lokalen Dreibeine kann verwendet werden, um einem Vektor B mit kartesischen
Komponenten B; Komponenten im krummlinigen System zuzuordnen.

_ P 0x;

B, = BPr, = BP 6.20
(= Brh= o (620
BP heiflen kontravariante Komponenten des Vektors B.

_ p ou

B; = B,% = B, axf‘ (6.21)

B, heiflen kovariante Komponenten des Vektors B. Diese beiden Systeme von Komponenten
stehen miteinander in Beziehung:
_ ox; Ouy | Ox;

B, = B?P = B = B? = B, = B,. 6.22
‘ Ouy PO, Ouy Ipa Pq 1 ( )

6.3 Krummlinige orthogonale Koordinaten

9 = 0, P#q. (6.23)

ds’ = gu duf + gao duj + g33 duj (6.24)

= h¥dul + h3dui + h3 dui (6.25)

= dst 4+ ds5 + dsi. (6.26)
COr; 4 4

hg = gz; SZ =7-7; keine Summe iiber q. (6.27)

Die Bogenlinge wird wieder geméfl dem Pythagordischen Lehrsatz in reine Quadrate zerlegt.
hq = \/Gqq heiBen die metrischen Koeffizienten. Damit kann man auch die Fléchenelemente
und das Volumselement ausdriicken:

dsq = hgdug, q=1,2,3; keine Summe iiber g. (6.28)

dFy = dso dsz3 = ho hs dus dus; (6.29)

dFy = dsi ds3 = hy hg duy dus; (6.30)

dFs = dsj dss = hy ho duy dug; (6.31)

dV = dsy dsy ds3 = hi ho hs duj dus dus. (6.32)
Die Basisvektoren

6 =1 [hy = hlp gzp &=1hy = };gzj (6.33)

sind normierte Basisvektoren. Aus den kartesischen Komponenten B; des Vektors B berechnen
wir die natiirlichen oder physikalischen Koordinaten B, gemé&fl der Definition:

Bi — ~ _ 1 63:1

4 q
Bp €; Bq = Bz €; = Bzhfq auq,

o

keine Summe {iber q. (6.34)

Diese Definitionen der Basisvektoren und physikalischen Koordinaten stimmen mit denen im §8.6
des Skriptums Analytische Mechanik iiberein.



6.4 Die Operatoren der Vektoranalysis in krummlinigen ortho-
gonalen Koordinaten

Die Vektordifferentialoperatoren grad, div, rot und Laplaceoperator lassen sich mit Hilfe der
metrischen Koeffizienten und der partiellen Ableitungen nach den w, ausdriicken.

6.4.1 Der Gradient

pq
grad® := (grad®),, €|¢€
0P 14 0P Ous 1 Ox;
dd®), = gy = — —
(grad®)u, ox; ¢ Ous 0x; hq Ouy
1 09
q OUq

(grad®),, ist the u,—te Komponente des Gradientvektors.

6.4.2 Die Divergenz

Die Divergenz und der Rotor werden mit Hilfe der Integralsidtze berechnet. Zur Berechnung der
Divergenz wird der Gauf3sche Integralsatz

/V// divA dv :!/(/Y.ﬁ)df

herangezogen. Das Volumen, {iber das integriert wird, ist ein sehr kleines Parallelepiped, das von
den kleinen krummlinigen Rechtecken in den drei Koordinatenebenen ul,ul 4 dul;u2, u2 + du2;
u3, ud + du3 begrenzt wird; die Seitenldngen dieser Rechtecke sind durch dsi, dss, dss gegeben.
Das Volumen ist so klein, dass sich der Gradient darin kaum #ndert und daher vor das Integral
gezogen werden kann; das verbleibende Integral ist dann das kleine Volumselement d). Damit
ergibt sich folgender Ausdruck fiir die Divergenz:

. 1 .
divA = W // (A’fi) dF =1L + I, + Is. (6.36)
f

Das Oberflichenintegral I wird niiherungsweise berechnet, indem der Wert von (A - i) mit der
Grofle der Fliche multipliziert wird. So ergibt sich fiir die zwei Fldchen us und us + dus:

Fliche ug : — (Au3 h hg) duy dus

us3

Fliche us + dus : (Aus hy h2) L dur duy =
u3+adus

0
= (Aug h1 hg) duy dug + 7<Au3 hi h2> dus duy dus.
us au{} u3
Die Indices us bzw. us + dus geben an, dass die Funktion in der Klammer an us bzw. us 4 dus
zu berechnen ist. Die Summe obiger Terme gibt dann:

B
I = 373<Au3 hy hg) duy duy dus.



Analog berechnet man die Integrale I1 und Io:

0
Il = (97’&1(14“1 h2 hg) du1 dUQ d’LLg,
IQ = i(Au hg hg) du1 d'l,LQ dU3.
OJus 2

Die Summe I7y + I + I3 wird durch das infinitesimale Volumen dV = hjy ho hg du; dus dus
dividiert. Dabei kiirzen sich die Differentiale und man erhilt folgenden Ausdruck fiir die Diver-
genz:

divi — — - [8 (Au1 ha h3> + 332(14“2 hy h3) + £3<Au3 hy @)] (6.37)

6.4.3 Der Rotor

Der Rotor wird mit Hilfe des Stokeschen Integralsatzes

// (rotA - i) dF = f/i’.dg. (6.38)
e

berechnet. Die von der Randkurve umschlossene Fliche dF ist so klein, dass der Rotor sich
im Inneren derselben kaum &ndert und vor das Intregral gezogen werden kann. Das gibt dann
folgenden Ndherungsausdruck:

(rotg)up = d;upf A-ds.

1
Fiir 7 =¢ wird das Kurvenintegral um den Rand eines kleinen Rechtecks ausgefiihrt. Die Weg-
elemente haben die Léngen dso bzw. dss; die Richtung des durchlaufenen Weges muss durch ein
Vorzeichen beriicksichtigt werden.

I = (Au2 h2) Ldur (Aug h3) s

(), e (Aats)

Die Indices geben an, dass die Funktion in der Klammer an der dadurch angegebenen Stelle zu
berechnen ist. Die Terme der zweiten Zeile werden wieder entwickelt; an ihrer Stelle erhélt man
dann:

~ (4w, hg)ua duy — a‘zg(AuQ hg)u3 dus duz + Ay, hg)u2 dus + ;W(A% hg)u dusy dus

2

Dies wird in den vorhergehenden Block eingesetzt; dann bleibt fiir I7:

0 0

I = [%(A% hg) - 873(/1”2 hg)] dusy dus.

Division durch die Grofle der Flidche gibt dann das endgiiltige Resultat fiir die 1. Komponente

des Rotors: ) 5 5
(rotA)u1 = i [auQ (Au3 hg) - 873(,4“2 h2>], (6.39)




Analog berechnet man die anderen beiden Komponenten des Rotors:

(rotff)w - hllhg {8‘23 (Aul hl) - 5931<A“3 hg):| , (6.40)

(o), = o | (A ) = o (4 )] (6.41)

Der Rotor ist das Vektorprodukt des Nablaoperators mit dem Vektor des Feldes. Auch dieses
Vektorprodukt kann als Determinante geschrieben werden:

1 2 3
hle h2€ h3€

1
tA = ——— il lé) ol . 6.42
ro hi ho h3 Ouq Ous Ous ( )

hl Au1 h2 Aug hS Au3

6.4.4 Der skalare Laplaceoperator

Der skalare Laplaceoperator Ay = div grady ergibt sich aus Gln.(6.35) und (6.37):

Aw_l[a (thgaw)+ ? (hlhgfhp)+ ? (hlhgawﬂ (6.45)

hl hg h3 Tul hl 8u1 8711,2 hg 8u2 8711,3 h3 8u3

6.4.5 Der Vektor-Laplaceoperator

In kartesischen Koordinaten ist die Anwendung des Laplaceoperators auf ein Vektorfeld sehr
einfach:

Ad(x,y,z) = A(é’x ag(z,y, 2) + €y ay(z,y, 2) + €, az(x, v, 2)) =
= & Aay(z,y,2) + €y Aay(z,y, 2) + €. Aa.(z,y, 2) (6.44)

Die Vertauschung des Laplaceoperators A mit den Basisvektoren ist zuléssig, weil letztere kon-
stante Komponenten besitzen. Dies ist nicht mehr der Fall bei den Basisvektoren krummliniger
Systeme. Man kann eine allgemeine Vektordefinition des Vektorlaplaceoperators finden, indem
man zunéchst folgende Umrechnung der Operation rotrot in kartesischen Koordinaten vornimmt:

rotrotd = V x(V x d) = V(V-d) — (V-V)d
= grad divd — Ad.

AG := grad divd@ — rotrot d. (6.45)

In obiger Definition des Vektor-Laplaceoperators stehen auf der rechten Seite nur klar definier-
te Vektoroperationen; diese kénnen zu einer allgemeinen Definition dieses Operators dienen, die
auch in krummlinigen orthogonalen Koordinaten verwendet werden kann. Den entsprechenden
Ausdruck erhélt man durch Einsetzen der Definitionen (6.35), (6.37), (6.39) bis (6.41).

6.4.6 Der Nabla-Operator in krummlinigen Koordinaten

Aus der Definition des Gradienten, (6.35), wird folgende Formel fiir den Nablaoperator gewonnen:

—

gradd = Vo := <5u1 hi 0 L9 + ¢ L9 ><I>. (6.46)

_ €ug T— o — Cus T— o
ul 8u1 hu2 811,2 hu3 811,3



Wenn man diese Definition in die der Divergenz (divd = V-a@) und die des Rotors (rotd = V x @)
einsetzt, muss man beriicksichtigen, dass auch die Basisvektoren von den Koordinaten wuy, uo, us
abhéngen.

Zum Beispiel: In kartesischen Koordinaten x, y sind die Basisvekoren konstant und man bekommt
fiir die Divergenz eines zweidimensionalen Vektorfeldes:

dag Dy

divi =V -d(z,y) = e + oy

Im Gegensatz dazu muss man in ebenen Polarkoordinaten p, ¢ die Divergenz auf folgende Weise
berechnen (€,(¢) = (cos ¢,sin @), €y(¢p) = (—sinp,cos¢p); V,=0/0p, Vg = % 0/0¢):
divai = V-d= (épvp + €¢V¢) : (€p<¢) ap(p, ¢) + €¢(¢) a¢(p, ¢))
= Vyap(p,d) + Vg ap(p,d) + app,¢) (€5 Veep) + ag(p, @) (€ Vyey)

8ap 18a¢ (L¢ 1 8 18%
ey 220 4 20 = 2 Zpa,) + - =2
op — p 99 p p 3p(p p> p ¢

Der letzte Ausdruck stimmt mit dem iiberein, den man aus (6.37) bekommt.



6.5 Konkrete zweidimensionale krummlinige orthogonale Koor-
dinatensysteme

Dazu setzen wir in den obigen Gleichungen:

87’1,
h3 = 1, aiug - 0, TL:].,Q,..., . (647)
6.5.1 Kartesische Koordinaten
Uy = x, uz = y; hi=he = 1.
Potentialgleichung = Laplacegleichung:
0?®, 0?®4
A = ——— = 0. 6.48
! Ox? + Oy? (6.48)

Der Separationsansatz fiir ®(z,y) = X (z) Y (y) zerlegt die zweidimensionale Laplacegleichung in
zwei gewohnliche Differentialgleichungen:

O(z,y) = X(z)Y(y) (6.49)
1 d’X 1 d?Y 1 d*X 1 d*Y 5
X a2 + Y dy? 0, % 2a2 Y a7 « cons (6.50)
2X .
proli X(z) = 0, X(x) = A cosh(a z) + B sinh(ax); (6.51)
x
2y .
e + a*Y(y) = 0, Y(y) = C cos(ay) + D sin(ay).  (6.52)

Es ist gleich gut moglich (o? — — a?), fiir X(x) trigonometrische und fiir Y (y) hyperbolische
Funktionen zu erhalten.
Poissongleichung:

Es ist meist zweckméfBig mit komplexen Darstellungen der Differentialgleichungen und der Losun-
gen zu arbeiten.

Komplexe Darstellung von Koordinaten, Potential und Feld

Eine komplexe Variable z statt der beiden reellen Koordinaten x und y :

z = x+iy (6.54)
0?®4 0?®4 0 0 0 0 0?®4
- (<2 _,9 il i — | ® = = 0. 6.55
022 Oy? < or 8y> < or ' 8y> 1(x,9) 0z* 0z (6:55)
Komplexes Potential:
Auch fiir die Teile des komplexen Potentials gelten die Cauchy-Riemannschen Gleichungen:
0P 0P 0P 0P
L= 22 L =2 (6.57)
ox oy oy ox

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung fiir das komplexe Potential findet man wieder
nach der Methode von d’Alembert (vgl. §2.1.2):

0%
0z* 0z

=0: ®(2) = wi(z) + wa(z"). (6.58)



Darin kénnen z und z* als voneinander unabhéngige Variable betrachtet werden. w; und ws sin
willkiirliche Funktionen. Wichtige einfache Losungen sind die Potenzen z".

wy = oz =1 + iy, X = (2F—y*)+i2vy, 2° = (2°-3y’x) + i(32%y —y*) (6.59)

Komplexe Felddarstellung fiir das statische elektrische Feld:

B = (B Bey) = -ve = - (G250 (6.60)
E(z) = Ei(z,y) + i Ey(z,y) = — (Cclg))* (6.61)

Zum Beweis dierser Darstellung werden die Cauchy-Riemannschen Gleichungen (6.57) herange-
zogen:

=) T o =T !

dd\~ 0P 0P 0P o0
o E$+iEy:_< > “~m e 5r " oy

dz=1dy:

Komplexe Felddarstellung fiir das statische magnetische Feld: Diese ist nur korrekt in
einfach zusammenhéngenden Gebieten, in denen keine Strome flielen.

é = (Bx(x,y),By(x,y)) = —-Vo& = — (%ﬁ;»?;?)» (662)
B(z) = By(w,y) + i Bu(z,y) — —i ‘g. (6.63)

FEine wichtige Anwendung ist die Multipol-Entwicklung eines Magnetfeldes in einem kreisférmigen
Bereich (Mittelpunkt (0,0), Radius R) innerhalb der Polschuhe und Spulen. Die Losung (6.58)
wird spezialisiert zu:

b = wi(z) = i %dn (%) (6.64)

n=1

Der Term mit n = 1 gibt das homogene Feld eines Dipolmagneten:

fiiYeY)
@’ _ 4 (6.65)

—1: oW = g, = B, — B, =
" 'p 'y dz R

R

Fiir reelles (rein imaginires) d; liegt das Feld in der x- (y-) Richtung; fiir komplexes d; schief
mit dem Winkel arg(z). n = 2 gibt ein Quadrupolfeld, n = 3 ein Sextupolfeld:

dy 2° . de® ds z T+ iy
n=2: ¢(2) = ? ﬁ’ {2 By - Bx = dz = ﬁ = d2 ?, (666)
ds 2° d®) d3 2> (22 —y?) + i2x
— 9. 3 93 ; _ _ 4 _ ) Y
n=3: (p( ) = g ﬁ’ ] By — BJ; = dz = R3 = d3 R?’ .
(6.67)
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Abbildung 6.1: Horizontaler und vertikaler Dipol; normaler und schiefer Quadrupol; normaler

und schiefer Sextupol.

Abbildung 6.2: a) magnetischer Quadrupol; b) elektrischer Quadrupol
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6.5.2 Krummlinige orthogonale Koordinaten u,v(§,7)

Durch konforme Abbildung geht man von den zweidimensionalen kartesischen zu den krummlini-
gien orthogonalen Koordinaten u, v iiber. Diese Abbildung ist winkeltreu, solange die Ableitung
f'(z) # 0 ist. Ausserdem muss sie ein-eindeutig sein und daher invertierbar sein.

w=u+iv = f(z) = flz + iy), z = fHw). (6.68)
Das Bogenelement ist dann:

ds? = (dz + idy)(de — idy) = dzdz* =

2
1
(du® + dv®) = ) (du® + dv®) (6.69)

- (m) cG) -G &)

Die metrischen Koeffizienten sind dann:

2
(du® + dv?®) =

@
 ldw

mit

h: = n: = 1/D. (6.70)

u v

Oft ist es zweckmiBig nachfolgend die Koordinaten u, v zu reskalieren; dies stort nicht die Or-
thogonalitiit.

§ = £(u), n = n(v)a bzw. u = 5(”)7 v o= U(T/) (671)
Damit werden das Bogenelement und die metrischen Koeffizienten:
1 ou\ v\ ?
ds* = — |( 52 ) d¢ — ) dn’|. 6.72
’ D[(%) e+ (a) "] (672
Die zugehorigen metrischen Koeffizienten sind dann:
1 [0u\? 1 [0v\?
he = — (= h = — |+ :
-5 (%) -5 () 07

Das Flachenelement ist:
dF = hy hy du dv = he hy d§ dn. (6.74)

6.5.3 Ebene Polarkoordinaten r, ¢, (MS Fig.1.02)

Die Abbildungsfunktion ist:

w=u+iv =1Inz = In(z + ivy), z = ev. (6.75)

u = Inya22+9y2, z = e%cosv, —oo <u < oo,
0

v = arctan(y/x), y = e“sinv, <wv < 27 (6.76)
1
_ L2u _ _ 2 _ 2
dF = €** du dv. (6.78)

Die Reskalierung r = €%, ¢ = v ergibt dann die iiblichen Polarkoordinaten.

0 0 0 0
5% ="a B 55 (6.79)

11



r = J/r2+1y?, T = 1 Cosv,

¢ = arctan(y/x), y = r sinv,

IN
IA

o0,

0 r
0 <¢ < 2m. (6.80)

IA
IN

Das Bogenelement, die metrischen Koeffizienten und das Fldchenelement sind;
ds* = dr* + r?d¢*; h, = 1, hy = r* dF = rdrdé. (6.81)
Die normierten Basisvektoren sind geméf Gl.(6.33):
€ = Tp/hr = (cos¢,sing) = 7/r, €, = Tg/hy = (— sing,cose). (6.82)

Damit ergibt sich die Umrechnung der kartesischen auf die natiirlichen Komponten des Vektors

a:
_ Gz T+ ay y

ar = —L=, az = Gr COSQ — ag sing,
vy (6.83)

_ —azx Yy tayw

ag = JorE a; = ap sing + ag cos .

Die Ausdriicke fiir die Operatoren der Vektoranalysis ausser dem Laplaceoperator werden in dem
Paragraphen fiir die Kreiszylinderkoordinaten angegeben.

Trennt man die Variablen der Potentialgleichung
Ay = — + - — + =0, 0<r <oo, 0 <9 < 27. (6.84)

durch den Separationsansatz ¢ = R(r) ®(¢), ergeben sich folgende gewohnliche Differential-
gleichungen mit den angegebenen Lésungen:

R 1 dR 2
7+*7—Q—R=0, R(r) = Ar* + Br™% a # 0.
d?"2 r dr ’1“2 (685)
d>® 9 .
i + m°® = 0, ®(p) = C cos(a ¢) + D sin(a ¢).
« = 0 ergibt eine radialsymmetrische Losung mit der Radialfunktion
R(r) = A + B Inr. (6.86)

Die Separationskonstante o muss ganzzahlig sein, wenn das Definitiongebiet den vollen Winkel-
bereich umfasst wie in G1.(6.84) angegeben, weil dann die Losung periodisch sein muss. In einem
einfach zusammenh#ngenden Gebiet, das den Ursprung r = 0 enthiilt, bilden die beiden folgenden
Sétze von Funktionen

rlmle™m® = 0,41,42,..., oder 1, r™ cos(m@), r™ sin(m¢), m=1,2,3,... (6.87)

je ein vollstindiges System regulidrer Losungen der Potentialgleichung.

Umfasst das Definitionsgebiet nur einen Winkelbereich, z.B. 0 < ¢ < f, dann wird der

Wert von « eine Funktion von 3, der von den Randbedingungen abhéngt. Wird ldngs der beiden

radialen Strahlen ¢ = 0, § die Dirichletsche Randbedingung, ¢) = 0, vorgeschrieben, dann folgt:
$=0,8: 1 =0 = & = 0. = ®(¢) = C sin(ng/B), n=12.... . (6.88)

In den Radialfunktionen hat man dann auch & = nw/8 zu setzen.
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Potential und Feld eines homogen geladenen Teilchenstrahls

Die Ladungsdichte ist unabhéingig von der longitudinalen Koordinate; das Problem ist also zwei-
dimensional. Sie ist auch achsialsymmetrisch, d.i. unabhéngig von ¢; so auch das Potential.Dieses
wird durch die folgenden beiden Differentialgleichungen bestimmt, die sich aus (6.85) fiir & = 0
ergeben. Im Inneren des Strahles ist dies die Poissongleichung (1.4), im AuBeren die Potential-
gleichung. Am Rand des Strahles, also bei r = R miissen das Potential und seine Ableitung (also
das radiale elektrische Feld) stetig sein:

d?U; 1dU; :

0 e po/€o, 0 <r < R:U; =endlich; (6.89)
d?*U, 1dU,
d’r2 ;W = 0, R<r<oo: lim Ue ~ IH(T/R) (690)

po ist die konstante Ladungsdichte im Querschnitt. Bei einer Ladung oder Ladungsdichte im
Zweidimensionalen kann das Potential im Unendlichen nicht Null sein; es muss sich wie Inr
verhalten; damit das Argument dimensionslos ist, wurde es als r/R gewihlt. Im Strahl besteht
die Losung von (6.89) aus einer partikuléren (U,) der inhomogenen und der reguléren allgemeinen
Losung (U, = ¢p = const.) der homogenen Gleichung;:

2
Uy = Uy, + U, = —%po/eo + cp.
(6.91)
U. = do In(r/R).

Die partikulire Losung findet man, indem man den Ansatz ¢ r? in (6.89) einsetzt. Das gibt dann
4c = —po/ep. Am Rand des Strahls, also auf dem Kreis » = R, miissen das Potential und das
Feld stetig sein. Dies gibt ein System von zwei Gleichungen fiir die zwei Unbekannten ¢y und dp:

1
r=R: Ue:doln(R/R):O:co—EpoRZ:Ui = ¢ = py R?/4e.
0

1
U, = do 7 = R[22 = Ul = dy= — po R*/2e.

Das Potential und die radiale elektrische Feldstéirke im Inneren und AuBeren des runden homo-
genen Strahls sind also:

po 1 2 oU; po T

U, = (g2, B = - = R 6.92
€0 4 ( T) or €0 2 ( )
po R? po R?

L = . B, = P :

U o 2 n(r/R) 0 2r (6.93)

Fiir die Losungen der Helmholtzgleichung
Ay + K2 = 0

kann der gleiche Separationsansatz wie oben herangezogen werden. Es ergeben sich auch die
gleichen Losungen fiir den Winkelanteil ®(¢). Fiir die Radialfunktionen ergibt sich die folgende
Differentialgleichung, deren Losungen durch Besselfunktionen ausgedriickt werden kénnnen:

R | 1dR a?
dr? r dr

k2—> R =0, R(r) = AJu(kr) + B Ya(kr). (6.94)
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Abbildung 6.3: Ebene elliptische Koordinaten 7, 1. Die Brennpunkte F' und F’ liegen bei (+e, 0)

6.5.4 Ebene elliptische Koordinaten 7,1, ( MS Fig.1.03)

Die Abbildungsfunktion:

w = Y 4+ in = f(z) = Arcosh(z/e) = Arcosh(w),
¢ (6.95)
z = fHw) = e cosh(w) = e cosh(y) + in).
gibt folgende Koordinatentransformationen:
x = e coshn cosi, n = Re [Arcosh(Leiy)}, 0 <n < oo
| (6.96)
y= e sinhn sin, n = Im [Arcosh(“#)], 0 < oy < 2.

e ist eine fest vorgegebener positiver Parameter. Die Punkte (4 e,0) sind die gemeinsamen
Brennpunkte F' und F”’ aller Koordinatenkurven. Diesen entsprechen die Werte n = 0, ¢ = 0
oder £7. Die Koordinatenkurven sind einerseits Ellipsen

2 2
£ Y
-7 =1 .
(e coshn0> + (e sinhn0> ’ (6:97)

deren Gréfle durch den Parameter 79 bestimmt wird; andererseits Hyperbeln:

x 2 y 2
<e cosz/m) - <e Sinwo> - b (6.98)

deren Grofle durch den Parameter ¢y bestimmt wird.

Die obige konforme Abbildung (6.95) fithrt also zu einer unendlichen Schar von Systemen, die
durch e, die gemeinsame Exzentrizitit e aller Ellipsen und Hyperbeln, parametrisiert sind. Im
konkreten Fall ergibt sich ein Wert fiir e aus den Abmessungen des elliptischen oder hyberboli-
schen Randes. Dies wird weiter unten am Beispiel eines homogen geladenen Strahls von gegebenen
elliptischen Querschnitt gezeigt.
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Das Bogenelement, die metrischen Koeffizienten und das Fléchenelement sind;

dz = dx+idy:%dw.
dw
2 . . % dZ 2 %
ds* = (dx + idy)(dx — idy) = dzdz" = T dw dw* =
w
= ¢ (cosh®n — cos®¢)(dn® + d*); hl = hj = €*(cosh®n — cos’ w);(6 9)
dF = €% (cosh’n — cos®v)) dn di. '

Die metrischen Koeffizienten nehmen in den Brennpunkten den Wert Null an. Die Basisvektoren
sind:

eg = Tphy = (6.100)

ey = Ty hy = (6.101)

Die Operatoren der Vektoranalysis werden spéter bei den elliptischen Zylinderkoordinaten ange-
geben. Im Laplaceoperator
1 [9*0 9% 1 0’ 9*®
hy By [5772 " o2 ] T e (cosh®n — cosZq)) [0772 * o2 ]
stehen die metrischen Koeffizienten im Nenner. Letztere nehmen in den Brennpunkten F' und
F',n=0, ¢ =0 oder 1) = +m, den Wert Null an. Der Laplaceoperator ist also in F' und F’ sin-

guldr. Multipliziert man die metrischen Koeffizienten weg, dann kann man in der so modifizierten
Potentialgleichung die Variablen

Ad =

(6.102)

*® N 9*®
on? o2
durch den Separationsansatz ® = H(n) ¥(v) trennen; es ergeben sich folgende gewdhnliche
Differentialgleichungen mit den angegebenen Losungen:

hy hyA® = =0,

d2H 2 (6% —
W—aHzO,H(n):Ae"—i—Be " a # 0.

772 (6.103)
d“v

2 + a®0 = 0, U(y) = C cos(a ) + D sin(a ).

Der Wert der Separationskonstante folgt aus den Rand- bzw. Periodizitétsbedingungen. Z.B.:
Umfasst der Bereich des Problems den vollen Umfang der Ellipse, d.i. 0 < v < 27, dann muss
wieder « = m, m = 0,1, 2,... gelten; dabei vereinfachen sich die Gleichung und Losung fiir die
”Radialfunktion” H(n). Wie in Kap.10 gezeigt werden wird, geben in Bereich, der den Ursprungs
und die Brennpunkte F und F’ einschliefit die folgenden Funktionen ein vollsténdiges System der
Potentialgleichung;:

m=0:  c¢cpo(n,y) = 1/2;

(6.104)
m:>0:  cpn(n,¥) = cosh(mn) cos(mi), spm(n, ) = sinh(mn) sin(map).

Es werden also keine gemischten Produkte der trigonometrischen und hyperbolischen Funktionen
wie cosh(mn) sin(mi oder sinh(mn) cos(ma)) benétigt. Im Unendlichen muss sich die Lésung
proportional zu n sein. Denn fiir grole Werte von 7 gilt:

e e
lgn = e <« el :U%§e77 cos 1, y%§e’7 sin 1;
e? 2r

r?=at 4yt T e, paln=—. (6.105)
e

Somit gibt also 17 im Unendlichen das gleiche Verhalten des zweidimensionalen Potentials wie in
Polarkoordinaten, GI.(6.90)
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Potential und Feld eines homogen geladenen elliptischen Teilchenstrahls

Die Halbachsen der Ellipse des Querschnitts sind a, cos®y = 0, und b < a, siny = 0. Diesem
Rand entsprechen die Excentrizitit e = va? — b2 und der Wert 79 der Variablen 1 gem#8 :
a—1b

= hno, b= e sinhy; = ¢ 7M. 1
a = e coshny, e sinhno; > e (6.106)

Die konstante Ladungsdichte im Querschnitt ist pg. Die Potentiale U; im Innern und U, im
Aufleren geniigen folgenden Differentialgleichungen:

AU; = — po/eo, 0<n<my;  AUec= 0, mno <n<oo.

Diese beiden Differentialgleichungen werden ausgeschrieben als:

a2 + 502 = o e” (cosh®n — cos” ), o + o0z 0. (6.107)
Eine partikuldre Losung der ersten ist:
U, = c[cosh(2n) + cos(2 v)], mit c= — py /(8 o).

Beide Differentialgleichungen sind invariant gegeniiber den Spiegelungen n — —mn, ¥ — —1b.
Daher werden Losungen des Typs sp;, nicht benttigt; von den verbleibenden nur die mit 2n. Die
allgemeinen Losungen der homogenen Differentialgleichungen sind dann:

Uin,y) = Up + Z aa, cosh(2nn) cos(2ny),

n=0

Ue(m,¢) = bon + Z by, €2 cos(2n1)).

n=1

U, muss den Term by 1 enthalten, damit es das richtige asymptotische Verhalten bekommt. Am
Rand n = no miissen die Potentiale und ihre Ableitungen stetig sein:

oU. _ o,
o  on’

Das gibt gerade soviel Gleichungen wie Unbekannte. Deren Losung ergibt: as, = ba, =0, n > 1.
Die restlichen Koeffizienten geben folgende Losungen:

n=mno: U; =U.,

Ui = c cosh(2nn) 4+ ¢ cos(2np) — c e 27 cosh(2n) cos(2¢) + 1, (6.108)

c1 = 2cmn sinh(2n9) — ¢ cosh(2n); (6.109)

Us = 2cn sinh(2n9) + ¢ sinh(2n9) e 7 cos(2¢)). (6.110)
1 _

Uy = — — 2ryt— —— (@ -y : 6.111
e R e S Gl I B (6.111)

Um den letzten Ausdruck zu erhalten, kehrten wir von den elliptischen Koordinaten zuriick zu
den kartesischen. Man sieht, dass die Feldstérke, die auf ein geladenes Teilchen im Inneren des
Strahles wirkt, linear in « und linear in y ist. - Details der Rechnungen findet man in dem
Notebook: AnMe6HomEIlIBeam.pdf .

[1] I, Kapchinsky: Resonant linear accelerators. Ubers. a.d. Russ. v. S.J. Amaretty, Harwood,
1985.

Trennt man die Variablen der Helmholtzgleichung
0*d 0*d

2
hﬁhd)A@—i_hﬂhwk b = 87772—’_677#2

+ hy hy K2 ® = 0, (6.112)
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durch den Separationsansatz ® = H(n) ¥(y), ergeben sich folgende gewohnliche Differential-
gleichungen (k :=k e) :

d*H

TTIQ — o* H + k% cosh®n H = 0,

d>w

dip?
In diesen Gleichungen werden nun die Quadrate cos?t und cosh?n durch Additionstheorem

umgerechnet auf Funktionen mit dem doppelten Winkel und folgende neue Konstanten eingefiihrt
2q :=K%/2, a:=a® - K%/2:

+ a?0 — k% cos?Y T = 0.

2
fh;’ + (0 — 2gcos20)) ¥ = 0. (6.113)
2
;i“g — (a — 2qcosh(277)> H = 0. (6.114)

Gl1.(6.113) heifit die Mathieusche Differentialgleichung; Gl.(6.114) die modifizierte Mathieusche
Differentialgleichung. Die Theorie dieser Gleichungen und ihrer Losungen ist komplizierter als
die der Besselschen Funktionen. Sie wird in Kap.26 behandelt werden, in dem periodische Dif-
ferentialgleichungen untersucht werden. Umfasst der Bereich des Problems den vollen Umfang
der Ellipse, d.i. 0 < ¢ < 27, dann muss a aus einer komplizierten transzendenten Gleichung
berechnet werden, die aus der ersten der beiden obigen Gleichungen folgt. Das bedeutet, dass
in diesen Koordinaten die Separationskonste « nicht so einfach bestimmt werden kann wie bei
einem kreisférmigen oder einem sphérischen Problem in ebenen Polarkoordinaten bzw. Kugelko-
ordinaten.
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6.5.5 Ebene Bipolarkoordinaten 7,0

o = /6 n=-0.252[ 7 =o0.25 o = /6

o= -n/6 n=-0.25,[ n=0.25 6 = -1/6

Abbildung 6.4: n = —oco(+00) gibt die Pole —a(+a). n = const. gibt Kreise um diese. Hier mit
n € [—2,2] mit Schrittweite Ap = 0.25, —7 < § < 7. 6 = const, mit 7 € [—o0, o] Kreise durch
die Pole. Hier § € [—7,n] mit A0 = 7/6. n = 0 gibt die y-Achse. § = t7 < y =0, x €
[-1,1]; 6=0:< z€[l,00,—00,—1].

Die Abbildungsfunktion:

w = 410 = f(z) = 2 Arcoth(z/a)* — 2Arcoth(%iy)*, (6.115)

z = fYw) = a coth(w/2)* = a coth[(y +i0)/2]*. (6.116)
gibt folgende Koordinatentransformationen:

T= i p = 2Re[Arcoth (ZE2)], -0 <9 < 00 (6117)

y= a mshi;%, = —2Im [Arcoth (%ﬁy)} , —m <6< mw  (6.118)

a ist eine fest vorgegebener positiver Parameter. Die Punkte (£ a,0) heiflen die Pole des Koor-
dinatensystems. Die Koordinatenkurven sind allesamt Kreise, s. Abb.6.4.

Die Kurven 19 = const. bilden Kreise um die Pole, deren Mittelpunkte aber nicht mit den Polen
zusammenfallen: )
a
22 + (y —acothng)? = —
sinh” ng
Die Kurven 6y = const. sind Kreise durch die Pole,
22 — 2a zcothy = o>
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Abbildung 6.5: Die Bipolarkoordinaten n = In(ry/r1) und 6

Der Parameter n bestimmt das Verhiltnis der beiden Strecken r; = |z1| und ro = |22| von den
Polen zum Aufpunkt z = x + iy. Die Strecke der Lénge 2a erscheint vom Aufpunkt aus gesehen
unter dem Winkel 6, s. Abb.6.5. Denn die obige konforme Abbildung (6.115) gibt:

z/la + 1
w n =i rcosh(z/a) n L/(I — J
z + a‘ , (Z + a>
= In + i arg :
Z —a z — a
e’ = |zl/|xl, 21 =2 —a, 22 = 2z + a,
- arg (Z i a) = arg(ze) — arg(z1) = 6o — 01 = 0.
z2 —a

Die freie Wahl von a gibt eine unendliche Schar von Systemen. Ein bestimmtes wird durch den
Wert von a ausgewéhlt. Im konkreten Fall bestimmt man a so, dass eine der Koordinatenkurven
(fiir einen vorgewihlten Wert 79 oder 6y) mit dem Rand des gegebenen Bereichs zusammenfillt.
Das Bogenelement, die metrischen Koeffizienten und das Fléchenelement sind;

dz
dz = d i dy = — duw.
Z r + 1ay dw w
dz |2
ds* = (dz + idy)(dx — idy) = dzdz* = ‘dw dw dw* =
a? a?
_ d 2 + d92) h2 — h2 — .
— 2( n ) n 0 _ 2
(coshn 2 cos ) (coshn — cosf) (6.119)
a
d = dn db.
d (coshn — cosf)? "
Die Basisvektoren sind:
ey = Ty hy = (6.120)
ey = 7_"9 hg = (6121)

Die Operatoren der Vektoranalysis werden spéter bei den bisphérischen Koordinaten angegeben.
Die Potentialgleichung

AP — (coshn — cosf)? 0 1 0® N 1 0 sin 0 o® _0
N a? on \coshn — cos® On sinf 00 \ coshn — cosf 90 )|

(6.122)
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ist nicht separabel, aber R-separabel; d.h. man kann folgenden Ansatz machen:
®(n,0) = (coshn — cos0)/? H(n) ©(h) (6.123)

Setzt man diesen ein und formt noch weiter um, erhilt man folgenden Ausdruck, indem die
Variablen separiert sind:

coth(n)H'(n)  H"(m)  ©7(6) 1

H() am e i~

Mit der Separationskonstanten a = m? lauten die gewohnlichen Differentialgleichungen fiir die

oben eingefiihrten Funktionen:
d*H dH 1
— hnp — - - H =
i + cothn dn + <4 04) 0,
d*e

W + o e = 0.

Die allgemeine Losung von ©(6) fiir den vollen Bereich —m < 6 < 7 ist dann (mit a = m?):
©f) = C cos(m @) + D sin(mé6), m=0,1,2,... (6.124)

. Die Substitution £ := cosh 7 fiihrt zu folgender Form des ” Radialanteils”:

d’H dH 1
2 ¥H afr 2 1 _
(& -1) pr2 + 2¢ e <m 4> H =0 (6.125)
H = AP,_i/(coshn) + B Q,,_;/2(coshn). (6.126)

Pp—1/2(coshn) und Q,,,_; /2(coshn) sind verallgemeinerte Legendrefunktionen. Fiir diese kursie-
ren zahlreiche verschiedene Definitionen.

6.5.6 Ebene parabolische Koordinaten p, v, (MS Fig.1.04)

Die Abbildungsfunktion ist:

1
w=pu+iv =+vV22z = 2 (@ + iy), z:x+iy:§(u2—y2). (6.127)

w o= +p+tz, r = pt - V2 0 <p <o
v o= \/p—ux, Yy = uvu, -0 <v SOO7 (6128)

p = 2 + >

Koordinatenkurven sind nach links offene Parabeln (—oco <z < p2/2):

y* = pg (ug — 2 ), po = const;
und nach rechts offene Parabeln (co > y > — 13/2):
y? = u§ (Vg + 2x), vy = const.;
Das Bogenelement, die metrischen Koeffizienten und das Flédchenelement sind;
ds®> = (u® + V2) (du® + dv% hy, = h, = p? + vE dF = (2 + v2) dudv. (6.129)
Die normierten Basisvektoren sind geméf GI.(6.33):

&, = fir/hy = (6.130)

&, = i/h, = (6.131)
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Die Ausdriicke fiir die Operatoren der Vektoranalysis werden in dem Paragraphen fiir die para-
bolischen Zylinderkoordinaten angegeben.

Trennt man die Variablen der Potentialgleichung
1 e 9?0
2 2 2t 52 =0
w? + v? | op ov
durch den Separationsansatz ® = M (u) N(v), ergeben sich folgende gewohnliche Differential-
gleichungen:

Ad =

(6.132)

d*M
W —aM = 0,

2“ (6.133)
d*N

Mit der Separationskonstante o = p? gibt das die Losungen

M = Ael* + Be?” N = C sin(pv) + D cos(p v); (6.135)
mit der Separationskonstante a = — p? die Losungen
M = Asin(pv) + Bceos(pv), N = CelHt + De?P”. (6.136)

Fiir die Losungen der Helmholtzgleichung
AP + k2 ® =0

kann der gleiche Separationsansatz wie oben herangezogen werden. Dies gibt folgende gewohnli-
chen Differentialgleichungen mit der Separationskonstante o

2

M

(272 — (Oé — k'2/,142)M = 0,

2“ (6.137)
’N

Zz o+ K2V?) N = 0. (6.138)

Deren Losungen sind aber kompliziertere spezielle Funktionen.

6.5.7 Exzentrische ebene Polarkoordinaten p, 0

xr = R — pcos = Rh, 0

= p sind, -7

IN

IN
> IN

a < R; (6.139)
< m. (6.140)
R ist eine Konstante; M = (R, 0) ist der Mittelpunkt dieses Systems. p heifit der Quasiradius,
0 die poloidale Koordinate. Dieses System ist nur sinnvoll, solange h = 1 — p/Rcosf > 0 ist.
Deswegen wird der Giiltigkeitsbereich auf die volle Kreisscheibe vom Radius ¢ < R mit dem
Mittelpunkt M eingeschréinkt. Die Koordinatenlinien sind konzentrische Kreise vom Radius R p
um M, bzw. radiale Strahlen der Lénge 2a durch M. Die rdumliche Version dieser Koordina-
ten liefert die ”lokalen Toruskoordinaten”, 6.7.7. Diese orthogonalen Koordinaten findet man
nicht in den iiblichen Werken fiir krummlinige orthogonale Koordinatensysteme, sondern nur in
Spezialwerken, die sich mit der Wellenleitung in gekriimmten Rohren befassen.

Das Bogenelement, die metrischen Koeffizienten und das Fldchenelement sind:
ds* = da?® + dy* = dp® + p*db* h, = 1, hy = p; dF = pdp db. (6.141)

Die Operatoren der Vektoranalysis werden bei den lokalen Toruskoordinaten angegeben. In diesen
Koordinaten ist weder die Laplace- noch die Helmholtzgleichung separabel. Doch eignet sich das
System fiir Ndherungsrechnungen oft besser als die Toruskoordinaten.
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6.6 Zylindrische dreidimensionale orthogonale Koordinatensy-
steme

Jedes ebene (also zweidimensionale) Koordinatensystem 148t sich durch Hinzufiigen einer weiteren
kartesischen Koordinate zu einem dreidimensionalen zylindrischen Koordinatensystem erweitern.
Diese Koordinate wird hier auch mit dem Buchstaben z bezeichnet; sollte aber nicht mit der
komplexen Koordinate z = x + iy, die wir bei der Behandlung der ebene Systeme, insbesondere
bei der konformen Abbildung, verwendet haben, verwechselt werden.

6.6.1 Dreidimensionale kartesische Koordinaten z,y, z, (MS Fig.1.01)

Die Koordinaten und ihre Bereiche sind:

uo=x, —oo < z <09,
w =y, —oo < y < oo, (6.142)
w =z, —o0 < z < o0.

Die Koordinatenlinien sind Gerade; die Koordinatenflichen drei Scharen paralleler Ebenen. Das
Bogenelement und die metrischen Koeffizienten sind:

(ds)®> = (dz)* + (dy)* + (d2)*s  hy = hy = h. = 1. (6.143)
Die Operatoren der Vektoranalysis sind:
_ ov L ov _ oV
grad\IJ = €x % + ey aiy =+ €y E, (6144)
- 0A 0A 0A
divd = == v : 6.145
v or oy T oz (6.145)
€r € €
A — 9 o) 0
rotA = | oo 5 5 | (6.146)
A, A Ay
oLl N A
AV = . 6.147
o2 + Dy + 022 ( )

Der Separationsansatz ¥(z,y,z) = X(z) Y(y) Z(2) fithrt bei der Potentialgleichung AV = 0
zu dem folgenden System gewohnlicher Differentialgleichungen:

DS
d?Yy
— + aY = 0, 6.149
T (6.149)
d*Z

bei der Helmholtzgleichung AV + k2 = 0 zu dem folgenden System gewohnlicher Differential-
gleichungen:

d’X
— = (a+p)X = 0, (6.151)
&’y
-~ 4+ aY =0, 6.152
dy2 ( )
2z
2t (K +p)Z = 0; (6.153)



6.6.2 Kreiszylindrische Koordinaten r, ¢, z, (MS Fig.1.02)

W =71, 0<r < oo, x=rcoso, (6.154)
W = ¢, 0< ¢ < 2, y = r sing, (6.155)
W =z, —00 < z <o0, z=2. (6.156)

Koordinatenlinien sind Kreise, radiale Halbstrahlen und Gerade in Richtung der z-Achse. Ko-
ordinatenflichen sind Kreiszylinder, Halbebenen durch und Ebenen senkrecht zur z-Achse. Das
Bogenelement und die metrischen Koeffizienten sind:

(ds)® = (dr)> + (rd¢)® + (dz)  hr = h. = 1, hy = 1. (6.157)
Die Operatoren der Vektoranalysis sind:
ov 10 ov
Vo= & T b E o 1
grad e &5 + & - 90 + € P (6.158)
Lo 0A, A, 1 044 0A,
divA = 87“ + 7 + ; 7 + 82’ (6159)
€ T e €
rotd = | & & 2, (6.160)
A Ay Al
?0  10¥ 1 9 PP
AV = —— 1+ = - (6.161)

a2 T rar 29 T a2

Der Separationsansatz ¥(r, ¢.,z) = R(r) ®(¢) Z(z) fithrt bei der Potentialgleichung AW = 0
zu dem folgenden System gewochnlicher Differentialgleichungen:

d’R 1 dR

(6
SF - - (T—2+6>R_0, (6.162)
d*®
d*z

bei der Helmholtzgleichung AV + k2 = 0 zu dem folgenden System gewohnlicher Differential-
gleichungen:

d’R 1 dR

«
St - (5+8)ER =0, (6.165)
2P
a2z
2t (K> +pB) Z = 0; (6.167)

6.6.3 Elliptische Zylinderkoordinaten 7,1, z, (MS Fig.1.03)

w =mn, 0<n < oo, x = e coshn cosg, (6.168)
w? =, 0 < ¢ < 2m, y = e sinhy sing, (6.169)
wb =z, —00 < z <00, z=oz (6.170)
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Die Koordinatenflachen sind elliptische Zylinder, hyperbolische Zylinder, deren Erzeugende par-
allel zur z-Achse sind; und parallele Ebenen senkrecht zur z-Achse. Die metrischen Koeflizienten
sind:

hZ = h?p = e (cosh?n — cos?4), h, = 1. (6.171)

Das Bogenelement ist:
(ds)? = €® (cosh®’n — cos®) [(dn)? + (dv)?] + (dz)°. (6.172)
Die Operatoren der Vektoranalysis sind:

1 ov ov ov

Qv = SR Y B e 6.173
Bt e [(cosh®n — cos?)]1/2 [en on v 61!1] “ 92 ( )
divAd = ! {8[(cosh2n — cos?)]Y? A, (6.174)
e [(cosh®n — cos2e)]/2 | On K
+ ({ib[(coshQn — cos?)]'/? Aw]} + aéiz, (6.175)
- 1
tA =
o (cosh®n — cosZ)l/2
[(cosh?n — cos?))]Y/2 &, [(cosh?n — cos?+)]V/2 &, €./e
0 0 0
[(cosh?n — cos?4))]Y/2 A, [(cosh®n — cos?)|Y/2A, A,/e
1 *v 9’ 0*v
AV = —- 6.177
2 (cosh?n — cos?) [3772 * 8¢2] 022 ( )
6.6.4 Parabolische Zylinderkoordinaten pu,v, z, (MS Fig.1.04)
ul = , T = %(/1’2_1/2)7 0 < p < oo,
w o= v, oy = pu, —00 <V < 00, (6.178)
w o=z oz o= oz —00 < z < 00,
Metric coefficients:
he = hy = p* + v hy =1 (6.179)

6.6.5 Zylindrische Bipolarkoordinaten 7.6, z

Dieses System erhilt man aus den ebenen Bipolarkoordinaten (s.Abb. 6.4), indem man die kar-
tesische Koordinate z als dritte Koordinate hinzufiigt.

inh
b= U coslsll7r71—::70597 —0o0 <§T,<OO’
w o= 6, y = sl -1 < 0 < o, (6.180)

coshn—cos 6?
w o=z oz = z —0 <z < 00,

Die metrischen Koeffizienten sind:

CL2

hy = hg = h, = 1. 181
" o (coshn — cos6)?’ (6.181)
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6.7 Achsialsymmetrische dreidimensionale orthogonale Koordi-
natensysteme

6.7.1 Kugelkoordinaten r,60, ¢, (MS Fig. 1.05)

Kugelkoordinaten entstehen aus den ebnen Polarkoordinaten r, ¢, indem man dieses System um
die y—Achse rotieren lét. Dabei wird diese Achse zur z-Achse des dreidimensionalen Systems.
Der ebene Polarwinkel ¢ wird zum Polarwinkel . Der Azimuthwinkel des dreidimensionalen
Systems wird nun mit ¢ bezeichnet.

6.7.2 Verlingerte rotationsellptische Koordinaten 7.6, ¢, (MS Fig. 1.06)

Die verlangerten rotationsellptischen Koordinaten gehen aus den ebenen elliptischen Koordinaten
(mit a > b) hervor, indem man das ebeneSystem um die x—Achse rotieren 148t; diese wird damit
zur neuen z—Achse. In der dazu senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢.

6.7.3 Abgeplattete rotationsellptische Koordinaten 7.0, ¢, (MS Fig. 1.07)
Die abgeplatteten rotationsellptischen Koordinaten gehen aus den ebenen elliptischen Koordina-

ten (mit a > b) hervor, indem man das ebeneSystem um die y—Achse rotieren 148t; diese wird
damit zur neuen z—Achse. In der dazu senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢.

6.7.4 Rotationsparabolische Koordinaten u, v, ¢, (MS Fig. 1.08)

Die rotationparabolischen Koordinaten gehen aus den ebenen parabolischen Koordinaten hervor,
indem man das ebeneSystem um die y— Achse rotieren 148t; diese wird damit zur neuen z— Achse.
In der dazu senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢.

6.7.5 Bisphirische Koordinaten 7,6, ¢, (MS Fig. 4.03)

Die bisphérischen Koordinaten gehen aus den ebenen Bipolarkoordinaten hervor, indem man das
ebene System um die um die x— Achse rotieren 1483t; diese wird damit zur neuen z—Achse. In der
dazu senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢.

6.7.6 Toruskoordinaten 7,0, ¢, (MS Fig. 4.04)
Die Torusoordinaten gehen aus den ebenen Bipolarkoordinaten hervor, indem man das ebene

System um die um die y—Achse rotieren 148t; diese wird damit zur neuen z—Achse. In der dazu
senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢.
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6.7.7 Lokale Toruskoordinaten p, 0, ¢

Die lokalen Toruskoordinaten gehen aus den exzentrischen ebenen Polarkoordinaten hervor, in-
dem man das ebene System um die y—Achse rotieren 148t; diese wird damit zur neuen z— Achse.
In der dazu senkrechten Ebene liegt das Azimuth ¢. Die Mittellinie des Torus, p = 0, ist ein Kreis
vom Radius R in der x, y—Ebene, dessen Mittelpunkt im Urspung liegt.

Abbildung 6.6: Lokale Toruskoordinaten p, 6, ¢. Abbildung aus [Kark]

Die Beziehungen zwischen den kartesischen Koordinaten und den Toruskoordinaten sind gegeben
durch:

ul = p = ak, x = hg coso, 0 < p <a < R;
uw? = 0, y = hg sing, - < 6 < m, (6.182)
uw = ¢ z = p sin6; 0 < ¢ < 2m.

Statt des Azimuths ¢ verwendet man auch die Bogenldnge s lings der Mittellinie und den zu-
gehorigen metrischen Koeffizienten hg:

d

s = Ro,  hy = hy 22— (6.183)
ds

Man beachte, dass die hier verwendete Bogenlédnge s léngs der Mittenlinie von der allgemeinen

Bogenlinge \/dx? + dy? + dz2, die meist als ds bezeichnet wird, unterscheidet.

Die metrischen Koeffizienten sind:
h, = 1, ho = p, hg = R — pcos := Rh = R(1 — §§ cosf). (6.184)

Daraus ergeben sich das Volumselement gemifl Gl.(6.32) und das Fléhenelement dA in der ver-
tikalen (p, 6-Ebene):

dV = hphghy dp df dp = p(R — p cos) dp df dp = Ra* (1 — & & cosf) € d¢ dO do
(6.185)
= dA-ds¢:pdde-(R—pCOSH)dQS:a2£d§d9-th¢.

Hier wurden drei dimensionslose Groflen eingefiihrt, der dimensionslose metrische Koeffizient h,
der relative Quasiradius £ und das inverse Aspektverhéltnis § = kleiner/grofier Torusradius:

h =1 — §¢& cosb, ¢ = pla < 1, 0 = a/R < 1 (6.186)
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In den meisten Anwendungen ist ¢ klein gegen 1; dies ermoglicht Naherungen durch Reihenent-
wickelungen in 0, s.z.B. [LCK, Kark]. Fiir 6 — 0 geht der Torus iiber in einen Zylinder. In
Zylinderkoordinaten sind die Potential- und die Helmholtzgleichung separabel. Deswegen werden
die lokalen Toruskoordinaten verwendet, obwohl in den lokalen Toruskoordinaten diese beiden
Gleichungen nicht separabel sind.

Abbildung 6.7: Lokale Toruskoordinaten sind singuléir auf der z-Achse

Die lokalen Toruskoordinaten sind nur brauchbar im Inneren eines Torus mit a < R. Im Aufieren
werden auf der z—Achse die obigen Transformationsgleichungen singulér, der metrische Koeffizi-
ent h = 0, daher auch die Operatoren der Vektoranalysis singulér. S. Abb.6.7. In der Plasmaphy-
sik werden die lokalen Toruskoordinaten etwas anders definiert, ndmlich mit h = (1 4+ § £ cos )
s. [Plasmabook].

Es folgen die Operatoren der Vektoranalysis fiir die Variablen p,#,s. Diese kénnen aus den
allgemeinen Formeln des §6.4 durch Einsetzen der oben angegebenen metrischen Koeffizienten
berechnet werden. Der Nablaoperator ist:

_ 0 .10 - 1 0
V = ep Bip € ; % =+ €g 1_ (p/R) COSH % (6187)
Der Laplaceoperator ist:
0? 10 1 92 1 9 1 5, %)
A= — - — — — —_ = = — 0 — — 0 —— 1
Op? + p Op * p% 062 + h? 0s? Rh (COS op sin p89) (6.188)

Die ersten drei Terme geben denLaplaceoperator der zweidimensionalen Polarkoordinaten p, 6.
Im vierten Term kann s mit dem z der Zylnderkoordinaten in Verbindung gebracht werden. Doch
der darin vorkommende metrische Koeffizient h? fiihrt hier einen Unterschied herbei; der ist aber
von der GroBenordnung 62. Der letzte Term ist von der Ordnung 6, ist also der niedrigste Term,
der die Kriimmung beriicksichtigt. Der Rotor des Vektorfeldes

E = é,E, + & By + & E, (6.189)
ist:
VxE = 5&&5}@ —({iEQ}
+ & % [8‘1 9 ES)] (6.190)
w7 gyl B aaeEp]



Die Divergenz des gleichen Vektorfeldes ist:

V.E = | 12(phEp) +

o) o)
7 |59 %(h Ey) + %(p EJ)|. (6.191)

1
p
6.8 Allgemeinere dreidimensionale orthogonale Koordinatensy-

steme

6.8.1 Elliptische Kegelkoordinaten r, 6, A\, (MS Fig. 1.09)
6.8.2 Paraboloidale Koordinaten p, v, A\, (MS Fig. 1.11)

6.8.3 Allgemeine elliptische Koordinaten pu, v, A\, (MS Fig. 1.10)

6.9 n-dimensionale Kugelkoordinaten r.601,60,,....0, o, ¢

x1 = 71 cosby, (6.192)
To = r sinfy cosfs, (6.193)
x3 = 1 sinf; sinfy cosbs, (6.194)
(6.195)
Tp—1 = 1 sinfy sinfy cosfs ... sinbh, o cos o, (6.196)
Tp = 71 sinfy sinfy cosfs ... sinf,_o sin@. (6.197)
Die Variablen haben folgende Bereiche:

0<r<oo 0<£6 <7, —-m<¢ <m, (6.198)

Die metrischen Koeffizienten sind:
hr = 1, h91 =T, h92 =T Sinel, h93 =T sin91 Sin@g, ey hen =T Sinel sinHQ...sian_g.
(6.199)

Der Laplaceoperators wird dann:

1 d dd

AP = — (Tt — 6.200
rn—1 dr <T dr> + ( )

Hier wird nur der Radialanteil angegeben. Die Winkelanteile werden hier nicht angegeben, weil
hier nur Félle behandelt werden werden, in denen die Funktion ® nur vom Radius r abhéngt.
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