Kapitel 10

Die 0-Distribution

Die é-Distribution dient zur mathematischen Darstellung von punktférmigen Quellen in dem For-
malismus, der fiir kontinuierlichen Quellenverteilung entwickelt worden ist. Nach der mathemati-
schen Darstellung von Distributionen werden im zweiten Teil dieses Kapitels die Vollstdndigkeits-
relationen mehrerer orthonormaler Funktionensysteme mittels der d-Distribution angeschrieben
und bewiesen.

10.1 Heuristische Betrachtungen

In der Elektrostatik gilt fiir eine kontinuierliche Ladungsverteilung p(7) im dreidimensionalen
AQ

S aQ

p(7) AVE0 AV

Fiir die Gesamtladung () in einem Volumen V' gilt:

///p(f") v = Q. (10.2)
v

Damit der Grenziibergang in Gl. (10.1) durchfiihrbar ist, muss AQ gegen Null gehen, wenn AV
gegen Null strebt. Dies ist aber nicht erfiillt fiir eine punktférmige Ladung. Es sei ) in 7y die
einzige Ladung im Raum. Dann ergibt sich:

Raum
(10.1)

—\

p(f) — @Q-o00 wenn 7€ AV fir AV — 0,

10.3
p(f) — 0  wenn 79 €AV fur AV — 0. (10.3)

Ausgangspunkt fiir unsere Erweiterung des Formalismus fiir punktformige Ladungsverteilung ist
die Forderung, dass Gl1.(10.2) auch weiterhin gelten soll. In einer Raumdimension gilt fiir eine
kontinuierliche Ladungsverteilung

AQ

ANz) = Aim (10.4)

Die Gesamtladung @ in einem Intervall der Linge L ist

/)\(Jr) dr = Q. (10.5)

Sitzt eine punktformige (Ladungs-) Quelle der Stirke @ in z, dann schreibt man statt G1.(10.3)

AMz) = Q d(z — xp). (10.6)



Dabei wird das Symbol ¢ so definiert, dass

d(xz—x9) =0 fiir x # xg

10.7
(x—x9) = oo fir x=x. (107)

Der "unendliche Wert” des Symbol ¢ soll so beschaffen sein, dass
/5(3@ —xzp)dx = 1 fiir x9€L, (10.8)

L

damit G1.(10.2) erfiillt ist. Die ”d-Funktion” ist also iiberall Null, bis auf einen unendlich hohen
Zacken an der Stelle x = xg, der so beschaffen ist, dass die Flidche unter dem Zacken die Grofle
1 hat (vgl.Abb.7.1).

Analog wird statt G1.(10.3) geschrieben:
o) = Q67— 7). (10.9)

Die dreidimensionale ”§-Funktion” ist definiert als das Produkt von drei eindimensionalen ”4J-
Funktionen.”
0(F—710) = 0(x— o) 6(y —yo) 6(z — 20). (10.10)

Aus den drei vorhergehenden Gleichungen folgt dann mit dV = dx dy dz

/// (5(7?—7?0) dv =1 fur e V. (10.11)
v

Damit ist G1.(10.2) auch fiir eine punktformige Ladungsverteilung befriedigt.

In einem n-dimensionalen Raum x1, zs, ..., z,, mit dem Volumselement dV = dx; dxs ... dx, ist
die im Punkt x1q, z29, ..., Tpo befindliche Quelle der Stéirke 1 durch

5(1‘1 — 1‘10) 5(1‘2 — 1‘20) 5(1‘“ — ﬂj‘no) . (10.12)

gegeben. Die Koordination x; miissen dabei nicht notwendigerweise alle kartesisch sein. Z.B. kann
auch fiir den Winkel ¢ gelten:

b2
/¢ S6—¢)dp = 1 fir de (f,00).

1

Entscheidend fiir die Definition der Punktquelle ist immer die Form der Volumselements (bzw.
Bogen- oder Flidchenelements).

Diese Gleichungen werden nun fiir krummlinige orthogonale Koordinationssysteme verallgemei-
nert. Die wesentlichen Gesichtspunkte sind einerseits, dass GI1.(10.11) weiterhin ihre Giiltigkeit
behalten soll; andererseits, dass G1.(10.8) gelten soll, unabhiingig davon, wie die Variable bezeich-
net wird oder welche geometrische Bedeutung sie hat. Z.B. ist in Zylinderkoordination p, ¢, z das
Volumselement dV = p dp dedz. Wegen G1.(10.8) schreiben wir daher an Stelle von GI1.(10.9):

5(F — 7)) = ‘W (¢ — o) 8(2 — 20) - (10.13)

In Kugelkoordination r, 6, ¢ ist das Volumselement dV = r2 dr sinf df d¢. Daher folgt fiir das
Analogon zu G1.(10.11):

57— ) = 2T 0O 00) i), (10.14)

r sin 6




Allgemein kann man krummlinige orthogonale Koordinaten u;, ug, ..., u, durch das Linienelement
ds® = ¢t du} + g5 duj + ... + g2 dul (10.15)

definieren; die g; sind Funktionen der uq, us, ..., u,. Das Volumselement ist:
dV = g192...Gn duy dus...du,. (10.16)
Wegen GI1.(10.8) ist die Darstellung der in ug, ugg, ..., uno befindlichen Punktquelle der Stirke 1:

5(U1 — ulo) 5(UQ — uQ0)5(un — uno)
9192---9n

: (10.17)

g192...gn bezeichnet man als Gewichts- oder Belegungsfunktion. Diese geht auch in die Vollsténdig-
keitsrelation ein.

10.2 Strengere Begriindung der /-Distribution

Alle Uberlegungen im vorhergehenden Paragraphen sind heuristischer Natur. Insbesondere sind
die in GL.(10.7) und (10.8) an die ”J-Funktion” gestellten Forderungen mit dem gewthnlichen
Funktionsbegriff unvertraglich. Die ”d-Funktion” ist keine Funktion, sondern eine Distribution
(oder verallgemeinerte Funktion): Der Grenzwert einer Funktionenfolge. Da jede Funktion
der Folge von x abhingt, wird auch der Grenzwert von x abhéngen, entspricht also mehr dem
Begriff einer ” Grenzfunktion”. Aber der Limes der Funktionenfolge ist keine Funktion, sondern
eben eine Distribution. Eine #hnliche Situation kennt man auch in der Theorie der Zahlen: Eine
unendliche Folge von rationalen Zahlen muss nicht immer gegen eine rationale Zahl konvergie-
ren, sie kann auch gegen eine irrationale (z.B. v/2) konvergieren. Ahnliches auch in der Theorie
der Fourierreihen: Die zweite Reihe in Bs.2 auf S 6.3 besteht aus lauter stetigen Funktionen,
daher ist auch jede der (endlichen) Teilsummen eine stetige Funktion. Die Grenzfunktion ist aber
unstetig und daher ausserhalb der Menge der (stetigen) Teilsummen. Eine Distribution ist also
der Grenzwert einer Funktionenfolge. Da jede Funktion der Folge von = abhéngt, wird auch der
Grenzwert von x abhéngen.

Doch ist diese ”Grenzfunktion”, der Limes der Funktionenfolge, keine Funktion mehr sondern
eine Distribution. Doch die strenge Theorie der Distribution kann Gl.(10.7) und (10.8) nicht
verkraften, sondern nur die folgende:

(10.18)

F(2') fir 2/ €L,
/(5(33—96') F(z)dx = {
L

0 fir 2/ ¢L.

Diese kann graphisch ungefihr so veranschaulicht werden (s.Abb.10.1): Die §-Distribution hat
bei x = 2’ eine scharfe Zacke, die gerade den Funktionswert F'(z’) herausblendet, sonst ist sie
iiberall Null. Es ist offensichtlich, dass diese Vorgangsweise nur dann funktioniert, wenn F'(x) an
der Stelle =’ stetig ist; genaueres iiber die geforderten Eigenschaften von F(z) folgt spiter.

Die obige Relation heifit ein lineares Funktional und reicht vollstéindig fiir eine strenge Be-
griindung der Resultate, die die Physiker mit dem unexakten und vagen Begriff der ” §-Funktion”
ableiten. Ohne Einschrinkung der Allgemeinheit setzen wir in der obigen Definition 2’ = 0:

F(0) fir 0€L,

d(z) F(z) de = { ) (10.19)
L/ 0 fir 0€L.

Diese Gleichung wird nun streng begriindet. Dabei folgen wird Lighthill, (Kap.2 und Teile von
1). Dazu miissen wir zunéchst einige Definitionen bringen:



X’

Abbildung 10.1: Die é-Funktion blendet aus der Funktion F(z) den Wert F(z) aus.

Def.7.1: f(x) heiit Grundfunktion, wenn sie in —co < x < oo iiberall beliebig oft differen-
zierbar ist und zusammen mit ihren Ableitungen im Unendlichen stérker gegen Null geht als jede
Potenz, also die folgende Limesbeziehung erfiillt:

lim f® () = O(zI™) (10.20)

|z|—o0

mit beliebigen N.
Das Zeichen 0(g) bedeutet: Ein Ausdruck von der Ordnung hochstens g, also

f=0() < |fl < Ayl

fiir ein geeignetes, endliches A. Ein Beispiel einer Grundfunktion ist e~

Def.7.2: F(z) heift schwach wachsend, wenn F(x) beliebig oft differenzierbar ist und wenn
F(z) zusammen mit seinen Ableitungen im Unendlichen nicht stérker divergiert als eine Potenz,
also die folgende Limesrelation erfiillt:

lim F(z) = O(|zY) (10.21)

|z|—o0
fiir ein geeignetes N. Beispiel einer schwach wachsenden Funktion ist jedes Polynom.

Die Ableitung einer Grundfunktion ist eine Grundfunktion. Die Summe und die Differenz zweier
Grundfunktionen ist eine Grundfunktion. Das Produkt zweier Grundfunktionen, oder das einer
Grundfunktion mit einer schwach wachsenden Funktion sind Grundfunktionen.

Die ¢-Distribution wird definiert mittels der Funktionenfolge: (s.Abb.10.2)

Sp(z) = \/Ze"IZ, = /Z Sp(z) do = 1. (10.22)

Jedes 4, () ist eine Gausssche Glockenkurve. Die Fléche unter jeder dieser Kurven hat den Wert
1. Je grofler n, desto schmaler und hoher ist die Glockenkurve, in der Grenze n — oo gibt dies
einen Zacken. Jedoch ist es in strengen Sinne unzuléssig zu schreiben:

lim &,(x) = §(z).

n—oo

Sondern es gilt nur fiir eine beliebige Grundfunktion F'(z):

lim Su(z) F(z) = F(0). (10.23)

n—oo

und das ist zu (10.19) dquivalent.

In Abb.10.2 werden rechts die Ableitungen der Funktionenfolgen 5;1(33) gezeigt. Sie konnten einen
Dipol representieren.
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Abbildung 10.2: Links: Die Funktionenfolge d,(z) fir n = 4,20, 100. Diese konvergieren gegen
eine Punktquelle am Punkt x = 0. Rechts: Die Ableitungen dieser Funktionen. Diese konvergieren
gegen eine Dipolquelle am Punkt x = 0.

Zum Beweis der G1.(10.23) betrachten wir:

I = ’/Z e "’ \/ZF(x) do — F(O)‘ = ‘/O; e \f [F(z) — F(0)] dz|.

Nach dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung gilt:

213

F(z) — F(0) = =z F'(fz) mit 0 <6 <1,

setzen wir dies in die vorhergehende Gleichung ein, ergibt sich:

e 1
7 < max|F'(x)] \/Z/ e " |z| dz = NeT max |[F'(z)] — 0 fiir n — oo.

Es gibt nicht nur die in Gl. (10.22) definierte Funktionenfolge, sondern eine Klasse von Funktio-
nenfolgen, deren Grenzwerte dquivalente Darstellungen der d-Distribution sind. Z.B. folgt aus

/_ T gy - T'(1/2v)/v/n,

dass fiir jedes reelle v die Folgen

Vv e
) = i ©

die 4-Distribution darstellen.

10.2.1 Die Heavisidesche Stufenfunktion

Das bestimmte Integral der d-Distribution stellt die Heavisidesche Stufenfunktion dar:

0 fir —oco<ax<O,

fiir x =0,
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Fiir 6,,(x) (s.Abb.10.3) ergibt sich durch Integration von GIl.(10.22):

0,(z) = / 5u(2) dz = %[1 + erf(vn x)}.

n=100
j~f n=1000

-1 -0.5 0.5 1

X

Abbildung 10.3: Die Funktionenfolge 6, (x) fiir n = 4,20, 100, 1000.

10.3 Die Vollstiandigkeitsrelation

Die Funktionen ¢, (z) eines vollstéindigen orthonormierten Funktionensystems {¢,(z)};2,,
erfiillen die folgende Relation, genannt die Vollstdndigkeitsrelation:

> dh@)n(x) = S — 2'); w2 € [a,b] (10.24)

n=ni

Im allgemeinen wird der obere Index mno Unendlich sein. Der untere, ni, kann je nach Wahl
der Zahlung der Eigenwerte und Eigenfunktionen 0, 1, — co oder auch eine andere Zahl sein.
Ist das Spektrum kontinuierlich, dann hat man statt der diskreten Summe ein Integral iiber
den Eigenwertparameter wie z.B. beim Fourierintegral. Beide Seiten der obigen Relation stellen
keine gewo6hnlichen Funktionen dar: Sie sind Distributionen und diirfen nur unter einem Integral
verwendent werden. Dann ist auch die fehlende Konvergenz der unendlichen Summe auf der
linken Seite kein Problem mehr. Die zu ¢,(z) adjungierte Funktion ¢} (z) kann mit ¢, (x)
zusammenfallen, deren komplex Konjugierte oder auch eine andere Funktion sein; wesentlich ist,
dass sie die folgende Orthonormierungsrelation erfiillt:

b

Dabei hat die Variable x den Charakter einer kartesischen Koordinate, insofern im obigen Integal
keine Belegungsfunktion vorkommt.

10.3.1 Fourierreihendarstellung der ¢-Distribution

Das System der imaginiiren e-Potenzen €% /\/2m, n € Z erfiillt die obigen Bedingungen der
Vollstandigkeit und Orthonormierung. Deshalb gilt die folgende Fourierreihendarstellung der §-
Distribution:

1 S 1 1 o
il in(p—¢') _ T el ) = —
o E e o + - nEZICOS[n(gp ©')] (e —¢). (10.26)

n=—0oo

Diese wird unten noch bewiesen werden. Ebenso auch die Fourierintegraldarstellung der J-Distribution:



10.3.2 Fourierintegraldarstellung der /-Distribution
1 [e.9]

o

, , 1 [ [
ekl =) g = — / coslk(z — 2')]| dk = — / coslk(z — a')] dk = 6(x — 2').
2 J_ o ™ Jo
(10.27)

—00

10.3.3 Die Vollstidndigkeitsrelation in mehrdimensionalen krummlinigen or-
thogonalen Systemen

Ist das Problem mehrdimensional, dann wird fiir jede Dimension ein Eigenwertparameter benotigt;
dementsprechend hat man mehrfache Summen und mehrfache Integrale. Wir betrachten wieder
n-dimensionale krummlinigie orthogonale Koordinaten mit dem Bogenelement (10.15). Die Ei-
genfunktionen

¢n1,n2,...,nn (Ula U2,y ..., un)

werden durch die n (diskreten oder kontinuierlichen Indices) n1,ng, ..., n, numeriert; wir nehmen
an, dass sie alle eine orthonormiertes Funktionensystem bilden:

/du1 /duz.../dun 919290 Py g, (W15 U5 o Un) Briy i (UL, U2, ey Up) =
= 5711@1 5”27ﬁ2"‘5nn77{n‘ (10.28)

Bilden diese Funktionen ein vollsténdiges System, so erfiillen sie die nachfolgende Vollsténdig-
keitsrelation:

O(up — uy) d(ug — uby)...0(uy — ul)

Z ¢:’;1,7‘L2,...,nn (ulla ’LL/2, SR u;z)]gbnl,nzw-,ﬂn (ul, U5 -+ un) =
n

ni,nz,...,n

n
9192---9n
(10.29)
ni, na, ..., N, muss dabei die gesamte unendliche Indexmenge durchlaufen. Sind Indices kontinu-
ierlich, dann hat man statt der Summe ein Integral. Ebenso tritt dann auch in der vorhergehen-
den Formel im Normierungsintegral eine Deltadistribution an die Stelle des Kroneckersymbols.
By mgnoin (u1,u2, ..., up) ist die zu ¢n, ny... n, (U1, U2, ..., uy) adjungierte Funktion.

10.3.4 Die Vollstandigkeitsrelation der Kugelflichenfunktionen
Z.B. gilt fiur die Kugelflachenfunktionen:
Yom(9,0) = Neg Pf'(cos®) €™, £=0,1,2,..; ~£<m<{

die Normierung;:

27 T
[ [ 0¥inYin = [ de [ aosind Yin0.0) Yiu(09) = 007
O 0 0

O ist die Oberfliche der Einheitskugel; der Raumwinkel df2 = sin dddy deren Flichenelement.
Die Volllstandigkeitsrelation lautet:

00 V4

* 6(19_79/) / . . / /
Z Z Yz,m(ﬂ,@ Yem(9,0) = T sind o(p—¢') = d(sind —sind’) 6(p — ¢).
=0 m=—/



10.3.5 Die Vollsténdigkeitsrelation der Besselfunktionen J,,(ji.,2) in 0 < p <a

Analoge Beispiele bildet man in Polarkoordinaten p, ¢ mit Besselfunktionen: Lésungen der Helmholtz-
Gleichung im Inneren eines Kreises vom Radius a mit der Dirichletschen Randbedingung:

Au + k2 u(p,p) = 0, p=a: u=0
fithren zu folgenden Eigenwerten und -funktionen:

k=kmnn = Jmn/a, Umn(ps¥) = Jm(mn p/a) P m=0,+£1,42,...n=1,2,3,....

Jmn ist die n-te Nullstelle der Besselfunktion m-ter Ordnung, J,,(z), d.h. Jp,(jmn) = 0. Wenn
das Definitionsgebiet der obigen Differentialgleichung ein Sektor ist, dann kénnen auch reelle
Werte p an Stelle der ganzzahligen m treten. Aus dem Integral

a2
2

’

/0 p dp Ju(Gunp/a) Ju(ump/a) = = T Gunp/a) dpu

ergibt sich folgende Vollstdndigkeitsrelation:

sp—p) _ i Tl [0) Tu(Gunp/a)

2 /
P n=1 % J, 2(],LL n)

Aus dem Doppelintegral iiber die obigen Eigenfunktionen

2 a
/ dSD / P dp Jm’ (jm’,mo/a) e "M Jm(jm,np/a) e"m? = 7Ta2 Jng(]m,n) 5m,m’ 5n,n’-
0 0

ergibt sich folgende Vollstindigkeitsrelation:

5(p—1p) m(Jmnp/@) Im(Jmnp' /@) oy’
ol Z Z i T2 eime=¢), (10.30)

m=—o0 n=1

10.3.6 Die Vollstndigkeitsrelation der Besselfunktionen .J,,(j;,,7/a) in 0 <r <a

s. Ubungsaufgaben

10.4 Beweis einiger Vollstindigkeitsrelationen

Wir versuchen eine strengere Begriindung der den Gln.(10.28) und (10.29) entsprechenden ein-
dimensionalen Gleichung, der Vollstidndigkeitsrelation:

Z O () G () = 0(u—u')/g(u). (10.31)

m=mgo

dm(u) sind ein vollstédndiges orthonormiertes Funktionensystem, mit der Normierung geméaf:

b
[ énw duta) gta) du = b, (10.32)

mg = —00,0,1, je nach Numerierung des Funktionensystems. Dabei ist immer vorausgesetzt,
dass GI1.(10.31) unter einem Integral iiber eine stetige Funktion verwendet wird.



Eine in [a, b] quadratisch integrable Funktion F'(u) wird durch ihre Fourierentwicklung nach dem
Funktionensystem ¢, (u) dargestellt:

F(u) = i Cm Gm (1) (10.33)
Cn = / b oF () F(u) g(u) du. (10.34)
Wir bilden nun die Funktionenfolge:
Sn(u—1u') glu) = Z o5, (W) dm(u)  baw. (10.35)
= i &7, (W) dm(u) wenn my = —oo. (10.36)

Andererseits bilden wir aus den Gln.(10.33) und (10.34) folgende Definition:

m=mgo

In dieser endlichen Summe kénnen Summation und Integration vertausch werden. Danach bilden
wir den Grenzwert:

F(u) = lim Z ok ( (u) g(u') du’

n— o0 o
I ’ Py 20y (10.37)
= lim u) ————= g(u') du'. .
n—=00 g g(u)

Wenn also fiir ein vollstéindiges Funktionensystem die obige Identitéit in F'(u) bewiesen ist, dann
kann man unter einem Integral iiber eine stetige Funktion auch die Vollstdndigkeitsrelation (10.31)
bekommen.

10.4.1 Beweis der Vollstandigkeitsrelation der trigonometrischen Funktionen

Dies wird nun fiir die Vollstandigkeitsrelation (10.26) der orthonormierten imaginéren e-Potenzen
{e"¥ [\ 27 }50__  etwas weiter ausgefiithrt. Wir bilden die endliche Teilsumme:

, 1 ime—ey 1 sin[3(2n+1)(p — @)
e =) = %mz_ne o 2 sin[3 (o — ¢')]

und damit aus dem Integral (10.37) das folgende:

F(QD) — & _W d‘Pl F(SOI) 217r Sln[ 35121? 2_¢1)(z )] - )]

Die unterstrichenen Teile des obigen Ausdrucks sollten die Deltadistribution, §(¢ — ¢'), ergeben.
Mittels der Substitution
o—¢ =2, do = —2dt



wird daraus:
sin[(2n + 1)t]

- dt
sint

Flp) = lim - / Flp— 2t)

= Z[F(e+0) + F(p—0)] = F(y)

fiir eine Funktion F'(¢), die den Dirichletschen Bedingungen geniigt und stetig ist. Der Grenzwert
des obigen Integrals wird z.B. bewiesen in Carslaw, §95, oder K. Knopp: Theorie der unendlichen
Reihen, §49.

Analog folgt die Vollsténdigkeitsrelation (10.27):
1 o / 1 o 1 [
ekl =) g = — coslk(z — 2')|dk = = / coslk(z — 2')] dk = 6(xz — 2').
0

27 oo 2 J_ us

aus dem Fourierschen Integraltheorem:

Flz) = % /0 "k /_ Z F(') coslk(z — o)] da.

Beweise des letzteren finden sich in: Carslaw, §119 oder CH I, Kap.II, §6.

10.4.2 Beweis der Vollstindigkeit der Besselfunktionen J,,(Ar) in 0 <r < oo

Die Vollstédndigkeitsrelationen, deren Beweise im vorhergehenden Paragraph angedeutet worden
sind, kénnen nun benutzt werden, um weitere Vollstandigkeitsrelationen anderer Funktionensy-
steme zu beweisen. Wir zeigen nun:

/ T InOp) JmO) A d) = 5@;”/). (10.38)
0

Der Ausgangspunkt ist die Fourierintegraldarstellung der §-Distribution:
1 > iky (x—2' > i —y’
Sx—2)o(y—y) = 22 /OO dky eFe( )/Oo dkyeky(y v,

Hier werden nun in allen Ebenen Polarkoordinaten eingefiihrt:

ky = Xcosv, ky:= Xsiney, dk; dk, = XdX\ di;
T = p COsp, y:= p singy, dr dy = p dp dy;
¥ = pceosy, y = p sing, dady = p dp dy.

Diese Transformationen werden in die obigen Integrale eingesetzt und geben:

1
(2r)?

1 oo 2 )
— X d) / d 6@/\ R cos(zpfa)'
w7 o ¥

Die Umformungen in obiger Gleichung kommen folgendermaflen zustande:

R cos(p —a) = R (cosy cosa — sing sina);

oo 2w
/ A d)\ / dip ei/\ cos®) (p cosp—p’ cosy’) 62')\ sing (p sinp—p'sing’) _
0 0

R cosa = pcosgp — p cosy,
R sina = psing — p sing';
R? = ,02 + ,0,2 — 2 pp' [cospcos ¢ + sinpsin @]

= p* 4+ p? — 2pp cos(p—¢):
p sing — p' sing’

tana = .
p cosp — p' cosy’

10



Damit wird aus obigem Doppelintegral:

1 o0

21
I \ d)\ 1/ dd} ei)\\/p2 + plz — 2 pp' cos(p—y') cos(p—a) ‘
2 0 s 0

JoON VP2 + 0’2 — 2 pp cos(p—¢))

Dabei wurde die Sommerfeldsche Integraldarstellung der Besselfunktion nullter Ordnung benutzt
(G. N. Watson: A Treatise on the Theory of Bessel Functions, S. 22). Diese Funktion wird nun
mittels des Additionstheorems (Watson, S. 358) weiter zerlegt:

Jo(A \/p2 + p'2 — 2 pp cos(p—¢')) = Z Tmn(N\p) Jm (M) em(e=¢"),

m=—0o0

Aus der zweiten Gleichung dieses Paragraphen und aus den beiden vorletzten ergibt sich dann:

[e.9]

1 e
So—a)ow—y) = 5= > ™) [T NdN Iahe) Jnlie) =
27T — 0
5(9 — pl) nooo_ 1 = im(o—¢’) 5(0 — pl)
= = e=¢) = o m;me L,

Daraus folgt nun die am Anfang angegebene Vollstandigkeitsrelation.

Fiihrt man in diese die sphérischen Besselfunktionen

Je(z) = \/ZJZ+1/2(Z)

ein und schreibt r statt p, dann nimmt die obige Vollstandigkeitsrelation die folgende Form an,
die bei Verwendung von Kugelkoordinaten r, 1, ¢ herangezogen wird:

o(r—r1'")
—.

2

z /0 - GeOr) Ge(A) N2 dX\ = (10.39)

™ T

10.4.3 Die Vollstiandigkeitsrelation der Hermitefunktionen

In der Quantenmechanik wird der eindimensionale harmonische Oszillator durch den folgenden
Hamiltonoperator beschrieben:

1 2
H = %pQ + %.’E2, Tr € (—O0,00)

Hy = FEv gibt mit der Darstellung p — —i h a% die Schrodingergleichung. Geht man von
x iiber auf eine dimensionslose Koordinate ¢ := x/(h/mw)'/?, dann ist die neue Form der
Schrédingergergleichung;:

T+ 2w = o

— - — | u(§ = 0.

dg? hw
Die an { = = oo verschwindenden normierten Eigenfunktionen wu,(£) lassen sich durch die

Hermitepolynome H,, (&) ausdriicken:
un(€) = 2" 0l Va2 e € Hy(e),  n=0,1,2,..

Sie liefern die Eigenwerte E,, = hw (n + 1/2). Im weiteren setzen wir statt £ wieder x. Die
Hermitepolynome H,(x) lassen sich allesamt durch folgende erzeugende Funktion
> - tn
E(z,t) = e 12 = 3" H,(a) ~ (10.40)

n=0
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*

*(x) bilden im Intervall (—oo, c0) ein vollstandiges

definieren. Die rellen Funktionen u,(x) = u
orthomormiertes Funktionensystem:

/ T (@) up(@) dz = G

—0o0

Die entsprechende Vollstédndigkeitsrelation

_y N S N (gt
V= ;} Un () up(z') = N 7;) S Hn(@) Hu(a') = 8z —2)  (10.41)

kann mit Hilfe der zuvor abgeleiteten Darstellung der d—distribution bewiesen werden. Dazu
bendtigen wir einige Hilfsétze.

Im(z)
4
-L 4 L
> - Re(2)
Cy t Y Oy
-L-ix -ix O L-ix

Abbildung 10.4: Der Integrationsweg C' in der komplexen z-Ebene ist ein Rechteck, dessen Seiten
mit C1q, ...,y bezeichnet werden. Am Ende geht L — oo.

Hilfssatz 1

R L - et 2t gy (10.42)
7= . .

Beweis: Das Integral iiber den Integrationsweg C' (s. Abb.10.4)
/ e dy =0, C=0C+Cy+Cs+Cl,
c

hat gemifl dem Cauchyschen Integralsatz den Wert Null, da der Integrand in dem Recheck mit
den Ecken —L, L, L+ ix, —L — ix regulér ist. Die Integrale {iber die vier Kanten sind:

L [e's)
Cy: z=t, dz=dt, / e dr = / edt — 1 o= / et dt
C1 ~ —00

-L L—oo

L L
Csy: z=t—1izx, dz = dt, / e dy = / e~ (=) gp — _ oo / e~ 2wt gy
C3 —L _I

2 & 2 ;
— et / e—t e2zxt dt;

~—
L—oo -
S=T
. . .2 _ 72 ; <2
Cy: z= L—1is, dz= —ids e dz = et e?ls o= ds —  0;
Cs s=0 v
L—oo
s=0
. . _ 2 _ 712 _9; 2
Cy: z=—L—1is, dz = —ids / e % dz = et / e ks o= s — 0.
Cy s=x v
L—oo

Die Summe obiger vier Integrale gibt die obige Integraldarstellung (10.42),

12



Hilfssatz 2

Die Hermitpolynome haben folgende Integraldarstellung:

1 > :
H,(z) = 7 (—20)" *° / g g2t gy (10.43)
—0o0

Beweis: Aus der erzeugenden Funktion (10.40) ergibt sich einerseits:

o€

H, = —

(z) 5

t=0
und andererseits
8”5 . 8" — 1249 _ du " 6” —u? 22 . 22 n 8" 2
T < \a) awc" = g
ui=x—

Dieses Resultat wird fiir ¢ = 0 in die vorhergehende Formel eingesetzt:

oneE
atn

22 n o a2
= € (—1) @ (& .

H,(z) =

t=0

Wenn man die Integraldarstellung der Gaussfunktion, G1.(10.42), in die eben gefundene Formel
einsetzt, erhélt man die obige Integraldarstellung der Hermitpolynome.

Beweis der Vollstindigkeitsrelation (10.41):

Die Integraldarstllung wird in die linke Seite der Vollstédndigkeirsrelation eingesetzt:

L a2iae > > i(ataa’s) —(24s7) o 1 n
y = e(+)/2/oodt/ood362(t+)(t+)2n!(—2ts) =

n=0

0

= e—2st

6(x2+x’2)/2 /oo dS% /OO d(Qt) 62it(mfz’) 62i:p’(s+t) ef(ert)2

— 00

3~
w

e—(t2+52)+2ia! (s+t)—(iz!)2 —a'2

= 27 §(z—a’)
]. 2 12 o inl12
— = o (zF=a")/2 ! —[(s+t)—iz']? _ o
ﬁe d(z x)/oo ds e Oz — ).
NG
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