Kapitel 7

Die Schrodingergleichung im
Zentralfeld

7.1 Radial- und Drehimpulsanteil

Die zeitunabhdngige Schrodingergleichung fiir ein quantenmechanisches
Teilchen in einem kugelsymmetrischen Potential (Zentralfeld) lautet

(;;n e oA = B . 7.1)

Hierbei ist » = ||r]| die Norm des Ortsvektors und m. die Masse des Teil-
chens.

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls L eine ErhaltungsgroRe.
Er ist durch die Anfangsbedingungen gegeben, und die Bewegungsglei-
chung des Teilchens reduziert sich in der klassischen Mechanik auf die

Radialgleichung %€ — (0 mit £ = (i) + Verr(r) in einem effektiven Po-
g g dt 2me ff
tential
[:’2
Vers(r) =V(r) + 5—3 (7.2)

das sich aus dem urspriinglichen Potential und einem Zentrifugal-Beitrag
zusammensetzt. Wir werden versuchen, auch die Schrodingergleichung
auf ein Radialproblem zu reduzieren. Dazu brauchen wir den Zusammen-
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7.1. Radial- und Drehimpulsanteil

hang zwischen den Mtg@mir erhalten ihn durch Umfor-

men von L?:
P = (ixi) (7<7) s
‘ ’ ~PrF¥

€apy Cap'y TgDy Tg Dy

(0gg' Oy — Opy Oy )Ty Tg'Dy

= T PyTg Dy —Tby Tabp
g’ g

1

3>
b -1

7Py —ihdgy PaT~y+ihdg,
= P25 — ih 7P — Fapopafy — i 7P
272 N 7
= T°D°—2thTPp—TpPg - PyTy (7.3)
~—~
TPy —3ih
> = 7{p)+ihip— (7p)*
=
= L% + (7p)? — ik (7D
52 = (7P) . (7P) 70

(7.5)

(Bei h — 0 wiirde dies zur Beziehung aus der klassischen Mechanik.) Der
Hamiltonoperator nimmt hiermit die folgende Gestalt an

iy (7;':‘)2 _ ik (f-“:‘) 0”004{01 ,,
A= W ¥ \
Lo Bme v

T

(7.6)

Man erkennt bereits, dass 7' nur die Komponente von 7 entlang 7 enthiilt.

Der Ubergang in die Ortsdarstellung, mit der Zuordnung F— Z und p — —ihV,
liefert T

2m, ~

e ((F- V) + (- V))

h2 r2

In Kugelkoordinaten ist 7 = r €, und daher benétigen wir von V nur die
Komponente entlang €,
0

T'VZTE.
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

also
T—>_h2 (8 8)+li)__h218 6+i
2m ‘r2 rBr or r'fa 2mr Br or Or
([AENTY BN |
A
i _2mr(8rzr)

und somit fiir den Hamiltonoperator

~ K% 1 0? 1 £°
U 5 v - 65 el , g
- 2mgr 8r2r+v(r2+2m,r.2 7.7)
A(r)

Man kann hier den letzten Term als Zentrifugalbeitrag erkennen (s. (7.2)).

7.2 Produktansatz fiir die Schrodingergleichung

Trennung von Radial- und Winkelanteilen
In der Schrodingergleichung

~

(A(T) 4+ Lmﬁ) Y(r,0,0) = EyY(r,0,9)

wirkt der erste Term nur auf r und der zweite nur auf § und ¢. Man kann
daher beide gemeinsam diagonalisieren, d.h. ein Produkt

¥(r,0,0) = R(r) - Y (0, ») (7.8)

ansetzen.

Nach Multiplikation mit r? wird die Schrédngergleichung dann zu

~
-

R(r) j—ﬁm, o) = Y(6,9) r (E — A(r)) R(r) .

Weitere Multiplikation mit (R(r) - Y (6, ¢))~! von links ergibt
1 L 2 P
FoFa 09 = 75 (@ -ANRO)) -
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7.2. Produktansatz fiir die Schrédingergleichung

Da die linke Seite nur § und ¢, die rechte Seite hingegen nur r enthailt,
muss « eine Konstante sein und wir erhalten wie erwartet zwei in Winkel-
und Radialanteil getrennte Differentialgleichungen

s—= Y"(0,9) = (Y0, ¢) (7.9)
E R(r) (7.10)

(A(r) + =) R(r)

Gl. (7.9) ist die bereits geloste Eigenwertgleichung des Drehimpulsopera-
tors, deren Eigenwerte den Parameter x = % (I + 1) mit der Drehimpuls-
quantenzahl in Verbindung bringen. Einsetzen in die Radialgleichung Gl.
(7.10) ergibt

_B 14 R+ <V(7~)

a R2 I+ 1)
2m,r dr?

e )R(r) = ER(r)

Multiplikation von links mit » und Verwendung der Abkiirzung x(r) := r R(r)
liefert schliefSlich die /

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN
RADIALTEIL DER WELLENFUNKTION

B2 d2 h2 l(l + 1)
g x + (Vo + ) xn) = Bxn . 0
<Veff(7'2?' vgl. (7.2)
\
~ Masse Hasse

Die Losung dieser Differentialgleichung hingt vom jeweiligen Potential
ab. Die gesamte Wellenfunktion v ist dann

1 « 2%
Yim(r,0,0) = ;x(r)-Yz"‘(O,vJ) : (7.12)

wobei nur die Quantenzahlen des Drehimpulses explizit angegeben wur-
den. Quantenzahlen, die sich aus dem Radialanteil ergeben, werden spa-
ter eingefiihrt. Allgemein konnen wir bereits erkennen, dass die Energien,
wegen der Rotationsinvarianz in m, (2! 4+ 1)-fach entartet sind .  ss.221

/21+1) = Anzahl von Werten von m: m=-| bis m=|
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

7.3 Wasserstoff und H-adhnliche Probleme

Das Wasserstoffatom H und seine Isotopexr 2H = D und *H = T, so-
wie die Ionen He™,Li*",Be®" sind die einfachsten atomaren Systeme. Ihre
Kernladung ist ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung und die
Elektronenhiille besteht ausschliefSlich aus einem Elektron.

Ohne dufere Krafte wirkt nur die Coulombwechselwirkung zwischen Kern
und Elektron. Dies ist zunédchst ein Zweikorperproblem, und kein einzel-
nes Teilchen in einem Zentralpotential. Wie in der klassischen Mechanik
kann man aber Schwerpunktskoordinaten R = my7 + Moy , P = P1 + Do
und Relativkoordinaten = 7 — 7, 5 = Myeq( f;}l - %) einfiithren, wobei

1,2 die Teilchen (Kern und Elektron) nummerieren, und = A 4 1

: mi T mg
die reduzierte Masse gibt. Dies ist eine kanonische Transformation und man
kann leicht zeigen, dass die korrekten Vertauschungsrelationen zwischen
den zugehorigen Orts- und Impulsoperatoren erhalten bleiben. Der Vor-

teil ist, dass der Hamiltonoperator

1 p2 . p
H = ' Vv
2(77’1,1 == m2) b 2Mved i (?)

jetzt separiert und man getrennt die Bewegung des Schwerpunktes (frei-
es Teilchen) und die der Relativbewegung losen kann. Letztere beschreibt
nun ein einzelnes Teilchen mit Masse m,..; im Potential V(7). Da die Ker-
ne in Wasserstoff-dhnlichen Atomen viel schwerer sind als das einzelne
gebundene Elektron, ist m,..; im wesentlichen die Elektronmasse und wir
werden im folgenden der Einfachheit halber die Elektronmasse m,statt

—

Mred Ischreiben.

Wir verwenden die Abkiirzungen

m, = Masse des Elektrons
+Ze = Ladung des Kerns
-e = Ladung des Elektrons

Die potentielle Energie (Coulombenergie) des Systems ist in Gaufschen
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Einheiten! gegeben durch

_Ze

r

V(r) =

Die stationédre Schrodingergleichung wird dann zu

(@) = (—%‘A L V(@) ¥(@) = Ev@)

Aus GI. (7.12) wissen wir bereits, dass

v@ = w6 =X vree)

wobei x(r) der Radialanteil der Schrédingergleichung ist, dessen Quan-
tenzahlen noch nicht spezifiziert sind.

Aus der radialen Schrédingergleichung pird
h? d? Ze? R I(l+1)
—R-drjx(r) sl x + T )x(r) = Ex(r)
" Ze*2mel l(l+1) 2mE
= x (r)+( hz””e; o 2 ) + 77?2 )x(r) = 0 : (7.13)

In dieser Gleichung tritt eine charakteristische Lange atomarer Systeme
auf, der sogenannte Bohrsche Radius

h? 0
Fux7T — oovereinfacht sich GL. (7.13) zu
" 2
X'() = —ZEx(r)

E<o

Wir untersuchen hier gebundene Zustidnde, das sind solche mit negativer
Energie. Wenn die Energie negativ ist, wird £ — V/(r) fiir » — oo negativ

1Fiir mikroskopische Phédnomene sind Gauflsche Einheiten bequemer als die SI-
Einheiten, da viele Vorfaktoren einfacher werden.
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

V_eff/ (2Ry) [

: . i . . el . | ria_0
\ 5 10 15 20

Abbildung 7.1: Effektives Coulomb-Potential Vess(r) (7.11) in atomaren Einhei-
ten fiir | = Ound |l = 1.  undz=1. (Energieeinheit Ry : siehe Seite 224)

und die Schrédingergleichung fiihrt zu einem exponentiellen Abfall der
Wellenfunktion. (Neben den gebundenen Zustdnden gibt es noch Streu-
zustdnde mit positiver Energie.) Fur r — oo lautet Gl. (7.13) nun

@x(ﬂ = b2k(r)

Die Losung dieser Differentialgleichung ist bekanntlich
x(r) = ae " +bet"

Der zweite Summand ist nicht normierbar. Er beschreibt also keinen ge-
bundenen Zustand und wir setzen deshalb aus physikalischen Griinden
b=0.

Fur machen wir de

x(r) = F(r)e?™ (7.15)

und setzen ihn in GI. (7.13) ein. Zusammen mit

d2 " '
- 2X( F) =.e " (F ('r‘) — 29F () +’)’2F(T‘)) aus Einsetzen von (7.15)
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

erhalten wir

i <F”(r)—27F'(r)-?- F(’rﬁ (%l—l(l_*_l) /ysz( )) = 0

F'(r)—2y F'(r) + —Zr—l(l—l—l)) F(r) = 0 (7.1¢ /

Die Losung dieser Differentialgleichung lasst sich als eine verallgemeiner-
te(Potenzreihe ansetzen

oo
F(r) = r° Z ear” (7.17)
u=0
= Z curt™
pn=0

wobei die fithrende Potenz o herausgezogen wurde, so,dass ¢, # 0 gilt.
Einsetzen in (7.16) ergibt b

Z cﬂ(,u, +o)(u+o— 1)T-M+Qi——2 s 2,),2 Cu(/«‘ > a)r“+°'_1

nu=0 n=0

Zc rete=l (1 +1) Z T 2=
p=0

u=0
Wir fassen Terme gleicher Potenz in r zusammen

_c_g'(a(a -1 =+ 1)

+Z{gﬁ_1(u+1+0)(u+a)—27&(u+0) (7.18)

pn=0
2Z . mu>=0
+a——C£ — Il + l)cp,+1 = 0

0

Die Potenzen r! miissen individuell verschwinden, da die Gleichung fiir
beliebige Werte von r gelten muss und die {r'} ein vollstindiges, linear
unabhingiges Basissystem bilden. Zunéachst folgt aus der Bedingung ¢, #
0 fiir o die Bedingung

olc—1) = I(l+1)
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

Hierfiir gibt es zwei Losungen ¢ = [ 4+ 1 und ¢ = —I. Man kann mit eini-

ger Rechnung zeigen, dass die Wellenfunktion fiir die zweite Losung bei

r = 0 zu stark divergiert, so dass sie nicht normierbar ist (ecef Fbeil = 0 baw. dass
die kinetische Energie divergiert). Wir konnen dahz g=1+1 Eérwenden \/
Einsetzen in Gl. (7.18) liefert die Bestimmungsgleichungen der Koeffizien-

ten c,. Fur alle © > 0 gilt

Ch\: 2y(u+1+1)-2Z
e/ (Hl+2)(u+l+1)—-0(0+1)
- c_0 am Ende aus der Normierung

Das Verhalten fiir g > 1 ist
K&

7.19)  [ebasing

Cu+1 27
Cu ;t>>i n+1

\

Das ist dasselbe Verhalten, das die Koeffizienten der Exponentialfunktion
e?’" haben

2 “
} :( Y)
- v

Da die hohen Potenzen p > 1 das Verhalten der Funktion fiir grofie r
bestimmen, verhalt sich x fiir grofie r wie

x(r) = F(r) e et rttl .= = pitle7

B ) /

Dﬂl'\
Wlenn die Potenzreihe nicht abbricht, divergiert x(r) fiir r — oo und be- /

schreibt wieder keinen normierbaren, gebundenen Zustand. Wir miissen
also erreichen, dass die Reihe abbricht. Es kann in der Tat erreicht wer-
den, dass ein Koeffizient c,#, in GL (7. 19) und somit alle nachfolgenden, [
verschwinden. Das ist genau dann der Fall, wenn der Zahler in (7.19) verschwindet, d.h. wenn
2r/(ne)
2Z A

7 = £ (weN, Jamy~ &
— 2(p* 41+ 1) ao-(,u*+l+1) lvtegen(7.17()) '{

Fiir die Energie bedeutet das  (s:5:221, Mitee, Def. von gamma)

Z2

2 2 2 2.4 2
E:—h—'yz:—h oz =_h(m,e) Z

2me(p* + 1+ 1)2 2my RY T (ur+1+1)2
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7.3. Wasserstoff und H-adhnliche Probleme

Die Energie ist also quantisiert. Es ist tiblich, eine modifizierte Quanten-
zahl

Q”D:u*—kl+1 > fzn (7.20)

anstelle von u* einzufithren. Aus p* > 0 und [ > 0 folgt » > 1 und die
erlaubten Energien der gebundenen Zusténde sind

4 2
B =22 N

E>

En

Die natiirliche Einheit der Energie ist das

RYDBERG

4

1Ry = % = 13,6 eV (7.21)

Wegen p + | + 1 = n sind bei gegebener Hauptquantenzahl n nur Dreh-
impulsquantenzahlen / < n erlaubt.

Symbol | Name erlaubte Werte

Hauptquantenzahl fpae 128, ...

Is

o~

Drehimpulsquantenzahl |[(=0,1,2,...,n—1

E

magnetische Quantenzahl | m = {-l,—-l+1,...,+{ — 1,1}
2l + 1 mogliche Werte

Tabelle 7.1: Quantenzahlen des H-Atoms mit Wertebereichen.
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7.3.1 Entartung

Die Energie F, hangthier nur von der Hauptquantenzahl n ab. Zu festem
n kann die Drehimpulsquantenzahl die Werte / = 0,1,...,n— 1 annehmen.
Zu jedem [ wiederum sind 2/ + 1 Werte fiir die magnetlsche Quantenzahl
moglich. Die Anzahl der entarteten Zustdnde ist somit

Entartung = Z(Ql +1)
1=0
o n—1
= n+2 Zl
1=0
= . Qn(n —1 = n?

(Der Elektronspin konnte bei der gesamten Rechnung ignoriert werden,
denn er kommt in A nicht vor. Fiir jedes der n? Orbitale gibt eaf})pmzu-
stinde mit derselben Energie.)

e Aus der Rotationsinvarianz folgt allgemein, dass der Hamiltonope-

rator die Form (7.7) A(r)+ ﬁ f—i hat. Die Energie kann deswegen von

radialen Quantenzahlen und von der Bahndrehimpulsquantenzahl [
abhéngen, bei Rotationsinvarianz ganz allgemein aber nicht von der

magnetischen Quantenzahl . Die Rotationsinvarianz erklart daher
die entsprechende (2/ + 1)-fache Energieentartung.

e Die hohere Entartung beim Wasserstoff bedeutet, dass es hier eine
weitere Erhaltungsgréfle, namlich den Runge-Lenz Vektor gibt. Er ist
klassisch definiert als

—

N = px L—e*Zm,é,
Quantenmechanisch
= 1 . = = 2 %
N §(p><L—+—L><ﬁ)—eZmeer

Dieser Vektor ist nur im —-Potent1a1 und auch nur bei der mchtrele-tﬂlf

vistischen Schrodlngerglelchung eine Erhaltungsgroﬁe Man spricht
daher auch von zufilliger Entartung
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

7.3.2 Energieschema des H-Atoms (Z=1)

r/a0
0 S 10 0
E2 | e |
V0
En/Ry
|
E1 { -1

Abbildung 7.2: Coulompotential (durchgezogene Kurve) und Energieniveaus
des H-Atoms in Ry.

Das H-Atom definiert charakteristische Werte fiir Energie und Lange

4
mee
IRy = T 13.6 eV
h? 0
ag = - = 0.5294
mee
Das einfache Energieschema E,, = —Ry/n? des Wasserstoffatoms ist in

Abb. 7.2 skizziert.

Die iibliche Konvention zur Benennung von Atomorbitalen ist@, z.B.

0: =1 M, mit der Hauptquantenzahl n und der Quantenzahl j des esa-r_n’t-

=32vonSpin - qrehimpulses. Der Bahndrehimpuls wird mit den Buchstaben s, p, d, f, . ..
fiir . =0,1,2,3,... geschrieben.

Bei Bahndrehimpuls | und 1 Elektron gibt es zwei Mdglichkeiten fiir Gesamtdrehimpulsquantenzahl j: j= [+1/2 und I-1/2
(Addition von Drehimpulsen: siehe Fortgeschr. QM)

7.3.3 Lichtemission

Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik strahlt beschleunigte
Ladung Energie ab. Das hiefle, dafs ein Elektron, das klassisch auf einer
Ellipsenbahn um den Kern kreisen wiirde , permanent Energie abstrahlen
wiirde. Es miifste dadurch spiralféormig in den Kern stiirzen. Das steht na-
tiirlich im Widerspruch zur Beobachtung stabiler Atome. Klassisch wiirde
man zudem ein kontinuierliches Emissionsspektrum erwarten.
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Bei Bahndrehimpuls l und 1 Elektron gibt es zwei Möglichkeiten für Gesamtdrehimpulsquantenzahl j:   j=  l+1/2   und l-1/2   
(Addition von Drehimpulsen: siehe Fortgeschr. QM)


Man findet experimentell aber isolierte Spektrallinien, die den Ergebnis-
sen der Quantenmechanik sehr gut entsprechen. Quantenmechanisch sind
im Atom nur die Energien £, erlaubt. Wenn ein Elektron einen Ubergang
E,, — E,, (initial — final) macht, wird die freiwerdende Energie E,,, — E, #
in Form eines Photons mit der Energie

1 1 n; —n;

emittiert. Experimentell wurden anfénglich drei Typen von Ubergéngen
beobachtet, die Lyman, Balmer und Paschen Serien

Zur Erinnerung

E = h-p= h-c Zusatzinformationen nach Seite 232
A
h-c
A = —
= E
h-¢c = 1.2-107°eV-m
Lyman Serie (n; = 1) : -
h-c, n?
A = = = bss
Ry "n? — 1) WA
= 90...120 nm

Balmer Serie (n; = 2) :

h-c,n?-4
= — —3.4....

— 360...660 nm (

Paschen Serie (n; = 3) :

h-c,n*-9
Xy ‘meg 45
= 800...1900 nm @
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Isotopeneffekt

Deuterium hat eine etwa doppelt so schweren Kern (M =~ 2M,) wie nor-
maler Wasserstoff (M = M,). Da das Massenverhiltnis

sehr klein ist, kann man die effektive Masse m,..q schreiben als

Me

M

e

Myped ~ me(]- -

).

Dies fiihrt zu einer nur geringen Modifikationen der Energien

Me - € m
En o e . e
2h-n2( M)
Ry Me
= 230
=
Ry m m
AE, = EP_FEH-_“Z(=-_—-
n n n2 (Mp 2Mp)
.
 n?2 2M,
~——
2,7-10—4
AN e

2,7.107* = |A) = O(1 A)
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Kapitel 7. Die Schrédingergleichung im Zentralfeld

7). ylibeg) <RG) Y (4¢)
5 2L Fee)e

Aufgrund von (7.20) hat der letzte nicht verschwindende Term in der Rei- (RIS)
he ((7.17)) den Index u* = n — | — 1. Die Reihe lautet daher '

7.3.4 Wasserstoff-Wellenfunktion

n—l—
Fir) =+ B : (7.22)
S
Die Funktion F(r) ist somit ein Polynom n-ten Grades.

Die gesamte Wasserstoff-Wellenfunktion ist

Voim(®) = 22 Y6, )

Fur den Radialteil der Wellenfunktion haben wir bisher gefunden

n—Il—1

1 Z
Rq1[(7') — an('f') s e—'y’r Fnl(r) . — e—‘y‘l‘ Tl cp, ,r.[,l,
d 3 /J.=0 D e aaand
A
vy = —
nag

¢_0 am Ende aus der Normierung
Die weitere Berechnung der Koeffizienten c, erfolgt iiber die Rekursions-
gleichung (7.19). Dabei kommt man zu der sogenannten entarteten Hy-
pergeometrischen Funktion

v

1R (=v,a,29r) =)

n=0

—v(—v+1)...(—v+p—1) (2yr)*
ala+1)...(a+p—1) !

einem Polynom vom Grad v. Sie hangt mit dem orthogonalen Laguerre-
Polznom2 L5~! vom Grad v zusammen

-1
@ = (V127 iRi-wa2m)

Man erhalt schliefslich den

2 Es gibt in der Literatur zwei unterschiedliche Definitionen der Laguerre-Polynome.
Zwischen der hier verwendeten Definition L und der anderen Definition L besteht die

Beziehung L = %ig+a
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

ORTSANTEIL DER WASSERSTOFF-WELLENFUNKTIONEN

R = X";(T) = (27)*? (———(Zn(n "y ) e L2 (27)
n-+1)! nia 1 —
ko ( 2n('(n,—l)—1)!> Gl &) e

X 1Fi(l+1—n,20 +2,2vr)

&-':po'c lc S5.4.
Normierung

Die Normierung der Wellenfunktion ist so gewéhlt, dass

[ (= pwo - Mo pie? o2

rr —

Der Faktor r2 stammt vom Volumenelement d®r = r2drdS2 und stellt sicher,
dass die Wellenfunktionen zusammen mit dem Winkelanteil orthonormal
sind.

Bohr-Somerfeld

Interessant ist der Vergleich mit dem Bohr-Sommerfeld-Modell fester quan-
tisierter Elektronbahnen, im Fall mit maximalem Drehimpuls [ =n — 1. In
diesem Fall ist 1F1(O 2n;r) = 1 und der Radialanteil der Wellenfunktion
vereinfacht sich zu

Xowa®) g (L) gy oo
r 2n(2n — 1)!

Die radiale Wahrscheinlichkeitsdichte ist

p(T‘) — |Xn,n—1(7')|2 X (2'77")2”6_277' = 6_2’)’7‘+(2n)1n(2'yr)
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Sie hat ein Maximum bei r = 2 = n?aq. Diese Werte stimmen mit dem Ra-

dius der Bohr-Sommerfeld-Theorie iiberein. Diese Ubereinstimmung soll-

te aber nicht tiberbewertet werden, da die Elektronen nicht auf klassischen
stationdren Bahnen umlaufen.

Erwartungswerte

Mit der Wellenfunktiobnnen z.B. folgende oft benétigte Erwar-
tungswerte berechnet werden

ry = =2 (32 — (1 + 1) (7.24a)
PLAS.S V7 \ e
a?n?
o R (5_2 + 1= St + 1)) (7.24b)
1 Z
e ~ (7.24c)
Wellenfunktionen

Fiir spatere Rechnungen bendtigen wir die

: GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES H-AHNLICHEN ATOMS

| Z3 \V?
Yi00(r, 0, ) = ( 3 ) g <7/ : (7.25)

- C——
ag

Das Maximum des Radialanteils der Aufenthaltswahrscheinlichkeit |2 (r)?|

liegt bemerkenswerterweise beim Radius ag, der auch aus dem Bohrschen
Atommodell folgt.

(s6.)

Siehe auch Abbildungen im Anhang, S. A102
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Weitere Radialwellenfunktionen R,; (normiert nach (7.23)) sind

7\ 2
Ryo(r) —2( ) ek (7.26)
ZT sV a
o =2(&)' (g
Ry (7) e wian Z . e—Zr/(2a0) s.a. Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten
A, \/g 2a0 ao auf S. A102

7.3.5 Korrekturen zum Wasserstoffspektrum

Die Schrédingergleichung enthalt nicht die gesamte Physik des Wasser-
stoffatoms. Korrekturen ergeben sich aus:

e Relativistischer Einteilchenphysik (Dirac-Gleichung). Sie ist fiir das
Wasserstoffatom exakt losbar. Der Spin des Elektrons ist inhédrent
in der Dirac-Gleichung. Rdumliche Rotationen werden vom Gesamt-

B

Drehimpulsoperator J = L + S _erzeugt, wodurch die sogenann-
te Spin-Bahn-Kopplung entsteht. (Bei der Schrodingergleichung kann
man sie von Hand hinzufiigen). Die Energien des Wasserstoffatoms
hiangen nicht nur von n, sondern auch Vogf éb. Letzteres ist die Fein-
struktur des Spektrums. #2 01 { Sl

e Relativistischer Vielteilchenphysik (Q_uantenelektrodynamik, QED),
mit Elektronen, Positronen, und Photonen. Sie ergibt (storungstheo-
retisch berechnet) die sogenannte Lamb-Shift, E_B eine Aufspaltung
der Niveaus *s; /> und ?py 5.

e Wechselwirkung des Elektrons-Spins mit dem Kernspin. Hieraus re-
sultiert die (ebenfalls storungstheoretisch berechnete) Hyperfeinstruk-
tur, mit weiteren Aufspaltungen geméafs der Quantenzahl des Ge-
samtdrehimpulses von Elektron und Kern. Die Aufspaltungen sind
um einen Faktor O(1000) kleiner als diejenigen der Feinstruktur.

Zusammen reproduzieren diese sehr genau berechenbaren quantenme-
chanischen Effekte das Spektrum von Wasserstoff-dhnlichen Atomen mit
extrem hoher Genauigkeit.
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Lichtemission: Wenn der Hamiltonian H_Wasserstoff (7.1) exakt ware, dann waren die Eigenzustande stabil.
In Wirklichkeit wechselwirken aber die Elektronen mit Photonen (QED). Fir den wirklichen Hamiltonian
H = H_Wasserstoff + H_Rest sind die Schrédingerzustande keine Eigenzustande; daher gibt es Ubergange.

H_Rest ist in der "Dipolndherung" (s.u.) ndherungsweise proportional zum sogenannten Dipoloperator D = ¢_elektron r
Mit Fermis goldener Regel ist die Ubergangsrate fiir Emission und auch fiir Absorption dann

proportional zu | <psi_final I D | psi_initial > 1*2 .
(Wie in den Ubungen gezeigt wird, tragen dabei nur Zusténde psi_final bei, die sich im Drehimpuls um 1 hquer von psi_initial
unterscheiden. Dies korrespondiert zum Spin = 1 hquer eines Photons.)

Stimulierte Emission: Der "Stéroperator" H_Rest ist auch proportional zur Starke eines schon vorliegenden elektrischen
Feldes bei omega. Daher ist die Ubergangsrate proportional zum Quadrat des Feldes, d.h. zum Energieinhalt des Feldes
(Anzahl der schon vorhandenen Photonen der Frequenz omega).

Linienbreite:

Aus der Ubergangsrate folgt die Halbwertszeit und daraus die sogenannte "spontane Linienbreite".
Beispiel Wasserstoff: n=2 nach n=1: Halbwertszeit ca. 104-9 s --> Breite ca 10*8 Hz --> relative Breite delta nu / nu = 10"-7
(Kann aber fur andere AtomUbergénge sehr verschieden sein, siehe z.B. S.237.)

Sehr viel grolRere Verbreiterung durch thermische Bewegungen (Dopplereffekt), ca. 104-5 bei Raumtemperatur fir Wasserstoff.

Dipol-Naherung der Wechselwirkung eines Atoms mit einem elektromagnetischen Feld: (nach Fitzpatrick, U. Austin)
(Kurzform, elektromagnetisches Feld klassisch behandelt, Polarisationsvektoren u.a. weggelassen:)

Skript Seite 60, aus QED: H = (p -eA)*2/2m + e phi + V(r) mit der Ladung e. In Coulomb-Eichung: grad phi =0 (setze phi=0)
H approx. (p*2-2e p A)/2m + V(r) = H_Wasserstoff - 2e p A

Elektrom. Welle: A=A_0 exp(ikr-omegat) ; el. Feld E =-dA/dt ,d.h. A_O ~ E (elektr. Feldstarke)
Naherung exp(i k r) = 1 (Wellenlange viel gréRer als Atomdurchmesser)

In Fermis goldener Regel brauchen wir | <finall e p A [linitial > 1"2 .
Wegen p ~[x,p*2] ~[x,H_0] gibtdies |<finall e A[x,H_0]linitial>I1*2 ~ omega fi |<finalle x linitial > 12

Hyperfeinstruktur:
Nichtrelativistisch ~ Relativistisch QED QED
n=2, 1=0,1
VN 2Py, - —
n=2 zu n=1: 1Ry- (1/4) Ry VT T T T T T T e — 1 23.6 MH:
->ca. 2.5 * 10°9MHz !
->ca. 30 nm ‘\
\ 10.950 MHz
\
\ 2s
\ o — T | 1TTMH
‘ = 1058 MHz
251, 2Py I 1 55 MHz
2P,
Hyper—
Fei K ) feinstruktur
einstruktur Lamb-Shift (Singlett <—> Triplett
n=1 Grundzustand: I=0, j=s=1/2. Hyperfeinstruktur mit 1420MHz

(5.8 Mikroelektronenvolt)
--> 21cm Linie des Wasserstoffs,
z.B. interstellar
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Lichtemission:  Wenn der Hamiltonian H_Wasserstoff (7.1) exakt wäre, dann wären die Eigenzustände stabil.
In Wirklichkeit wechselwirken aber die Elektronen mit Photonen (QED). Für den wirklichen Hamiltonian 
H = H_Wasserstoff + H_Rest sind die Schrödingerzustände keine Eigenzustände; daher gibt es Übergänge.

H_Rest ist in der "Dipolnäherung" (s.u.) näherungsweise proportional zum sogenannten Dipoloperator D = q_elektron  r  
Mit Fermis goldener Regel ist die Übergangsrate für Emission und auch für Absorption dann 
                                                        proportional zu    I <psi_final I D I psi_initial > I^2 .
(Wie in den Übungen gezeigt wird, tragen dabei nur Zustände psi_final bei, die sich im Drehimpuls um 1 hquer von psi_initial unterscheiden. Dies korrespondiert zum Spin = 1 hquer  eines Photons.)

Stimulierte Emission: Der "Störoperator" H_Rest ist auch proportional zur Stärke eines schon vorliegenden elektrischen Feldes bei omega. Daher ist die Übergangsrate proportional zum Quadrat des Feldes, d.h. zum Energieinhalt des Feldes (Anzahl der schon vorhandenen Photonen der Frequenz omega).

Linienbreite:
Aus der Übergangsrate folgt die Halbwertszeit und daraus die sogenannte  "spontane Linienbreite".
Beispiel Wasserstoff: n=2 nach n=1: Halbwertszeit ca. 10^-9 s -->  Breite ca 10^8 Hz -->  relative Breite delta nu / nu = 10^-7
(Kann aber für andere Atomübergänge  sehr verschieden sein, siehe z.B. S.237.)

Sehr viel größere Verbreiterung durch thermische Bewegungen (Dopplereffekt), ca. 10^-5 bei Raumtemperatur für Wasserstoff.
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n=1 Grundzustand: l=0, j=s=1/2.  ------------------------------------------------------------------- Hyperfeinstruktur mit 1420MHz
                                                                                                                                       (5.8 Mikroelektronenvolt) 
                                                                                                                                       --> 21cm Linie des Wasserstoffs,
                                                                                                                                             z.B. interstellar 
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Dipol-Näherung der Wechselwirkung eines Atoms mit einem elektromagnetischen Feld: (nach Fitzpatrick, U. Austin) 
(Kurzform, elektromagnetisches Feld klassisch behandelt, Polarisationsvektoren u.a. weggelassen:)

Skript Seite 60, aus QED:  H = (p -eA)^2/2m + e phi + V(r) mit der Ladung e.  In Coulomb-Eichung: grad phi = 0   (setze phi=0)
H approx.  (p^2 - 2e p A)/2m + V(r)  = H_Wasserstoff  -  2e p A 

Elektrom. Welle:  A = A_0  exp(i k r - omega t)  ;  el. Feld  E = - dA/dt  , d.h. A_0  ~  E (elektr. Feldstärke)
Näherung exp(i k r) = 1 (Wellenlänge viel größer als Atomdurchmesser)

In Fermis goldener Regel brauchen wir   I < final I  e p A  I initial > I^2 . 
Wegen p ~ [x, p^2]  ~ [ x , H_0 ]   gibt dies   I < final I   e A [ x , H_0 ] I initial > I^2    ~  omega_fi    I < final I e x  I initial > I^2   
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