
Kapitel 7

Die__Schr6dingerg|eich[±±±gj±
Zentralfeld

7.1    Radial-und Drehim ulsanteil

Die zeitunabhangige Schr6dingergleichung ftlr ein quantenmechanisches
Teilchen in einem

(i,--,,-)

@ntral_i_ej±).1autet

4,(rF)  -  E ¢(rr7) (7.1)

Hierbei ist r =  I |r| I die Norm des Ortsvektors und me die Masse des Teil-
chens.

In der klassischen Mechanik ist der Drehimpuls i eine Erhaltungsgr6Be.
Er ist durch die Anfangsbedingungen gegeben, und die Bewegungsglei-
chung des Teilchens reduziert sich in der klassischen Mechanik auf die

£Z;=}: + Ve//(r) in einem effektiven Po--J±Tli_a-#-0mitE-
tential

T€/,(r) -V(r) +
£2

2mer2          ' (7.2)

das sich aus dem ursprtlnglichen Potential und einem Zentrifugal-Beitrag
zusammensetzt. Wir werden versuchen, auch die Schr6dingergleichung
auf ein Radialproblem zu reduzieren. Dazu brauchen wir den Zusammen-
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7.1. Radial-und Drehimpulsanteil

hang zwischen den 0-
men von £2:

-̀112    -

eratore

(f-x¢-)a
Cgpry  e:3d ry'  r Ppry  r p' Pry'

(688'   6ry+  -6Bry'   6ryB')f p¢ry  i @'¢+

fG   bee   fjry  -i=G¢ry     ftg
f @¢ry -.\hS @ry                                          ilBfry+kho@ry

r erhalten ihn durch Um for-

+---
i 2i2 _ 4h 7i -?ppry¢pfry -in 7b--
72b2-2¢h75-fG¢G   .   P&

i\ryi,ry-3kh--I,2    =   7
+ i,h ?i; - (7i)

i;2 + (r=S)2 - bh (r=5)
f2

(7.3)

(7.4)

(7.5)

(Beifii0wtirdedieszurBezie~riungausderklassischenMechanik.)Der
Hamiltonoperator nimmt hiermit die folgende Gestalt an

(7i)2 - dh (7i)
2me i.2

4„".4, ./
(7.6)

Man erkennt bereits, dass i nur die Komponente von p+entlang r-enthalt.
DerUbergangindie.Ortsdarstellung,mitder
liefert

-2%f + ((r-.v,2+(r-.v,)
r2

Zuordnung
-7 + i und i + -iftfi ,

In Kugelkoordinaten ist r+ = r €+r und daher ben6tigen wir von V nur die
Komponente entlang e-r :

ar-.V--r5;r)
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Kapitel 7. Die Schr6dingergleichung im Zentralfeld

also

I   +   _#t±tr3Frr3;r, + ±r3Fr,  __  _%L_rt3Frr3Fr+ 3Fr,-4J--  -#(%r,
und somit fur den Hamiltonoperator

H fi2   1   a2

:rir + v(r)
-

1£2+JET

Man kann hier den

(7.7)

letzten Term als Zentrifugalbeitrag erkennen (s. (7.2))

7.2    Produktansatz ftir die schr6din

In der Schr6dingergleichung

(A(r, + ±£) ¢(r,0,p)  =  Eof J(r,O,p)

wirkt der erste Term nur auf r und der zweite nur auf 0 und qo. Man kann
daher beide gemeinsam diagonalisieren, d.h. ein Produkt

¢ (rr , 0 , p) -- R(r) . Y (0 , p)

ansetzen.

Nach Multiplikation mit r2 wird die Schr6dhgergleichung dann zu

a(r)%y(O,ap)=y(O,ap)r2(E-A(r))a(r).

Weitere Multiplikation mit (A(r) . y(O, 4o))-1 von links ergibt

-
1£2

=y(G, q,)y(O, ap) 2m` ±(r2(E-A(r))a(r))=:fo
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7.2. Produktansatz ftlr die Schr6dingergleichung

Da die linke Seite nur 0 und q0, die rechte Seite hingegen nur r enthalt,
muss K eine Konstante sein und wir erhalten wie erwartet zwei in Winkel-
undRadialanteilgetrennteDifferen_qa_1g|e±q[±±pgsn_

-

%y,in(o,ap,  -Dy-„                                         (7.9,
(A(r) + #) R(r)   --E R(r)                                                         (7.10)

G1. (7.9) ist die bereits gel6ste Eigenwertgleichung des Drehimpulsopera-
F'tors, deren Eigenwerte den Parameter ro = i

quantenzahl in Verbindung bringen. I
(7.10) er8ibt

-#TngL-r#(rR(r))+((„

(! + 1) nit der Drehimpuls-

fa2  '(' + 1)
277kr2 )

Radialgleichung Gl.

R(r)  --  E R(r)

Multiplikation von links mit r und Verwendung der Abktirzung x(r) :± r A(y.)
liefert schlieBlich die

-
SCHRODINGERGLEICHUNG FtJR DEN
RADIALTEIL DER WELLENFUNKTION-

_##x(„  +  (v(r)+fa22`#=2L))  )«„  =  Ex(„       .    (7.11)

?                                            ve„(r  '\
1\` a.J*                                 \ n~J.

Die L6sung dieser Differentialgleichung hangt vom jeweiligen Potential
ab. Die gesamte Wellenfunktion dy ist dann

a)¥dy!m(r,O,qo)=±x(r).y!m(O,ap)           ,                                                             (7.12)

r

wobei nur die Quantenzahlen des Drehimpulses explizit angegeben wur-
den. Quantenzahlen, die sich aus dem Radialanteil ergeben, werden spa-
ter eingefthrt. Allgemein k6nnen wir bereits erkennen, dass die Energien,
wegen der Rotationsinvarianz in in, (2Z + 1)-fach entartet sind .
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Kapitel 7. Die Schr6dingergleichung im Zentralfeld

7.3    Wasserstoff und H-ahnliche probleme

Das Wasserstoffatom H und seine Isotopen 2H  =  D und 3H  =  T, so-
wie die Ionen He+,Liz+,Be3+ sind die einfachsten atomaren Systeme. Ihre
Kernladung ist ein ganzzahliges Vielfaches der Elementarladung und die
Elektronenhulle besteht ausschlie lich aus einem Elektron.

Ohne auBere Krafte wirkt nur die Coulombwechselwirkung zwischen Kern
und Elektron. Dies ist zunachst ein Zweik6r roblem, und kein einzel-
nes Teilchen in einem Zentralpotential. Wie in der klassischen Mechanik
kann man aber Schwerounktskoordinaten ji = mir-1 + m2r-2 , j5 = p-1 + p-2

mred(# -#)  eiT±±rtyen, wobei

§:u±d+mii
und Relativkoordinaten r-= r-1 - r+2, p-=_        _  _                                  _     _    -

1, 2 die Teilchen (Kern und Elektron) nummerieren, und
die reduzierte Masse gibt. Dies ist eire kanonische Ttans
kann leicht zeigen, dass diekorrekten Vertauschun srelationen zwischen
den zugeh6rigen Orts- und Impulsoperatoren erhalten bleiben. Der Vor-
teil ist, dass der Hamiltonoperator

H
ZI

P2              ,      aan        .`'1^±+i+v®   -I
2(mi+m2)   '   2mred

jetzt separiert und man getrennt die Bewegung des Schwerpunktes (frei-
es Teilchen) und die der Relativbewe
nun ein ez.7tzez77es Teilchen mit Masse

16sen kann. Letztere beschreibt
mred im Potential V(r). Da die Ker-

ne in Wasserstoff-ahnlichen Atomen viel schwerer sind als das einzelne
gebundene Elektron, ist mred im wesentlichen die Elektronmasse und wir

#:-:±f-:n:=tr::i8endenderFinf.ac±±=±±.±Lalberdie,_Elektro±t±sL:i:±±±=:
iffverwendendieAbktirzungen

n[   =    Masse des Elektrons
+Ze    =    LadungdesKerns

-e    =    LadungdesElektrons

Die potentielle Energie (Coulombenergie) des Systems ist in GauBschen
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Eirtheiten] gegeben durch

V(r)
ze2
r

Die stationare Schr6dingergleichung wird dann zu

Hay(5)   =   (-#TTleA+V(ca)) dy(a)  --E dy(a)

Aus Gl. (7.12) wissen wir bereits, dass

dy(5)    --dy(r,0,ap)=X¥1P..yLm(o,p)         ,r

wobei x(r) der Radialanteil der Schr6dingergleichung ist, dessen Quan-
tenzahlen noch nicht spezifiziert sind.
Aus der radialen Schr6dingergleichun

fi2    d;2   .,,_\   ,   ,     Ze2    `    h;2  I(I+1)-ri#x(r)+(-=±

i    x''(r)+(

277h      r2

Ze2277tl       J(J+1)

F2     `r             r2
•2Z

)x(r)   -Ex(r)

+2#,x(r,  -  o
+Ei         _I    _

In dieser Gleichung tritt eine
auf, der sogenarmte

fi2CLO - -
77¥2

(7.13)

ffiter±stischeLangeatomarerSysteme
Bohrsche Radius

a
0.529A

coTivereinfachtsich

i,(r,  -  -2#x(r,
Wir untersuchen hier

G1. (7.13) zu

E<O
ebundene Zustande, das

(7.14)

sind solche mit negativer
Energie. Wenn die Energie negativ ist, wird E -V(r) ftlr r i oo negativ

[Ftlr  mikroskopische  Phanomene  sind  GauBsche  Einheiten  bequemer  als  die  SI-
Einheiten, da viele Vorfaktoren einfacher werden.
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Kapitel 7. Die Schr6dingergleichung im Zentralfeld

A;bb[+a:ur\87.1.._Effety|PesCoulomb-PotentialVeff(r)LIZ.11)inatomarenEinhei-
tenfur 1 = 0 und I = 1.

und die Schr6dingergleichung fithrt zu einem exponentiellen Abfall der
Wellenfunktion. (Neben den gebundenep_ Zustanden gibt es noch Streu-
zustanx::rTt-po5;::,rgr:,L#colautetG1(713,nun

Die L6sung dieser Differentialgleichung ist bekanntlich

X(r)    =    cie-ryr+betlr

Der zweite Sulnmand ist hicht normierbar. Er beschreibt also keinen ge-
bundenen Zustand und wir setzen deshalb aus physikalischen Grtinden
b-0.

machen wir de

=F

Ansatz

und setzen ihn in Gl. (7.13) ein. Zusammen mit

#xm   =   e-ryr  (F"(r) -2ryF'(r) +ry2F(r))
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

erhalten wir

e_ryrtF,,tr,_2ryF,tr,+of;+t¥:_'(' + 1)
r2 7?F(r,)  -  o

F" (r) -2ry F' (n + c%r -I(I + 1))±Ftr)   --   o   (7.16  /

dieser Differentialgleichung lasst sich als eine verallgemeiner-

F(r)   =   r°Z=c„r"
lJ,-0

I: curpr+a   ,

wobei die fuhrende Potenz cr herausgezogen wurde,
Einsetzen tin (7.16) ergibt

lJ,--0

(7.17)

dass co  ±  0 gilt.

£C„(#+a)(#+a-1)rH+q=2-2ryfc„(#+a)rH+a-1
IJ,-0                                                                              u-O

+¥£c„r4+a-1-Z(I+1)£c„rH+a-2=o
FL--O

Wir fassen Terme gleicher Potenz in r zusammen

co(a(a -1) -Z(Z + 1)@

+E{±1(#+1+a)I+a)-2ry±(#+a)

2Z
+=cp -'(' + 1)c"+1ao-

Die Potenzen 7-' mtissen individuell verschwinden, da die

(7.18)

Gleichung ftlr
beliebige Werte von r gelten muss und die {r`} ein vollstindiges, linear
unabhangiges Basissystem bilden. Zunachst folgt aus der Bedingung co i
0 ftlr cr die Bedingung

g_-1)    -1(I
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Kapitel 7. Die Schr6dingergleichung im Zentralfeld

Hierftir gibt es zwei L6sungen_cr = Z + 1 und a = -/. Man kann nit eini-
ger Rechaung zeigen,dass die Wellenfunktion ftir die zweite L6sun
r = 0 zu stark divergiert,so dass sie nicht normierbar ist
die kinetische Energie divergiert). Wir k6nnen

bei '  = 0
rwenden.

Einsetzen in Gl. (7.18) liefert die Bestimmungsgleichungen der Koeffizien-
ten c„. Ftlr alle # 2 0 gilt

2ry(# + ' + 1) -2£

(„ + ' + 2)(„ + ' + 1) -'(' + 1)

Das Verhalten ftlr # >> 1 ist

E_EE
c"    "i+1  „+1

Das ist dasselbe Verhalten,
e2ryr haben

E=J-i

he. 1",J

(7.19)     Pqukftyslbe.

das die Koeffizienten der Exponentialfunktion

Da die hohen Potenzen #  >>  1 das Verhalten der Funktion ftir groBe r
bestimmen, verhalt sich x ftir groBe r wie

x(r)  =  F(r)  e-ryrf r`+1  e2ryr . e-ryr    =    rl+1  Cry.r_,-/
Da,^

"ifenn die Potenzreihe nicht ¢bbr!.c/tf. divergiert x(r) fur r  +  oo und be-

:sunk±e
schreibt wieder keinen normierbaren, geb
also erreichen dass die Reihe abbricht.

n Zustand. Wir mtissen
in der Tat erreicht wer-

den, dass ein Koeffizient crf+1 in Gl. (7.19) , und somit alle nachfolgenden,
verschwind9p_: Das ist genau dann der Fall, wenn

2(„*+'+1)       clo.(„*+'+1)

Ftlr die Energie bedeutet das

E   -   -#Txpry2  - fa2#
277t(#* + ' + 1)2

223
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

DieJ±prfue_ ist also quantisiert. Es ist tiblich, eine modifizierte Quanten-
zahl

if+,+1         ~1<^ (7.20)

anstelle von #* einzufuhren. Aus 4*  2  0 und Z  2  0 folgt 71  2  1 und die
erlaubten Energien der gebundenen Zustande sind

En  --#fz     n-+,2,3,...
z2En   -   -Bdr=n,2

Die natiirliche Einheit der Energie ist das

RYDBERG

LRay~= rrpe#Tpe    =  ¢3,E._ W                             (7.2D

Wegen # + Z + 1  =  7t sind bei gegebener H¢#pfqw¢7tfe7zz¢7iz  7t nur Dreh-
impulsquantenzahlen Z < rL erlaubt.

Symbol Name erlaubte Werte

n,-'-in HauptquantenzahlDrehimpulsquantenzahl 77 -1, 2' 3, . . .'-0,1,2,... , 77 -1in={-Z,-1+1,.. . , +Z -17 Zm}

magnetische Quantenzahl-
2Z + 1 m6gliche Werte

TaLhoelle 7 .1.. Quantenzahlen des H-Atoms mit Wertebereichen.
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7.3.1    Entartun

Die Energie E„ hingtJ]i£| nur von der Hauptquantenzahl 7t ab. Zu festem
7t kann die Drehimpulsquantenzahl die Werte J = 0,1 ,..., 7i -1 annehmen.
Zu iedem Z wiederum sind 2j + 1 Werte ftir die magnetische Quantenzahl--I  i -T=    I

I:±£g!£s!;h. Die Anzahl der entarteten Zustande ist somit

Entartung
77-1

Z= (2Z +  1)
'=0

______
n-1

71 + 2 i: ,
'=0

7t+2
7t(7t -  1) - rr{2I-

(Der Elektronspin konnte bei der gesamten Rechnung
denn er kommt in fr nicht vor. Ftir der 7t2 0rbitale
Ls±andemitderselbenEne_I_8teL:)

•  Aus der Rotationsinvarianz folgt allgemein, dass der Hamiltonope-
ratordieForm(7.7)£4(r)+±#hat.DieEnergiekann deswegen±
radialen Quantenzahlen und vc)n der Bahndrehimpulsc|uantenz±±±J
abhangen, bei Rotationsinvarianz ganz allgemeinaber nicht von der

netischen Quantenzahl in. Die Rotationsinvarianz erklart daher
die entsprechende (2Z + 1)-fache Energieentartung.

•  Die h6here Entartun beim Wasserstoff bedeutet, dass es hier eine
weitere Erhaltun r6Ce, namlich den e-Lenz Vektor gibt. Er ist
klassisch definiert als

N    =   Fx+L-€2Zmee-r

Quantenmechanisch

Lri   =   i-2(F x i + i x pD -e2 Zmee-r

Dieser Vektor ist nur im :-Potential und auch nur bei der nichtrelatii-
]zisfischen Schr6dinge±g±ei£±±±=g;eine Erhaltungsgr6Be. Man spriEhi
daher anch voa zuf tilliger Entartung.
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7E3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

7.3.2    Ener ieschema des H-Atoms (Z=1)

05101'

''

i!

I                                   V(r)

i

I

iII

1I,\

En/Ply

A;bto[lchr\8 7.2...  Coulompotential  (durchgezogene  Kurve)  und  Energieniveaus
des H~Atoms in Ry.

Das H-Atom definiert charakteristische Werte ftir Energie und Lange

1Ry

CLo

mee4
Em

fa2

mee2

=   13.6ev

0
= 0.529A

Das einfache Energieschema  E„  =  -Rg/722  des Wasserstoffatoms ist in
Abb. 7.2 skizziert.

Die tibliche Konvention zur Benennung von Atomorbitalen is
fa, mit der Hauptquantenzahl 7t und der Quantenzahl
drehimpulses. Der Bahndrehimpuls wird mit den
ftir ' -0,1, 2, 3, geschrieben.

7.3.3    Lichtemission

jdes@s,
z.B.__

amt-
Buchstaben s, p, d, /,

Nach den Gesetzen der klassischen Elektrodynamik strahlt beschleunigte
Ladung Energie ab. Das hieBe,daB ein Elektron, das klassisch auf einer
Ellipsenbahn urn den Kern kreisen wtirde , permanent Energie abstrahlen
wtirde. Es mtiBte dadurch s iralf6rmi in den Kern sttirzen. Das steht na-
ttirlich im Widerspruch zur Beobachtung stabiler Atome. Klassisch wtlrde
man zudem ein kontinuierliches Emissionsspektrum erwarten.
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Man findet experimentell aber isolierte S ektrallinien,die den Ergebnis-
sen der Quantenmechanik sehr gut entsprechen. Quantenmechanisch sind
im Atom nur die Energien E„ erlaubt. Wenn ein Elektron einen Ubergang
En,, i En, (initial i final)

orm eines Otons

Enb - Enf  =  h

macht, wird die freiwerdende Energie E7t& - E„/
der Energie

-Ry(: -;, - (n2 - n2f
7t272? )Ry

emittiert. Experimentell wurden anfanglich drei Typen von Ubergangen
beobaLchiet, die Lyman, Balmer und Paschen Serien

Zur Erinnerung

E   -h.u-

=^
fa.c    =    1.2.10-6ev.in

Lyman Serie (7t -1):

h.c,     rL2

Ry  `772 -1 )           7t-2,3 ,...

90 . . .120 nm

£2LBalmer Serie

h . c , n2 . 4
Ry  ` 7t2 - 4 )           7?-3,4 ,...

360...660nm    (

Paschen Serie (n -3):

h, .  c ,  rv2  . 9

Ry  `7?2 -9 )           7t-4,5 ,...

800 . . .1900 nm
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7.3, Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Isotopeneffekt

Deuterium hat eine etwa doppelt so schweren Kern (J\4 Fs 2J\4lp) wie nor-
maler Wasserstoff (J\4 = J\41p). Da das Massenverhaltnis

E=
„m  _   1836

sehr klein ist, kann man die effektive Masse mred schreiben als

mred~~me(i_m#).

Dies fuhrt zu einer nur geringen Modifikationen der Energien

th7ZZ

=
AEn   =    EP_E#=T#(m#p_#p)

77te
•J-`=.i...--

2,7.10-4

7t=12,7.10-4= All -o(1 a)

228



Kapitel 7. Die Schr6dingergleichung im Zentralfeld

7.3.4   Wasserstoff-weiienfunktion     `7.£J'.     or'''r' a?~ Z«tt/
P.--1rF(„r+Aufgrund von (7.20) hat der le:zte.hi£+t ¥er.sch.WTqeTqe Term in der Rei-   '   I a /y:/

he ((7.17)) den Index #* = 7b -j -1. Die Reihe lautet daher

Die Funklion F ist somit ein Pot

lJ,--0

nom n-ten Grades.

Die gesamte Wasserstoff-Wellenfunktion ist

qnim(r7)  =  Xg YLm(0, ap)

Ftlr den Radialteil der Wellenfunktion haben wir bisher gefunden

Rnl(rr) xn!(r)
n-I-1

e-ryrFnz(r)  :     =  e-ryrr`    Z=  c„r"
„-0-

(7.22)

Die weitere Berechnung der Koeffizienten c„ erfolgt tiber die Rekursions-
1eichun Dabei kom.in.t man zu der so

eometrischen Funktion

iFi(-y,a,2ryr):=£
FL--0

enannten entarteten H

-zz(-zz + 1) . . . (-I/ + 4 - 1)   (2ryr)4`

c¥(c¥+1)...(c¥+#-1)             #!

einem Polynom vom Grad I/. Sie hangt mit dem orthogonalen Laguerre-
Polvnom2 L9-1 vom Grad y zusammen

L?-1(co) -
(y+;-1)LFL(-z7,c¥,2ryn

Man erhalt schlieBlich den
2 Es gibt in der Literatur zwei unterschiedliche Definitionen der Laguerre-Polynome.

Zwischen der hier verwendeten Definition I,: und der anderen Definition i besteht die
Beziehung ZJ% = ffi£%+a
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7.3. Wasserstoff und Hlahnliche Probleme

0` ..,, ;.1€    ,.u.

Die Normierung der Wellenfunktion ist so gewahlt, dass

Tike±   -=           X#-.kiw        t].2:3h
Der Faktor r2 stammt vom Volumenelement d3r = r2drdQ und stellt sicher,
dass die Wellenfunktionen zusammen mit dem Winkelanteil orthonormal
sind.

Bohr-Somerfeld

Interessantistder\fergleichmitdemBob±§ppimerfe]\ppimerfek±n±-
tisierter Elektronbahnen, im Fall.Fmaximalem Drehimpuls Z = n -1. In    4
diesem Fall ist  iFi(0, 27i; r)  = 1 und der Radialanteil der Wellenfunktion
vereinfacht sich zu

x,,,,.-1(r)
(2;ryif/2 2n(27? -1)!

Die radiale l^fahrscheinlichkeitsdichte ist

(2ryr)"-1  e-7r

P(r)  =  |Xm,n_1(r)|2   cx   (2ryr)271€-2ryr   =   e-2ryr+(2n)1n(2ryr)
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Sie hat ein Maximum bei r = : = 7?2cLo. Diese Werte
i[

stimmen mit dem Ra-
dius der Bohr-Sommerfeld-Theorie tiberein. Diese Ubereinstimmung soll-
te aber nicht tiberbewertet werden, da die Elektronen nicht auf klassischen
stationaren Bahnen umlaufen.

Erwartun swerte

Mit der Wellenfunktio
tungswerte berechnet

I.`1`.    =

_

•  I..i.,   -

(:,-

%(3J12-",+1,)
"l='"`J

2Z2
Z

12c,o

Wellenfunktionen

6nnen z.B. folgende oft ben6tigte Erwar-

(7.24a)

+ 1 -3'(' + 1)

Ftir spatere Rechnungen ben6tigen wir die

(7.24b)

(7.24c)

Das Maximum des Radialanteils der Aufenthaltswahrscheinlichkeit I r2dy (7. ) 2 I
1iegt bemerkenswerterweise beim Radius oo, der auch aus dem Bohrschen         f£4./
Atommodell folgt.
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7.3. Wasserstoff und H-ahnliche Probleme

Weitere Radialwellenfunktionen R7tz (normiert nach (7.23)) sind-

e:Zr/(2ao)

(7.26)

j321(r) ±(#)3
Z4|e-Zr/(2ao)

CLO

7.3.5    Korrekturen zum wasserstoffs ektrum

Die Schr6dingergleichung enthalt nicht die gesamte Physik des Wasser-
stoffatoms. Korrekturen ergeben sich aus:

•  Relativistischer Einteilchen Dirac-Gleichun ). Sie ist fur das
Wasserstoffatom  exakt 16sbar.  Der Spin  des Elektrons  ist inharent
in der Dirac-Gleichung. Raumliche
Drehim erE[tor  J-  =  -I + 5

in-Bahn-Ko

Rotationen werden vom Gesfl77i£-

erzeugt, wodurch die sogenann-
entsteht. (Bei der Schr6dingergleichung kann

ra=g:Lne=°:t==:o=::n8deen±amu:hEi:::Z=_nb.af:tz|:rses::::°d=:iT#:
struktur des Spckfru:rr\s.                                    ¢ a  4± I

•  Relativistischer Vielteilchenphvsik (Quantenelektrodvnamik, QED),
mit Elektr.onen, Positronen, und Photonen. Sie ergibt (st6rungstheo-
retisch berechnet) die sogenannte Lg77tb-S/"/I_, iB. eine Aufspaltung
der Niveaus ri2 undj2E4.

•  Wechselwirkung des Elektrons-Spins mit dem Kernspin. Hieraus re-
sultiert die (ebenfalls st6rungstheoretisch berechnete)
jELr, mit weiteren Aufspaltungen gemaB der Quantenzahl des Ge-
samtdrehimpulses von Elektron und Kern. Die Aufspaltungen sind
urn einen Faktor 0(1000) kleiner als diejenigen der Feinstruktur.

Zusammen reproduzieren diese sehr genau berechenbaren quantenme-
chanischen Effekte das Spektrum von Wasserstoff-ahnlichen Atomen mit
extrem hoher Genauigkeit.
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n=2  zu  n=1:  1Ry - (1/4) Ry  
--> ca. 2.5 * 10^9MHz
--> ca. 30 nm
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Lichtemission:  Wenn der Hamiltonian H_Wasserstoff (7.1) exakt wäre, dann wären die Eigenzustände stabil.
In Wirklichkeit wechselwirken aber die Elektronen mit Photonen (QED). Für den wirklichen Hamiltonian 
H = H_Wasserstoff + H_Rest sind die Schrödingerzustände keine Eigenzustände; daher gibt es Übergänge.

H_Rest ist in der "Dipolnäherung" (s.u.) näherungsweise proportional zum sogenannten Dipoloperator D = q_elektron  r  
Mit Fermis goldener Regel ist die Übergangsrate für Emission und auch für Absorption dann 
                                                        proportional zu    I <psi_final I D I psi_initial > I^2 .
(Wie in den Übungen gezeigt wird, tragen dabei nur Zustände psi_final bei, die sich im Drehimpuls um 1 hquer von psi_initial unterscheiden. Dies korrespondiert zum Spin = 1 hquer  eines Photons.)

Stimulierte Emission: Der "Störoperator" H_Rest ist auch proportional zur Stärke eines schon vorliegenden elektrischen Feldes bei omega. Daher ist die Übergangsrate proportional zum Quadrat des Feldes, d.h. zum Energieinhalt des Feldes (Anzahl der schon vorhandenen Photonen der Frequenz omega).

Linienbreite:
Aus der Übergangsrate folgt die Halbwertszeit und daraus die sogenannte  "spontane Linienbreite".
Beispiel Wasserstoff: n=2 nach n=1: Halbwertszeit ca. 10^-9 s -->  Breite ca 10^8 Hz -->  relative Breite delta nu / nu = 10^-7
(Kann aber für andere Atomübergänge  sehr verschieden sein, siehe z.B. S.237.)

Sehr viel größere Verbreiterung durch thermische Bewegungen (Dopplereffekt), ca. 10^-5 bei Raumtemperatur für Wasserstoff.
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n=1 Grundzustand: l=0, j=s=1/2.  ------------------------------------------------------------------- Hyperfeinstruktur mit 1420MHz
                                                                                                                                       (5.8 Mikroelektronenvolt) 
                                                                                                                                       --> 21cm Linie des Wasserstoffs,
                                                                                                                                             z.B. interstellar 
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Dipol-Näherung der Wechselwirkung eines Atoms mit einem elektromagnetischen Feld: (nach Fitzpatrick, U. Austin) 
(Kurzform, elektromagnetisches Feld klassisch behandelt, Polarisationsvektoren u.a. weggelassen:)

Skript Seite 60, aus QED:  H = (p -eA)^2/2m + e phi + V(r) mit der Ladung e.  In Coulomb-Eichung: grad phi = 0   (setze phi=0)
H approx.  (p^2 - 2e p A)/2m + V(r)  = H_Wasserstoff  -  2e p A 

Elektrom. Welle:  A = A_0  exp(i k r - omega t)  ;  el. Feld  E = - dA/dt  , d.h. A_0  ~  E (elektr. Feldstärke)
Näherung exp(i k r) = 1 (Wellenlänge viel größer als Atomdurchmesser)

In Fermis goldener Regel brauchen wir   I < final I  e p A  I initial > I^2 . 
Wegen p ~ [x, p^2]  ~ [ x , H_0 ]   gibt dies   I < final I   e A [ x , H_0 ] I initial > I^2    ~  omega_fi    I < final I e x  I initial > I^2   
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