
Kapitel 6

Besonders wichtig, rticht nur in der Quantenmechanik, sind zeitliche und
raumliche Verschiebungen sowie Drehungen.  Man bezeichnet sie auch
als ,,Symmetrietransformationen", weil das physikalische System darun-
ter oft unverandert bleibt. Zu den Symmetrieoperationen geh6rt auch die
raumliche §p±sge±±±ng[(Kap.  4.6.2).

6.1    Zeittranslationen

In±S±±±LilhabenwirdenzeitentwicklungsoperatgrLr___±±±±±g2kennenge-
1emt, der einen Zustandsvektor ¢(t)) in der Zeit verschiebt:

lay(t))     ±      a(t,to)  lay(to))     =      €-i/ttoj}TdT  lay(to))                          (6.1)

Werm der Ha.miltonoperator nicht explizit von der Zeit abhangt, verein-
facht sich diese Beziehung zu

ldy(t))     -e-ij}.(t-to)  ldy(to)).                                            (6.2)

Man nennt den Hamiltono erator
±iQ]]. Der Zeittranslationsoperator

deswegen den I rzc#ger der Zeittransla-
Dmussunitarsein,damitdieNormv=

I dy) erhalten bleibt, d.h. damit sich die Gesamtwahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen irgendwo zu finden, nick.i andert. Daraus folgt, dass j} hermitesch
sein muss.
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6.2. Zu Lie-Gruppen

Per Konstruktion ist die Operation der Zeittranslation linear im Zustands-
vektor lay); und sie hat die Stniktur einer Gru

ti(t2,tl)  ti(tl,to)   -   &(t2,to) .

Wenn der Hamilto erator nicht ex lizit von der Zeit abhan

(6.3)

t, darn ist
kein Zeitpunkt gegentiber einem anderen ausgezeichnet. Das physikali-
sche System verhalt sich dann zu jedem Zeitpunkt gleichartig; es ist zcz.I-_
£rfl#s7¢£z.o77sz.7tz7flr€¢7t£. Wir haben in Kap. 3.4 gesehen, dass darn die EL±Zg±g£Le
zeitlich erhalten ist..

(dy(t)|j}|dy(t»     =     (dy(to)|e*fr(t-to)  j} e-±j}(t-to)  |dy(to»
-     (dy(to)lfrldy(to))

Dies ist ein Spezialfall des Noe#zcrscJzc7t  ThcoLz:gzz±±i Zu jeder kontinuierli-
chen Invarianz eines Systems geh6rt eine Erhaltungsgr6Be {±±±i).

6.2    Zu Lie-Gruppen

Wir werden im Folgenden raumliche Translationen und Drehungen be-
handeln. Wir werden sehen, dass die zugeh6rigen Operatoren genauso
vie bei Zeittranslationen von der Gestalt

a(c)    =    e-±CA                                                      (6.4)

sind, mit einem hermiteschen Erzeuger A und einem (oder mehreren)
kontinulerlichen reellen Parameter(n) c.1 D-a A hermitesch ist, sind diese
Operatoren unitar. Operatoren dieser Gestalt sind kontinuierlich mit den
Einheitsoperator verbunden (im Gegensatz zur raumlichen Spiegelung)
und sie haben Gruppeneigenschaften. Die zugeh6rigen Gruppen nennt
manLie-Grupi)e=n±unddieErzeugersindElementederzufeh6rigen=±j±±
_Algebri,mitjeweilscTiL±g±a_kleristissh_enJLertard_un=g±±Lrela±Q_nen.DieEi-
genschaften solcher Gruppen kann man schon an Hand von
len0 erationen ( I c I  <<  1 )

a(c)   =   fl  -±cA   +   zk(cA)2   +   ...

infinitesima-

LDie Namen G, A, c sind hier frei gewahlt; es gibt dazu keine allgemeine Konvention.
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

untersuchen, wobei es reicht, lediglich bis zur 2. Ordnung in c zu ent-
wickeln.

Auch die Rotation von S ins wird
ben,namliche-*apfi5

tiber einen solchen Cperator beschrie-

f mit der Lie-Gruppe _„SLr(2)'',  das ist die Grup-
pe der urLimodularen (Determinante=1) unitaren Operatoren in 2 Dimen-
sionen. Raumliche Drehungen von normalen Vektoren geh6ren zu Sym-
metriegruppe Weitere analoge Symmetriegruppen spielen in
der Relativitatstheorie und in der Elementarteilchenphysik eine groBe Rol-
le, z.B. die Symmetriegruppe SC/(3) in der Quantenchromodynamik.

6.3    Noethersches Theorem

Folgenden an, dass weder der Hamiltonoperator fr noch
c)--e-_Ih cA

Wir nehmen im
A einer Transformation  Gder Erzeuger explizit von der Zeit

abhingen.
Unter der Transformation ¢ werden Zustande |dy) gemaB

Idy)   +  Gl-¢)

transformiert. Die physikalischen MJ4±±i2se|emep±e= wie £±[:j£:±£]±{;) blei-

_:fi:8=e:::::='nwtr===;;=:¥i+=i#Ai:e2)?:L%:=#¥e:¥edH:elf=j§:::=;;E
rator j5 transformiert sich bei diesem Zugang gemaB

8 -8'  =  elbe
(fl  +  :cA  +  ...)

IB  +  ±h c

B  (fl  -:cA  +  ...)

[A,6]   +  O(c2)  ,

(6.5)

(6.6)

wobei in ,`\,O (c2) " h6here Kommutatoren enthalten sind (Baker-Hausdorff-
Formeln). Das betrachtete Dhvsikalische System ist durch seinen Hamil-

::;o£::a±o#::Lakotpe:i:afteo¥.b=:i:#=g:gg:g;gg;:#¥_eE
(6.5)und(6.6)istdies(mitderifaiFfF=|+|=aulvalentzu-.-

j}]  -  0 ,
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6.4. Raumliche Translationen

d.h. der Hamiltonoperator vertauscht dann mit den Erzeuger i4 der Trans-
formation. Mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung Gl. (3.50) folgt

•\-hflh,^Alal=0           7=>     <A>   <®i/.

und man erhalt das

Die wichtigsten Spezialfalle sind:

Zeittranslations-Invarianz    i
Translations-Invariapz__ _____ _ _ _   >

EQ|a_tions-Inyarianz              ±    DrehimpulseI±±!±±±g

6.4    Raumliche Translationen

6.4.1    Translationso erator

Wir definieren den raumlichen Translationsoperator tiber seine Wirkung
arif einen Zustand |ff) :

TRANSLATIONSOPERATOR

^
Fa   |5)    :±    |5+a).                                            (6.8)
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b                          b+a               x

b+a                                             x '

A;bbI]d:ur\g 6.1.. Aktive Transf ormatio±_ eines  Zus±±4!|±±±±±±±±±±±±±|± Kogrdl!±±:
t_entransformat_io_r|._-,

Er transformiert den Zustand eines Teilchens mit Position 5 in einen Zu-
stand mit Position 5 + a, entspricht somit einer¢kf 1.t7e7t Transformation am
Teilchen. Die Wellenfunktion andert sich dabei wie
halber eindimensional) :

CXJ

/

Wenn die Wellenfunktion dy (5)

folgt (der Einfachheit

dgr ee ee
-oo             6(u+a-a3)      ly(u)

(6.9)

ein Maximum an der Stelle 5 = a hat, darn
ein Maximum bei 5 = b + 5,hat die transformierte Wellenfunktion dy' (5

entsprechend der aktiven Transformation urn die Strecke a  (siehe Abb.).
(Im Gegensatz dazu wird bei einer passz.z7c7i Transformation das Koord€.7i¢-
£c#sysfc„z verschoben, statt des Teilchens, d.h.   ffJ  =  5 + a, und fiir die
Wellenfunktion dy' nach der Transformation gilt ¢'(5' ) = dy(5).)

Den Operator der raumlichen Translation kann man tiber die inverse Fou-
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6.4. Raumliche Translationen

riertransformation umschreiben (Notation eindimensional) :

£a¢(a:)  -  ¢(a3 -a)

i/
-Cro

dk(a3-a)  S(k) dk

e~.ika arce i(k) dhI

e-a i eifo£
a  A:6~

__   e-aLhh± i=j  elkca S(k) dk
-CX3

=   e-±hpp=a dy(a=) ,            -£r4,*&     (6.10)

soindft(w.vf :df :I dr±Ivdi~f:isNf IneAII)                                    4   t " `. / I./

fa    =    :=;;paza£+pyag+pzaz)  -q>                                                                 (6.11)

__    e-±hpaaa  e-±hpyay  e-±hpzaz   S

Die Exponentialfunktion faktorisiert hier, weil P., Per, Pz alle miteinander
vertauschen. Wir sehen: der Erzeu er der raumlichen Translationen ist
der Impulsoperator ! Er ist unitar, weil j5 hermitesch ist. Es gilt daher

i+-a=Ta-1       i      (5 fa   =    (5-d|.                       (6.12)

Die letzte Beziehung folgt auch direkt aus gr(ff -cL)  = fady(ff)  =  (ff|fa|dy).
Translationen bilden eine Grupper--1

TaTib   =   T-arib

und sie kornmutieren miteinander.

(6.13)

Die Fig_envektoren des _Irap_q±9perators _ |p|_ sind im Ortsraum die Fou-
±prkoeffizienten (5lp) =...±±=ueqff=aBE=Life Die Eigenwertglei-
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Kapitel

filj:
1       ei85

chung lautet

Sie sind auch die enfurcktionen de£

i  (2FTfu)3/2

(27rfi)3/2

ucktionende"s`#

6. Sym

eiE5

e-ihfa
-_-,

ei£5

metrietransformationen

(27rfi)3/2   .

an_±tra±o_nL§9p__e_rife

(27rfi)3/2

mitdenEigenwertene-*P-a(undp+=fi£).

e-Lh¥

Fin durch einen Hamiltonoperator  fr beschriebenes
stem ist

i kommutiert.

ei€£

(2FTfu)3/2

(6.14)

(6.15)

sikalisches  S
wenn der Translationsoperator nit fr kom-__,-

mutiert, d.h. genau dann, wem

[fr,f5]=O      e       [fr,j]=O.                               (6.16)

B:gerg[2b:±teesnej:£cg£:eg::;:reastosry::efrTaTnodner:£g:e¥E¥gtieonnfrv£:n:nTu:`ui===e-i-=r=ieridstor:±iraptra_n±±1g±±gi±±±ii±±g±|g±±±±±±±±±±±__i5±__d=a±45|±di

±che Iap uls i eine Erhaltung_s_

6.4.2 Blochsches Theorem

einesSystemshatauchdannphysikalischeKon-
ftir beiiebige kontinuierliche Trauslationen gilt,sequenzen, werm sie nicht

:::a:+I-i,--*i': jjlappr unendlich graBen regelmaBigen LK±i±±±±!, nur ±r
Vielfache eines Gittervektors a.

Wir betrachten der Einfachheit halber nur 1 Dimension. Ein Teilchen der
Masse in befinde sich in einem gitteaperiodischen Potential

V(ff)  =  V(ff + CL)

mit den Gitterabstand a  >  0.2 Befe¢#pftzng.. Der Hamiltonoperator
j}
\rvrv.,

£ + V`vertauscht darn mit dem Operator der Translation urn dem Ab-
stand a (und ganzzahlige Vielfache davon):

[fr,fa,  -0 .
V(£) impliziert, daLss der 9perator V der potentiel-2 Die Verwendung einer Funktion

|enEnergiewieauchschonzuvordiago`n;1riortsraumist,(c|Z|£)=V(ff)6jzrd,d.h.
JJL[   Y`=|. YYIJL`-`--LO  ~ ---------

durch iba wird das Teilchen richt im Ort verschoben.
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6.4. Raumliche Translationen

Bczue2.s.. Es gilt  [P2, f!]  =  0 fur beliebige Abstande j, weil j3 der Erzeuger
von i ist. Zur Berechnung des verbleibenden Kommutators [V, fa] wen-
den wir ihn auf einen beliebigen Zustand |¢) an und werten das Ergebnis
im Ortsraum aus:

(ff|[v,fa]|dy)    -    (ff|;fafdy)  -(ff|fav|dy)
cO

/
Jk.,y>{,,

day  (a;|V|gr + a)  (gr|dy)   -   (a; -cL|V|dy)

-r) .Y(,'=co       --' (yt®
V(ff)dy(a-a)-8dy(ff-a)

LIZJ

EsgibtdahergemeinsameEigs±±±nktionenz_u__E_=_=+±±_dFa..DieEigenfunk-
tionen von Ta sind die sogenannten Bloch-Funktionen

®q(cE_:)_-___e`qcef(tt_)

mit einer beliebigen periodischen Funktion /, die
Die zugeh6rigen

ff+a

(6.17)

erftillt.
enwerte vonfa sind efqa. Den Wertebereich vT6H g kann

man auf einen Bereich der Lange  ¥, z.B.-[-3, g]  einschranken, da sich
sonst die Funktion @q (a;) wiederholen wtirde.

Es gilt daher das Blochsche TheoreLmL In einem gitterperiodischen Poten-
tial V(ff) = V(ff + cL) k6nnen ±±±eEigenfunktionen des Hamil±Qr±Qperators
durch die kontinuierliche G{.££c7`zocJZc7tz¢fez a € [-: , :] gekennzeichnet wer-

ffidden (aquivalent: durch den Gitterimpuls p = fafo),
erftlllt

(a;+7}a)    =    e'gna@q(a;),     ri€Z.

Die Gitterwellenzahl beschreibt, wie sich di
Translation urn a andert.

Kronig-Penney-Modell
------------ =-_-_._    -i -_-_-_-_____`_-_-      -'

6.4.3

die Wellenfunktion

(6.18)

er Wellenflmktion bei

Fine einfache Anwendung findet das Blochsche Theorem im Kro7tz.g-Pc777iey-
Modell' einem extrem vereinfachten Modell ftir einen Festk6 er. Es wird
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

ein einzelnes, als unabhangig angenommenes Elektron betrachtet. Das Elek-
tron sptlrt lediglich ein eriodisches Delta-Potential am Ort der Atone:

v(ca)  --ee n±cO6(ca + na).                        t6.i9>

Das Potential kann man als attraktiv oder repulsiv annehmen.

Zwischen den Atomen sptirt das Elektron keine Kraft. In iedem Intervall
n + 1)a) hat daher die Wellenfunktion die Gestalt

dy(a;+7ia)    =    Anefkff    +   Bne-£kc,   0<z<a,

TiT®=2TV fi2. Ohne das Blochsche Theorem hatte man unendlich vie-
„ und Bn zu bestimmen.le Konstanteii A Aufgrund des Blochschen Theo-

rems weiB man aber, dass man die Eigenfunktionen von H nach der Git-
terwellenzahl g klassifizieren kann, so dass

¢(Cc+na)   -_   e`qua ly(q3) (6.20)

gilt. In diesen Eigenfunktionen unterscheidet sich somit die Wellenfunkti-
on in jedem Intervall nur urn einen bekannten Phasenfaktor von der Wel-
lenfunktion im Intervall 0  < a < cL. Deswe en bleiben nur die zwei Kon-
stanten Ao und Bo im Intervall (0, a) zu bestimmen. Die Stetigkeitsbedin-
gimgen bei z = 0 reichen dann aus, urn die Konstanten in Abhangigkeit
von fe und g festzulegen. Dazu ben6tigt man ) -e-``qady(a- Das Glei-
chungssystem hat aber nur dann eine L6sung, wenn die ehtsprechende
Koeffizienten-Determinante verschwindet, woraus nach kurzer Rechnung

-a        0          a        2a

Abbildung 6.2 : Kro7ti.g-Pc7t7tey-ModezJ.
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6.4. F=aumliche Translationen

Abbildung  6.3:
bet  DCL

Kroni

200                                 400                                 600                                 800                               1000

(ka) 2  ~ €

-Penn -Modell: cos(qa)  als  Funk±ion  von  (ka)2   N
= 10. Es sind nur diejenigen Energien moglich, fiir die cos(qg,)

t`. Als Funklion der Gitterwellenzahl q betrach-
rL

den Linien -1 und I 1
tet, erhdlt man so die ndjglichen Enc-r`giebdnder.

folgt

2feo
coska+±sinka=co_s_q_a_> |coska+#sinka|  S  1.    (6.21)

Hier tauchen nur die dimensionslosen Gr6Ben gcL, faa, und Do auf.

Gl.  (6.21) bedeutet eine Einschrankun lichen Werte von ka
und damit fur die m6g±is±=±

variiert
-  hi2`l:2J

auch cos ga in Gl. (6.21). Als F
erin man fo vari-

tion von a SOem

Enerrieband E = fi2k(a)2/2m. Fur manche Bereiche von fe ergabe sich aber
|cos Gal  >  1, so dass diese Weilenzahlenbereiche nicht m6glich sind. Es
gibt daher ,,erlaubte" und ,,verbotene" Energiebereiche, so wie in realen
Festk6rpem. Dies ist in Abb. 6.3 dargestellt. Wenn rri= k weiter vergr6-
Bert, gelangt man wieder in einen erlaubten Bereich, usw. Zu jeder Gitter-
wellenzahl a gibt es daher unendlich viele diskrete L6sungen fur fe. Als
Funktion von a haben sie die Form von Ener
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6.5    Drehun

Ausgehend
rung der
urn eine

von der Dirac-Gleichun
Schr6din ergleichung)

(der relativistischen Verallgemeine-
karm man zei

nd urn eine
allgemein von der Form

en, dass bei einer Drehung
er zugeh6rige Operator

R(fo,p)    =   e~±hpF"                                              (6.2:2:)

ist.3 Dabei ist der Erzeu
^

er J- der eraLtor des Gesamtdrehim "Zses. Man
muss dabei zunachst die Drehung von Spins

._              =1,
e von ,,norma-__0

len" Vektoren unterscheiden. Wir schauen uns zuerst diese beiden
alfalle an und behandeln damn den Drehimpuls allgemein.

6.5.1 ±tE8=-y_OF---Sp-lps_

Spezi-

DenDrehoperatorfurdieDrehungeinesT=ilchensmitspin±(umdenort
des Teilchens) haben wir schon implizit bei der Spin~Prazession (Kap. 3.5.3)
kennengelernt, und explizit in den Ubungen:

R(ii,p)   -  e-ihpii§   (z-±) e-iqgf;g     =   fi  cos(Z)  -ifaa sin(Z) .   (6.23)

€  5ulL)
Er ist in der Tat von der Form (6.22). Der Erzeu
der Spin-Operator S. Bemerkenswert ist,

a,

er der
dass bei einer Drehun

ist hier
un 27T

der Operator A nicht zum Einheitsoperator wird, sondern wegen des Fak-
inj+ Minuszeichen ist charakteristisch

auftreten.

ad eines Teilchens. Der Operator fi hSDin ist ein €.7!7iercr Freiheits i:r=,TZ-,#.;)
bei Objekten mit Spin  i  eine 2  x  2 Matrixdarstellung A im Sz7z.7torr¢¥_7£"i,
d.h.  im Raum der Spin-Indizes.

3Es gibt keine allgemeine Konvention ftir den Namen des Drehoperators. Hier wurde
ji wie Rotation willktirlich gewahlt.
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6.5. Drehungen

6.5.2    Bahndrehippul!

Bei raumlichen Drehungen transformieren sich, wie aus der klassischen
Mechanik gewohnt, normale dreidimensionale Vekeg±e_n gemaB

£1    -R£. (6.24)

Hier ist A eine 3 x 3 Matrix, z.B. Iautet die Drehmatrix ftlr eine Drehung
urn die 2r-Achse

Rz(p)
cosq9    -sinap    o
sinqo      cosp      0
001

€5C,(3)

(Diese Matrix kann man auch analog zu (6.22) schreiben:

Rz(qo)   =   e-£q'Az    mit  Az   =   ¢

If62:5)   /

wie man leicht durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion sieht.)
Bei kleinem Winkel ap erhalt man in 1. Ordnung

col--on-py,     u'--y+v)ca,     Z'=Z.

_vyi_r_b.e.trachten nun ein Teilchen ohne Spin. Bei einer aktiven

(6.26)

Translation eL
nes Teilchens von der Position 5 zur Position 5+ 5 hatten wir in
festgestellt,dass sich die Wellenfunktion dann gemaB

(6.9) schon
yJ' (5) = dy (£ - +a) (rrhi

dem umgekehrten Vorzeichen von a) transformiert. Bei
nes Teilchens urn einen infinitesimalen Winkel ap wird
analog zu

dy'(5)
_

4>
(|R=LE)|qfi)   =  Of)(tt + pu, y -pcp,  z)

(±3Ett-Pce3;)¢(ce,u,z,
-:    (1  -;apfz) dy (tb , y , z)  ,
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entsprechendderinfinitesimalenFormvon(6.22),wobeifz¢(5)=(5|fz|¢).
In der letzten Zeile haben wir die z-Komponente fz des B¢hadrcfe£.7HpwZs-+.-
oz7erflfo7`s _i eingefuhrt. Die hier auftretenden Ableitungen kann man auch
mittels Impulsoperatoren schreiben:

^Lz  -=  cat }g  -ySa.                                                 (6.2:S)

Die Komponenten ££ und £9 erhalt man analog. Denselben Operator fin-
det man auch tiber das Korrcspo#dcLz|zLp£L£±±z£{7 als quantenmechanische Va-
riante des klassischen Drehimpulses (!):

-+L  =  r- x i   +    L  =  ?- x S .

Der erzeugende Operator von raumlichen Drehungen bei Teilchen ohne
Spin ist somit der

BAHNDREHIMPULSOPERATOR

^ ^-L-?-xS                                                  (6.2:9)

La    --    EaGryfdery

mit einer implizierten Summe tiber ry in der zweiten Zeile. Hier kommt
es wegen der Antisymmetrie des €-Tensors nicht auf die Reihenfolge von
f¢ und fry an, da nur vertauschende Komponenten aufeinandertreffen. Die
Komponenten £Q des Bahndrehimpulsoperators sind hermitesch.

6.5.3    Ge§am±dreihip|puls und ve]rtaus_c[ungrrelationen

Der Operator des Gesamtdrehimpulses ist

i  -  -L +  -S
mit dem Dreho erator Gl. (6.22). Dies

(6.30)

folgt im Rahmen der relativistischen
Quantenmechanik, ebenso wie Existenz eines Spins mit Gr6Be fi/2, direkt
aus dem Transformationsverhalten der Dirac-Gleichung ! In der rtichtre-
lativistischen Quantenmechahik mtissen dagegen die Existenz des Spins
sowie (6.30) zusatzlich zur Schr6dingergleichung postuliert werden.
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6.5. Drehungen
+,rdt '* Or'`S-

em Teilchen ohne

/
Spin._b.a_t_._¢e_I_Operatorjkein£|AZ_i_=±_u±rm_

i_st i der gesamte. D_rehilTpplsL9pe±g=. Analog hat der Bahndrehimpuls-
operator bei Drehung urn den Ort eines punktf6rmigen Teilchens keine

EJ

Wirkung, und €-is:`::r; d}gesa£;:e+£h,;a:;;:;;operator.                    /

Drehungen urn verschiedene Achsen vertauschen nicht miteinander. Aus
(6.29) karm man leicht

lLQ,LGh    =    bheaGry   Lay   ap  I(_EiJ
2*,i,Ja,.S,a

herleiten. Die gleiche Relation hatten wir frtiher auch schon ftlr die Spin-
±-Operatoren kennengelemt, in der Form von

fi
[2oo2oj.]    =    ifi€6,.fo zo"

was direkt aus J6cr,. .= Jdjfl crk folgt. Sie gilt allgemein fur Drehim-
pulsaperatoren.   a,-E,  3.)         ,,  _

-,-
vERTAuscHUNGSRELATloNEN vex DREHIMpuLsopERATOREN--

-..i.Tj:---:,h=,.3--i-.    r}.,j¥L.:Ii{63T,

(mit einer implizierten Summe tiber ry). Man kann diese Gleichung auch
in der Form

J-x  J---bhJ-                                       (6.32:)

schreiben. Die Komponenten jQ sind, wie auch die Bahndrehimpulsope-
ratoren und die Spinoperatoren, hermitesch.

OperatorenA,diemi@;:ia#sc#,ton,e#tman
"SKALARE`'OpiRATOREN

._ __ -
^

[cJIA]    -0.                                                      (6.33)

Sie sind invariant unter Rotationen, d.h. (6.5) j2t,4j± = .4. Insbesondere gilt
dies fur den Hamiltonoperator jf -eines Elektrons in einem Zentralpoten-
tial, z.B. dem Wasserstoffatom.
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-
Operatoren A mit drei Komponenten A4, die nit J-die gleichen Vertau--

tLI

schungsrelationen wie die Komponenten des Vektors J4 haben, nennt man

'' VEKTOROPERATOREN

^^^

[JQ9A4]     =     6fi€Q4ry   Any.                                                   (6.34)

Sie transformieren sich
ortsoperator 6.     „*J

wi,Sdreidimensionalevektoren.EinBeispielistder

a   dd   a   of if   .OJi, fl 7  de @&

6.5.4    EigenwertDroblem von Drehimpulsoperatoren

Wir behandeln in diesem Abschnitt allgemein das Eigenwertproblem von

?;:;3hiTf):`:Puts__°gercer:BF#r:#T,;,:uls§Frveltanscdr:ul\:gsrctrfuonen
LJ

Durch Einsetzen sieht man, dass ±T: = j3 + _jz__I j2__xpiijedLiKomp8=_e±-̂
te cJa von cJ vertausc±tz wahrend die
Man karm daher /i2 gleichzeitig mi

jQ un_tereinander nicht vertauschen.
Komponente jQ diagonalisieren.

Daftlr nirnm.t man tlblicherweise J erin der-Ill
onsinvariant ist, kommutiert er ebenfalls mit j2 und jz. Man kann dann

LJ

seine Eigenzustande nach den Eigenwerten von JF2 und jz klassifizieren,
z.B. beim Wasserstoffatom, was auch die Rechnung erheblich vereinfacht.

Er

Die Eigenwertgleichung von JF2 und jz kann man allgemein in der Form

/fa  I,.,  in)      =    fi2a,.  |j.,  in)

jzl,.,in)     -fiml,.,in)
#<^i+^i;^&'€

^4         1     {t

schreiben Dabei sind die Zahlen cL,. und in zunachst noch beliebig.

±L-±nr
Ftlr die Eigenwerte k6nnen wir nun ahnliche Uberlegungen anstellen wie
beim harmonischen Oszillator. Wir definieren dazu die

203

4/

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle



6.5. Drehungen

LEITEROPERATOREN-
j±..-ja±dju        ,                                    (635)

__*

wobei offensichtlich j± = jF. Daraus lassen sich die Drehimpulsoperato-
ren in kartesischen Koordinaten zurtickgewinnen

(j+ + j-)
2

(j+ -j-)

Die Vertauschun
Einsetzen)

2i

die neuen Operatoren lauten (Beweis durch

^^
[Jz,J±] - ±hJ±
^^

[/+,/_I =  2hJz                                            (6.36)
^

[,fa,j±]=0

Die j± sind Leiteroperatoren, dasie die Quantenzahl in urn ±1 andern:

jz (J±J!Lm,)  - j±±J{rl + Eij±,Jji=,
in fi. I,',in)                ±fij±

-fi(m±1)(j±l,.Tin))

LJ

j± andert nicht a„ den Eigenwert von j2, da [JF2, j±] = o, d.h.

c/fa(j±ij,in))    = j±/fai,.,in)    = fa2a,.(j±|j,in))
----I

(6.37)

(6.38)

(6.39)

`;nd somit ist j± I;., in) Eigenvektor von J± zum unveranderten Eigenwert
fa2ci,.. Daraus folgt

j±|j,in)   =  Om± |j,m±1)                                                                      (6.40)
=L=  [=:i.I

Die Proportionalitatskonstanten Om± werden spater tiber die Normierung
besti-t.
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Das einfachste Beis iel ftir Leitero eratoren sind die S eratoren

3±    :=    jg  ±  isgr.                                              (6.41)

In der z-Darstellung wird daraus § (crz ± icrey), d.h. die Matrizen fi(8:) undI -_i-
Daraus sieht man so fort die Leiternatur dieser Operatoren, EIainlich

d=9+ I -2;) = I +2;) und S_
ii.i:_':_i.i

Kam J± belieRE
tor? Die Antwort ist

+2,) -I -2,) gilt.

/.::I/.®,I)*(fA

(%1('.]tl4'l

s^-,-a)s0
werden wie beim harmonischen Oszilla-

j=£j±} wie die folgenden tJberlegungen zeigen. Zuerst
beachte man, dass der Operator

j2 _ j2z  =  j2ca + j2u  >_  0

richt-negativ ist. Daher gilt

(],in(jf a _ j2||j,in)  -_  fu2(a] _ rm2)   >_ 0   i   a] >_ "2

Wir haben also folgende Bedingungen:
ZJ

1.  a,.  2 0,   weil    (dy|j2|dy)  2 0,

2.  lml S v¢

(6.42)

Damit j+ |j., in) nicht zu zu groBen, unerlaubten in-Werten fuhrt, muss ein
maximales 77tma. (abhangig von j) existieren, fur das gilt

j+|j.9mmaz)   ±   0                                                                                                   (6.43)

Urn mmaff Zu bestimmen, formen wir zunachst den Operator j_ i+ urn:

i-i+--(jce-big)(jce+bju)--j2ce+j2y+4|!±±±=jfa-j2z-hjzu6.44)
¢fijz

Darn gilt
I

o  ±  jj+ ,,., mmaa,,   =  fi2taj _ m3taz _ mma¢ ,,,., mmaa;,

also

aj   =  mmaz(mmaz + 1)
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6.5. Drehungen

Wegen(6.45)bestimmtmmofdenEigenwerta,.eindeutig.Wirk6nnendes-
halb mma. mit der Quantenzahl j. identifizieren:

mmaco   =   J /`L         arlf/¢r1)              (6.fy6)
Analog muss ein mm¢n existieren, mit

j-lj,mm67`,   -0 .

Ahnliche Uberlegungen wie oben fuhren zu

i+i_  =  ]fa _ j2z + hjz
^^

und schlieBlich zu

aj  =  mmin(mmin - i)

Kombiniert man (6.45) mit (6.48), so erhalt man.6

mmin  -  -i

(6.47)

(6.48)

(6.49)

Startetmanalsovon|j,mm6„)undwendetmanwiederholtj+an,soerhalt
man (siehe (6.40))

Mal-
j+ . . . i+ |j , rmmin)  CC |j , mmin + n)

Das geht solange, bisman  |j, mmo®)  =

nachste j+, gemaB-(6.43),

(6.50)

erreicht, dann vemichtet das
den Zustand. Damit genau |j., j) erreicht wird,

muss j. - mmo„  =  j. -  (-j.)  =  2j. ganzzahlig sein. AUBerdem gilt j  2  0
Wegen m„,a. = j., mm6„  =  -7.. Daher muss gelten:

j-2         r,€No                                                                                     (6.51)

DieQuantenzahljistsomithalbzahligLj2±ierganzzaJha±±±g.Insgesamter-
halten wir

6Eine zweite formale L6sung mm¢n = j. + 1 ware gr6Ber als 77}ma£.
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7ZZZ

Tabelle 6.1 : Quantenzahlen des Drehimpulsoperators.

Die Bezeichnung und erlaubten Werten dieser Quantenzahlen sind in der
Tabelle zusammengefasst. Dieses Ergebnis ist allgemein und hangt nur
von den Vertauschungsrelationen (6.31) ab.

In einem Eigenzustand I;., in) von Jfa und Jz
^------,\^^

Ja, und
ist der Erwartun

cJgr Null, denn aus J„ = (tJ+ ± J_)/2 folgt

Die Unscharfen von j€

swert von

(j., m| jff,gr |7., in)   =   ±(j., m| j+ |j., in)   ±  ±(7., m| j_ |7., in)   =  0 ,    (6.53)

da |j., in) und |j., in ± 1) orthogonal sind.
^

und .J

( ,.,-, j3+i; ,,., in,  -

erhalt marraus

(j., m| /=2 -j2|7., in)  ±  fi2  (j.(;. + 1) -m2)  .  (6.54)

Aus Symmetriegrtinden mtlssen beide Unscharfen gleich sein

(A]k)2  =  (A]y)2  =  h2;2  (i(i + 1) _ m2) /2.

Sie erftlllen die Unscharferelation, denn mit in

Aj#AJg-:,(jz,,-

ndA.AG=_ 4
+

fa2

h (,'(,' + 1) -m2 -in)

l<[i,a,.>l`  (A.1`o)
Interessant ist auch, dass die rechte Seite vo
ist (auBer bei j = 0). Somit kann (jz2) nie (J2)

S j gilt

(6.55)

(,'(,' + 1) -in(in + 1))  2  0 .    /
(6.56)

mer gr6Ber als Null
erreichen, d.h. der Drehim-

g=dsast=itTfgtd=;¥a¥¥-#?|Fg-,iiiEE::.usnahaesteutder
4Eine zweite formale L6sung mm€„ = 7. + 1 ware gr6Ber als mmaz.
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6.5. Drehungen

Normierung
_2

Als nachstes bestimmen wir die Proportionalitatskonstanten Om± in (6.40)
aus der Normierung (wir benutzen (6.44) und (6.47))

(,., mljij±l,.,in)  ±  |Om±|2 (7.,  in ± 1|7.,  in ± 1)
=1

|Om±|2 =  (j.m|jfj±|j.in)     = (j.m|(Jfa -j2 Ffijz)|j.in)
=fi2(7.(j+1)-m2Fm)      =  fi2(7.(j+1)-in(m±1))

Wir finden Om± = 0 fur in = ±j., konsistent mit (6.46) und (6.49),

Die Phase der Om± ist beliebig. Per Konvention wird Om± reell und positiv
gewalllt. Wir erhalten somit das wichtige Ergebnis

j± |j,in)   =  fiv/j.(j.+1)-qu(m±1)    |j, m±1)                           (6.57)_--

Mit Hilfe von (6.57) kann man, ausgehend von  |j., -j)  (oder von einem
beliebigen |7., mo)) alle andere |7., in) explizit konstruieren.

Wir haben die m6glichen Eigenwerte von j2 aus der Kommutatoralgebra
abgeleitet. Das heiBt aber noch hicht, dass in der Natur alle Werte von j.
tatsachlich realisiert sind. Insbesondere entspricht 7.  =  i 7iz.cJzf ei.7tem B¢J17t-

i.4entif iziert , dem

mifesg:ttt:k:ra°s:Siahndrehmpuiseganzzahii_g±efiifeh-
_  _,   -         +

zahiigeWertekommendurchA_dd_j±ig|±vonSpi|||mp|i±i±Pj|±|±!|4|9:der)Bahn±±e~
lrimpulszus_i_aar¥d_e.FJ

drchimpuls (s.u.), sondern, wie im Stern-Gerlach
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§±_.5    Der Bahndrehimpulsoperator im or±E±m_
ZI

Wir behandeln nun den Bahndrehimpulsoperator i (6.29) alleine, ohne

j±piLin, und 16sen sein Eigenwertproblem im Ortsraum. i erfiillt dieselben
Vertauschungsrelationen (6.31) wie der Gesamtdrehimpulsoperator J-. In
den zuvor hergeleiteten Gleichungen ftlr tJ+k6nnen wir daher auchj±b£±a!±
tJ durch I ersetzen.

Eifenwertgleichung in KUEelkoordinaten

Der Rotationsoperator e-d£Q/fi bewirkt eine DrcJitt7ig von Achsen, aber kei-
ne radiale Anderung. Daher kann i nur auf Winkelkoordinaten 0 und p
wirken (wie wir auch noch explizit sehen werden) und es ist ntitzlich, Ku-
gelkoordinaten (r, f2) = (r, 0, qo) zu verwenden, nit

I    =   r.sinocosp

gr    =    r.sinosinp
z    =    r.cosO

Der Bahndrehi
karm deshal

£f1A,n}.ir+26¥#'//P':i
/A  I:Q\(6.58)

•Lb ,P ,.,-^¢ ^ /A,-i

uls i ist ein Spezialfall des Gesamtdrehimpulses i Man
dG2leichzeitigdiagonalisieren,mitEigenzustanden,

die jetzt |Z, in) statt |j, in) benannt werden. Die Eigenfunktionen im Orts-
raum sind die ±2L¢_rsfc#tt7tf der Eigenvektoren I Z, in) in Winkelkoordin_aL±s±
O,  qo:

y;in(O, q,)   :-   (0, ap I,, in)  .

Sie heiBen
vollstdndi

K2tfczfljz.c7zc7zfa7ikfz.o7tc7t (,,spherica±j±e+i_gp±cj:). Sie bilden eine
e Basis im Raum aller winkelabhangigen Funktionen. Aus den

Eigenwertgleichungen (6.52a) und (6.52b) wird5

5Wir verwenden jetzt ausnahmsweise auch fiir die Differentialoperatoren im Orts-
raum Operatorzeichen.

209

evertz
Highlight

evertz
Highlight

evertz
Highlight

evertz
Highlight

evertz
Highlight

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle



Von den Vertauschungsrelationen alleine wissen wir bereits, dass die Ei-
genwerte mfi von fz ganzzahlige oder halbzahlige Vielfache von fi sind.
Wirwerdennochzeigen,dassbeimBahndrehi±P±±±=±±±±±±±ZZ±±±±g£±±±==

JSL¥9nmundzm6glis±£:±i±i

OrtsraumeigenfunktionendesBahndrehimL±±±±L±±±=S=

Die Berechnung der Eigenfunktionen y;in (a, ap) ist relativ langwierig. Wir
besprechen deswegen nur die Struktur der Rechnun sowie als explizite
Beispiele I = 0 und I = 1.

Die Schritte sind die folgenden:

•  Aus dem Bahndrehimpulsoperator wird im Ortsraum
^-L  =  i-xS   +    -dh?xV .

(6.62:)    0

Diesen Differentialoperator kann man mit Hilfe von (6.58) in Kufel_-
koordinaten umschreiben.

•  Der Operator fz produziert Rotationen urn die z-Achse und wirkt
deswegen nur auf den Winkel qo. Man findet die einfache Form

^Lz  --%g=p                                                                                              (/6.`

Die Eigenwertgleichung von i z wird daher in Kugelkoordinaten zu

95pYzm(0,P)=inyLm(0,p)
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

mit der einfachen L6sung

ylm(0,p)  -einp  f (0) (6.64)

mit einer beliebigen Funktion /(0). Bei einer Drehung urn 27r gehen
die Koordinaten ff , gr, z eines Punktes 5 in sich selber tiber, und daher
tut dies auch der zugeh6rige Basisvektor  |5).8 Die Wellenfunktion
dy(5) =  (J|dy) muss daher ebenfalls denselben Wert ergeben, woraus
folgt,da[ss beim Bahndrehim ulsm anzzahli Sein muss. Wegen rm  €

{-/, -7 + 1 ,..., /} mztss dr7z77 flztcJz I ganzzahlig scz.7t.

•  Wir k6nnen jetzt ausnutzen, dass beim h6chstm6glichen Wert in = J
i+ |1, in =  J)  = 0. Hieraus wird die Differentialgleichung (1etzt-

lich nur in a)
`L + Y,I (0 1 ap)  --  0 ,

wobei in Kugelkoordinaten

L±=_^Lce±Q^Lu=he±.Pt±36o+kcoto3Gp] (6.65)

gilt. Nach Normierung bekommen_wir y:Z (0, ¢).

•  Die restlichen Eigenfunktionen yr] , y;`-2 ,... erhalt man dann durch
wiederholtes Anwenden von I_ und
Resultat ist:9

nachfolgendes Normieren. Das

KUGELFLACHENFUNKTIONEN (in 2  0)

yLmto,p,=t_i,mjt#.ermps_±Ff±±
Pr(c,OSO)

Die Funktionen mit in < 0 erhalt man tiber yrm -(-1)in (Y;in)*

Beispiegelungenr+i-r+gilt¥m(-r|={±2iym(r|
Die Funktionen P,in(cos 0) heiBen zugeordnete Legendrepolvnome''.

8Im Unterschied dazu erhalt ein Spin-i-Basisvektor wie I + 2:) bei einer Drehung urn

27r ein Minuszeichen.
9Beztiglich des Faktors (-1)in gibt es auch andere Konventionen .
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6.5. Drehungen

gL(J, m|J', m')  = 6i!J6mmJ der Eigenvektoren wird zuDie Orthonormalitdt

I   I   dpdcoso   Y.m*(0,p)Yir'(0,p)  =  6i,ii 6m,ml.                         (6.66)

Das IntegrationmaB hat hier die bei Kugelkoordinaten erwartete Form
dQ=_dcosodp=_stmododp.

Die Eigenzustande sind auch tJOJjsf#nd{.£., entsprechend Z:,in |J, in) (J, m|  =

cx)i

Z:  Z=   y;m*(O,ap)y;in(O',ap')   =   6(cosO-cosO')6(ap-q')             (6.67)
i--O`m--lJ

Funktion /(0, qo in Funktionen yin entwickeln:Daher karm man jede
col

/(07¢)   =  z=  z=  cr  y;in(o,ap)
L=O  m=-I

(6.68)

Die Koeffizienten erhalt man wie immer durch skalare Multiplikation von
links mit (J', m'| . Im Raum der Winkelfunktionen wird daraus

cff'   =   I   I   dapdcoso   Y,r'(0,ap)*    f (0,ap)  .

iele:  Rechnun en ftir J = 0 und Z = 1

Der Einfachheit halber rechnen wir ohne Normierung.

n^='  ..I-

Bei J = 0 gibt es nur in = 0, daher ist fzyo°  =  0 und

£±yoo  -  0  >  £gyoo  -  £gryoo` -  0 .

SomitergebenalleGeneratoren£QvonRotationenbeiAnwendung
Null. Deswegen muss

Fall ' -

yo°(a, ap) rotationsinvariant sein, d.h. ein

(6.69)

aufyno

Aus (6.64) wissen wir, dass

Yll   --  e%p f (0)

Die Gleichung

o i  ±ylm-1  - e&P(85o+acch0%p)Y+m=+=e2Qap(85of(Off.C#f(0))
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

hat die L6sung /(6)) cK sino,   und somit
Anwenden des Leiteroperators i_ ergib€

rf!
n a - 1 ..

yl0 cx i-y,1

yt[  cx  €6ap sin o.

'=e~¢ap(-85o+kcat08Gap)eQapinoac-
und ein zweites Mal

y+-LorL_Yi°--e-qp(-35+bcat°3Gp)C°S° cx:     €-°apsino.

Die niedrigsten Kugelflachenfunktionen, ftlr Z  =  0,1, 2, sind in Tab. 6.5.5
angegeben und in Abb. 6.4 graphisch dar8estelLt.                      Red /  A/.„„dhJt`"(i'd.j i

Z- rr7- Kugelflachenfunktion=-~ y"=Y„y`,y"y24y"YIL

0 0 yoo  -G)
_

1 0±1 yp - i rif i,
y,±` - TJTee

2 0±1±2 y2O   =   ifet3cOs2O_+]

Y2±+    =   FJ=inocosoe±feap

Y2±2    =    /=stm20e±2&p

Tabelle 6.2:  Die ersten Kugelflachenfunktionen.

213

I(,)`3-y['    m<o
rttrfu£Y:      m>o

=ft(w:I-i,')-``..eec

`%,y:`.tr.I)-..^9ti.

i+``x``r-~

Je,y,..,-?
-@, ¥.1-£

Ill

S6..u .  a.st

x' ~ ^y
y' - x .I

7® x'rJ ~  x+^yL
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TEa Y=fl

Ylfl

Y=H

fl^ce
`,r8

y"`4
Abbildung 6.4:   Darstellung d.er ersten Kugelflachenfunktionen H€L Der
Radius ist ortional zu estellt, und die Farbe reprasentiert
die Phase arg( ), mit (z.B.) grtin= 0 und rot= 7r.
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