Kapitel 6

Symmetrietransformationen

Besonders wichtig, nicht nur in der Quantenmechanik, sind zeitliche und
raumliche Verschiebungen sowie Drehungen. Man bezeichnet sie auch
als ,,Symmetrietransformationen”, weil das physikalische System darun-
ter oft unveriandert bleibt. Zu den Symmetrieoperationen gehort auch die
raumliche Spiegelung (Kap. 4.6.2).

6.1 Zeittranslationen

In Kapitel 3.1 haben wir den Zeitentwicklungsoperator U(t, to) kennenge-
lernt, der einen Zustandsvektor ¢ (t)) in der Zeit verschiebt:

W) = Ut to) [(te)) = e ®lo™ ¥ pte))y . (61)

Wenn der Hamiltonoperator nicht explizit von der Zeit abhingt, verein-
facht sich diese Beziehung zu

() = e mECt) [y (ty)) . (6.2)

Man nennt den Hamiltonoperator deswegen den Erzeuger der Zeittransla-
tion. Der Zeittranslationsoperator U muss unitér sein, damit die Norm von
) erhalten bleibt, d.h. damit sich die Gesamtwahrscheinlichkeit, ein Teil-
chen irgendwo zu finden, nicht d&ndert. Daraus folgt, dass H hermitesch

sein muss.
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6.2. Zu Lie-Gruppen

Per Konstruktion ist die Operation der Zeittranslation linear im Zustands-
vektor [¢), und sie hat die Struktur einer Gruppe:

Ulta, t1) Ultr,t0) = Ulta,to) . (6.3)

Wenn der Hamiltoperator nicht explizit von der Zeit abhédngt, dann ist
kein Zeitpunkt gegeniiber einem anderen ausgezeichnet. Das physikali-
sche System verhilt sich dann zu jedem Zeitpunkt gleichartig; es ist zeit-
translationsinvariant, Wir haben in Kap. 3.4 gesehen, dass dann die Energie
zeitlich erhalten ist:

WOIERE) = (@to)ler =) H emx =) [y (t))
= (Y(to)|H|¥(t0))

Dies ist ein Spezialfall des Noetherschen Theorems: Zu jeder kontinuierli-
chen Invarianz eines Systems gehort eine Erhaltungsgrofie (s.u.).

6.2 Zu Lie-Gruppen

Wir werden im Folgenden rdaumliche Translationen und Drehungen be-
handeln. Wir werden sehen, dass die zugehorigen Operatoren genauso
wie bei Zeittranslationen von der Gestalt

G(c) = e r°A (6.4)

sind, mit einem hermiteschen Erzeuger A und einem (oder mehreren)
kontinuierlichen reellen Parameter(n) c.! Da A hermitesch ist, sind diese
Operatoren unitar. Operatoren dieser Gestalt sind kontinuierlich mit dem
Einheitsoperator verbunden (im Gegensatz zur rdumlichen Spiegelung)
und sie haben Gruppeneigenschaften. Die zugehorigen Gruppen nennt
man Lie-Gruppen, und die Erzeuger sind Elemente der zugehérigen Lie;
Algebra, mit jeweils charakteristischen Vertauschungsrelationen. Die Ei-
genschaften solcher Gruppen kann man schon an Hand von infinitesima-
len Operationen (|c| < 1)

- " i 1
G(C)—n—ﬁCA-f-ﬁ

IDie Namen G, A, ¢ sind hier frei gewihlt; es gibt dazu keine allgemeine Konvention.

(cA)? + ...
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

untersuchen, wobei es reicht, lediglich bis zur 2. Ordnung in ¢ zu ent-
wickeln.

Auch die Rotation von Spins wird iiber einen solchen Operator beschrie-
ben, namlich =7 79 (s.u.), mit der Lie-Gruppe ,SU(2)”, das ist die Grup-
pe der unimodularen (Determinante=1) unitdren Operatoren in 2 Dimen-
sionen. Rdumliche Drehungen von normalen Vektoren gehoren zu Sym-
metriegruppe SO(3) (s.u.). Weitere analoge Symmetriegruppen spielen in
der Relativitdtstheorie und in der Elementarteilchenphysik eine grofie Rol-
le, z.B. die Symmetriegruppe SU(3) in der Quantenchromodynamik.

1.6.2023

6.3 Noethersches Theorenl

Wir nehmen im Folgenden an, dass weder der Hamlltonoperator H noch

der Erzeuger A einer Transformation G(c) = e~#°4 explizit von der Ze1t
abhéangen. )

Unter der Transformation G werden Zustinde |) gemaf

1) — G )

transformiert. Die physikalischen Matrixelemente wie (¢ Gt B G|Y) blei- s
ben dieselben, wenn man stattdessen die Zustdnde unverdandert la_ég:unq_

alle Operatoren transformiext (s. Gl. (A.52), Gl. (A.54)). Ein beliebiger Ope-

rator B transformiert sich bei diesem Zugang gemaf

B — B = G'BG (6.5)
=(A+%A+ ) B (i - zcA+...)
= B + ,-i c[A, B] + O(c?), (6.6)

wobei in ,,O(c?)” héhere Kommutatoren enthalten sind (Baker-Hausdorff- (TtKommut vonAund )

Formeln). Das betrachtete physikalische System ist durch seinen Hamil-
tonoperator charakterisiert. Es 1stimgaum unter der Transformatzon G, wenn J/
sich der Hamiltonoperator bei der r Transformation nicht andert. Wegen GI.”

(6.5) und (6.6) ist dies (mit der Wahl B = H) dquivalent zu

[A,H] =0, (6.7)
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6.4. Raumliche Translationen

d.h. der Hamiltonoperator vertauscht dann mit dem Erzeuger A der Trans-
formation. Mit der Heisenbergschen Bewegungsgleichung Gl. (3.50) folgt

—i[HA]—O =D <AA> coms/
& RTT # '

und man erhilt das

NOETHERSCHE THEOREM

Wenn ein System unter TransformationerLG =e-ncA invariant ist, d.h.
wenn sich der Hamiltonoperator unter dieser Transformation nicht
andert, dann kommutiert 4 mit dem Erzeuger A, und A ist zeitlich.

erhalten, d.h. sein Erwartungswert und seine Matrixelemente &ndern

sich zeitlich nicht.

Dies gilt auch umgekehrt: wenn [A, A] = 0, dann ist das System unter

der von A erzeugten Transformation invariant.

Die wichtigsten Spezialfille sind:

Zeittranslations-Invarianz = Energieerhaltung

Translations-Invarianz = Impulserhaltm}g- Erzeugender Op. s.u.
Rotations-Invarianz = Drehimpulserhaltung  su

6.4 Raumliche Translationen

6.4.1 Translationsoperator

Wir definieren den rdumlichen Translationsoperator iiber seine Wirkung
auf einen Zustand |z):

TRANSLATIONSOPERATOR

T: |Z) = |£+a). (6.8)
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

(
‘Pa(ff(tiv

bJIFa

Abbildung 6.1: Aktive Transformation eines Zustands und passive Koordina-
tentransformation. (s.a. Kap. A3.10 und A3.11)

Er transformiert den Zustand eines Teilchens mit Position Z in einen Zu-
stand mit Position Z + @, entspricht somit einer aktiven Transformation am
Teilchen. Die Wellenfunktion #ndert sich dabei wie folgt (der Einfachheit
halber eindimensional):

g
z,

V() = Tav(z) = (| Ta |9)

——

o0

- [y el Tl wlv) = [ av @luta @)
—00 —00 S(y+a—z)  YP(y)
- ¢($fa).- (6.9)

Wenn die Wellenfunktion (%) ein Maximum an der Stelle Z = b hat, dann

hat die transformierte Wellenfunktion 7’(Z) ein Maximum bei & = b + a,
entsprechend der aktiven Transformation um die Strecke @ (siehe Abb.).
(Im Gegensatz dazu wird bei einer passiven Transformation das Koordina-
tensystem verschoben, statt des Teilchens, d.h. i = & + @, und fur die
Wellenfunktion ¢ nach der Transformation gilt ¥'(Z') = ¥(Z).)

Den Operator der rdaumlichen Translation kann man iiber die inverse Fou-
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6.4. Raumliche Translationen

riertransformation umschreiben (Notation eindimensional):

oo

Tap(z) = ba—a) = 5 [ ) k) di

- i/ e—ika yikz 'Q’E(k) dk

1 / oo ke Tk dk " (sa.5. A62)
oo T b lobenrrte Af. S

= e_a%%:_z 2i/ " J(k) dk
- %Pza ¢(:1:) -9 ?‘74"“"4 (6.10)
- b l
somit (wieder dreidimensional) {Z"' 'f (¥-<) ) '/
T. = e P (6.11)
= e %( ,,-a:+Pyay+Pzaz) §
e %P az o 5 Pyay e-—ﬁPzaz b

Die Exponentialfunktion faktorisiert hier, weil Px, Py, P, alle miteinander
vertauschen. Wir sehen: der Erzeuger der raumlichen Translationen ist

der Impulsoperator ! Er ist unitar, weil P hermitesch ist. Es gilt daher

=T = (#Tz = (-al. (6.12)

Die letzte Beziehung folgt auch direkt aus J'(x —a) = fﬁzﬁ(m) = (z|T,|).
Translationen bilden eine Gruppe

A

TaTy = Th; (6.13)

und sie kommutieren miteinander.

Die Eigenvektoren”des Impulsoperators § sind im Ortsraum die Fou-
rierkoeffizienten (7|p) = e**/(2mwh)%/% (ebene Wellen). Die Eigenwertglei-
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

chung lautet (Unterscheiden: hquer k auf der rechten Seite ist der Impuls, nicht der Impulsoperator)
s eikE L ik
Sie sind auch die Eigenfunktionen desﬂ"ranslationsqpexg;g;s_
. ikZ i S ikZ - ikT
Tx ___(27‘;)3/2 = o hPe ——_(2:h)3 - = ehE _——(2: e (6.15)

mit den Eigenwerten e~ %77 (und § = hk).

Ein durch einen Hamiltonoperator H beschriebenes physikalisches Sy-
stem ist translationsinvariant, wenn der Translationsoperator mit H kom-
mutiert, d.h. genau dann, wenn H mit P kommutiert.

H,T=0 e [H,P=0. (6.16)

Dann gibt es ein gemeinsames System von Eigenfunktionen von H und
P. Der Zeitentwicklungsoperator ex’* andert diese Eigenfunktionen nur
um einen Phasenfaktor. In einem translationsinvarianten System ist daher der

riaumliche Impuls p eine Erhaltungsgrofie ! :

6.4.2 Blochsches Theorem

Die Translationsinvarianz eines Systems hat auch dann physikalische Kon-
sequenzen, wenn sie nicht fiir beliebige kontinuierliche Translationen gilt,
sondern, wie in einem unendlich grofien regelmaBigen Kristall, nur fir
Vielfache eines Gittervektors a. —

Wir betrachten der Einfachheit halber nur 1 Dimension. Ein Teilchen der
Masse m befinde sich in einem gitterperiodischen Potential

V(z) = V(z +a) '\./‘\/'\/

mit dem Gitterabstand a > 0.2 Behauptung: Der Hamiltonoperator H =
% | V/vertauscht dann mit dem Operator der Translation um dem Ab-

stand a (und ganzzahlige Vielfache davon):

[H,T,] = 0.

2Dje Verwendung einer Funktion V'(z) impliziert, dass der Operator V der potentiel-
len Energie wie auch schon zuvor diagonal im Ortsraum ist, (a:lVly? = V(z)é(z—y),d.h

durch ihn wird das Teilchen nicht im Ort verschoben. _—
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6.4. Raumliche Translationen

Beweis: Es gilt [P2,T;] = 0 fiir beliebige Abstinde /, weil P der Erzeuger
von 7' ist. Zur Berechnung des verbleibenden Kommutators [V, 7] wen-
den wir ihn auf einen beliebigen Zustand |¢) an und werten das Ergebnis

im Ortsraum aus: j 1?’ ly> <y
e K - I
|V, Tu]ly) = (z|VTL|y) — (z|TV]¥)

- [ w@Vly+a o) - @-aViv)
—o0 =ilyta~x) V)
= V(z)¢(x —a) — V(a) Y(zx—a) = 0.

Es gibt daher gemeinsame Eigenfunktionen zu H und Ta_. Die Eigenfunk-
tionen von 7, sind die sogenannten Bloch-Funktionen

B,(z) = ¥ f(z) (6.17)

mit einer beliebigen periodischen Funktion f, die f(z + a) = f(z) erfiillt.
Die zugehorigen Eigenwerte von7, sind e'7¢, Den Wertebereich von g kann
27 T

man auf einen Bereich der Linge %%, z.B. [-Z, Z] einschrénken, da sich
sonst die Funktion ®,(z) wiederholen wiirde.

Es gilt daher das Blochsche Theorem: In einem gitterperiodischen Poten-
tial V(z) = V(z + a) kénnen alle Eigenfunktionen des Hamiltonoperators
durch die kontinuierliche Gitterwellenzahl q € [—Z%, 2] gekennzeichnet wer-
den (dquivalent: durch den Gitterimpuls p = Aq ), und die Wellenfunktion
erfiillt

P, (x+na) = € P (z), neEZ. (6.18)

Die Gitterwellenzahl beschreibt, wie sich di@er Wellenfunktion bei
Translation um a dndert.

6.4.3 Kronig-Penney-Modell

Eine einfache Anwendung findet das Blochsche Theorem im Kronig-Penney-
Modell, einem extrem vereinfachten Modell fiir einen Festkorper. Es wird
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

ein einzelnes, als unabhédngig angenommenes Elektron betrachtet. Das Elek-
tron spiirt lediglich ein periodisches Delta-Potential am Ort der Atome:

V(x) —@ Z d(z + na) . (6.19)

n=—oo

Das Potential kann man als attraktiv oder repulsiv annehmen.

Zwischen den Atomen spiirt das Elektron keine Kraft. In jedem Intervall
(na, (n + 1)a) hat daher die Wellenfunktion die Gestalt

Y(x+na) = A,e* + B,e ™ O0<z<a,

mit(k%= 2m(F Jh?. Ohne das Blochsche Theorem hitte man unendlich vie-
le Konstanten A, und B, zu bestimmen. Aufgrund des Blochschen Theo-
rems weifl man aber, dass man die Eigenfunktionen von H nach der Git-
terwellenzahl g klassifizieren kann, so dass

Y(z +na) = eiqi‘j zp(x) (6.20)

gilt. In diesen Eigenfunktionen unterscheidet sich somit die Wellenfunkti-
on in jedem Intervall nur um einen bekannten Phasenfaktor von der Wel-
lenfunktion im Intervall 0 < z < a. Deswegen bleiben nur die zwei Kon-
stanten Ay und By im Intervall (0, a) zu bestimmen. Die Stetigkeitsbedin-

gungen bei z = 0 reichen dann aus, um die Konstanten in Abhédngigkeit
von k und ¢ festzulegen. Dazu benétigt man v _L = e"9%)(a_ ). Das Glei-
chungssystem hat aber nur dann eine Losung, wenn die entsprechende
Koeffizienten-Determinante verschwindet, woraus nach kurzer Rechnung

'
w(9.) = (4 )
' (0.) - ’/’//&/ ~D /

Abbildung 6.2: Kronig-Penney-Modell.
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6.4. Raumliche Translationen

-1
l, 1 1 1

0 200 400 600 800 1000

(ka)? ~ &

Abbildung 6.3: Kronig-Penney-Modell: cos(ga) als Funktion von (ka)®> ~
Energie, bei Da = 10. Es sind nur diejenigen Energien moglich, fiir die cos(ga)

@—u'i_sa den Linien —1 und 1 liegt. Als Funktion der Gitterwellenzahl q betrach-
tet, erhiilt man so die moglichen Encrgiebinder.

folgt

D
cos ka + o sinka = cosqa = |coska + 2 sin ka| < 1. (6.21)

Hier tauchen nur die dimensionslosen Grofien qga, ka, und Da auf.

Gl. (6.21) bedeutet eine Einschrinkung fii '

und damit fiir die mdglichen EnergienlZ = /%k?/2m.Wenn man k vari-
iert, variiert auch cos ga in Gl. (6.21). Als Funktion von g ergibt sich so ein
Energieband E = h?k(g)?/2m. Fiir manche Bereiche von k ergébe sich aber
|cosgal > 1, so dass diese Wellenzahlenbereiche nicht moglich sind. Es
gibt daher ,erlaubte” und ,verbotene” Enggiebereiche, so wie in realen
Festkorpern. Dies ist in Abb. 6.3 dargestellt. Wenn man k weiter vergro-
Bert, gelangt man wieder in einen erlaubten Bereich, usw. Zu jeder Gitter-
wellenzahl g gibt es daher unendlich viele diskrete Losungen fiir k. Als
Funktion von ¢ haben sie die Form von Energiebdndern.

yolichen Werte von ka
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6.5 Drehungen

Ausgehend von der Dirac-Gleichung (der relativistischen Verallgemeine-

rung der Schrédingergleichung) kann man zeigen, dass bei einer Drehung
um eine d um eineer zugehorige Operator

allgemein von der Form

|-

R(R,p) = e ne®d (6.22)

ist.? Dabei ist der Erzeuger J der Operator des Gesamtdrehimpulses. Man
muss dabei zundchst die Drehung von Spins und diejenige von :;Qrma-_
len” Vektoren unterscheiden. Wir schauen uns zuerst diese beiden Spezi-
alfdlle an und behandeln dann den Drehimpuls allgemein.

6.5.1 Drehung von Spins_

Den Drehoperator fiir die Drehung eines Teilchens mit Spin 3 (um den Ort
des Teilchens) haben wir schon implizit bei der Spin-Prézession (Kap. 3.5.3)
kennengelernt, und explizit in den Ubungen:

R(#t, @) = e~k D) ieaf _ cos(%) — ing sin(g). (6.23)
€ Su() /
Er ist in der Tat von der Form (6.22). Der Erzeuger der Drehung ist hier

[SIST

der Spin-Operator S. Bemerkenswert ist, dass bei einer Drehung um 27
der Operator R nicht zum Einheitsoperator wird, sondern wegen des Fak-

tors 1 in = hg zu ( —1). Dieses Minuszeichen ist charakteristisch fiir / .,Z
@ = 7

halbzahlige Spins, die be@eilchen auftreten. &

Der Spin ist ein innerer Freiheitsgrad eines Teilchens. Der Operator R hat A" W)
bei Objekten mit Spin 3 eine 2 x 2 Matrixdarstellung R im Spinorraum,

d.h. im Raum der Spin-Indizes.

3Es gibt keine allgemeine Konvention fiir den Namen des Drehoperators. Hier wurde
R wie Rotation willktirlich gewdhlt.
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6.5. Drehungen

6.5.2 Bahndrehimpuls

Bei rdaumlichen Drehungen transformieren sich, wie aus der klassischen
Mechanik gewohnt, normale dreidimensionale Vektoren geméfs

Z' = RZ. (6.24)

Hier ist R eine 3 x 3 Matrix, z.B. lautet die Drehmatrix fiir eine Drehung
um die z-Achse

0 0 1

cosp —singp 0
R.(p) = sinp cosg O Esc(3) (6.25)
(Diese Matrix kann man auch analog zu (6.22) schreiben:

0 —1 0
R.(p) = e iPA: mit A, = i ( 1 0 0) , U
0 0 0 ¢

wie man leicht durch Reihenentwicklung der Exponentialfunktion sieht.)

Bei kleinem Winkel ¢ erhdlt man in 1. Ordnung

r=z—py, yY=y+epz, 2Z==z. (6.26)

‘Wir betrachten nun ein Teilchen ohne Spin. Bei einer aktiven Translation ei-
nes Teilchens von der Position 7 zur Position Z+ @ hatten wir in (6.9) schon
festgestellt, dass sich die Wellenfunktion dann gemafs 4'(Z) = (7 —a) (mit
dem umgekehrten Vorzeichen von @) transformiert. Bei einer Drehung ei-
nes Teilchens um einen infinitesimalen Winkel ¢ wird die Wellenfunktion
analog zu

i~

P'(Z) = (R'D)|Y) = ¢(z+ oy, y— oz, 2)
1o} o
= (1 = ,%soiz) ¥v(z,9,2) , (6.27)
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entsprechend der infinitesimalen Form von (6.22), wobei L(Z) = (Z|L.|v).

In der letzten Zeile haben wir die z-Komponente L. des Bahndrehimpuls-

operators E_ eingefiihrt. Die hier auftretenden Ableitungen kann man auch
mittels Impulsoperatoren schreiben:

A

L, = xﬁy — YDz - (6.28)

Die Komponenten L, und L, erhélt man analog. Denselben Operator fin-
det man auch iiber das Korrespondenzprinzip als quantenmechanische Va-
riante des klassischen Drehimpulses (!):

L=7Fxp - L=FxXp.

Der erzeugende Operator von raumlichen Drehungen bei Teilchen ohne
Spin ist somit der

BAHNDREHIMPULSOPERATOR

L = 7xp (6.29)

Lo = €apy Tpby

mit einer implizierten Summe tiber v in der zweiten Zeile. Hier kommt
es wegen der Antisymmetrie des e-Tensors nicht auf die Reihenfolge von
75 und p., an, da nur vertauschende Komponenten aufeinandertreffen. Die
Komponenten L., des Bahndrehimpulsoperators sind hermitesch.

6.5.3 Gesamtdrehimpuls und Vertauschungsrelationen

Der Operator des Gesamtdrehimpulses ist

~

j = E -+ 5 (alle Operatoren hier sind hermitesch) (6.30)

mit dem Drehoperator Gl. (6.22). Dies folgt im Rahmen der relativistischen
Quantenmechanik, ebenso wie Existenz eines Spins mit Grofie //2, direkt
aus dem Transformationsverhalten der Dirac-Gleichung ! In der nichtre-
lativistischen Quantenmechanik miissen dagegen die Existenz des Spins
sowie (6.30) zusétzlich zur Schréodingergleichung postuliert werden.
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6.5. Drehungen

.,,mli o Wfsm /

Bei gfnem Teilchen ohne Spin hat der Operator S keine Wirkung; dann

ist L der gesamte Drehimpulsoperator. Analog hat der Bahndrehimpuls-

operator bei Drehung um den Ort eines punktféormigen Teilchens keine

Wirkung, und S ist dort der gesamte Drehimpulsoperator. /

wu‘){ 0-1( 5}"‘( M

Drehungen um verschiedene Achsen vertauschen nicht miteinander. Aus
(6.29) kann man leicht

herleiten. Die gleiche Relation hatten wir frither auch schon fiir die Spin-
;-Operatoren kennengelernt, in der Form von

h h .
[50',;,50'_7'] B lhEijk

was direkt aus o,0; = 61,,]1 + 15—:1];c oy folgt. Sie gilt allgemein fiir Drehim-
pulsoperatoren: (Z ; L- 5

Eak 3

atter

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VOr DREHIMPULSOPERATOREN

ayJs] = iheasy J, (2,,],3"‘“/4631)

(mit einer implizierten Summe {iiber 7). Man kann diese Gleichung auch
in der Form

I x J =i B (6.32)

schreiben. Die Komponenten J, sind, wie auch die Bahndrehimpulsope-
ratoren und die Spinoperatoren, hermitesch.

Operatoren A, die mi@fertauschen nennt man

o (hJthv‘

zB. J.xJ_y=ihquerd_z/2

SKALARE OPERATOREN

~
— A

(LA = 0. (6.33)

Sie sind invariant unter Rotationen, d.h. (6.5) RTAR = A.Insbesondere gilt
dies fiir den Hamiltonoperator H eines Elektrons in einem Zentralpoten-

tial, z.B. dem Wasserstoffatom. ==> gleichzeitig diagonalisierbar
==> Eigenfuktionen von (Vektor) J sind dann auch Eigenfunktionen von H
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Operatoren A mit drei Komponenten Ag, die mit J die gleichen Vertau-

schungsrelationen wie die Komponenten des Vektors Js haben, nennt man

4
VEKTOROPERATOREN

[Ja,/iﬁ] = th Eafy fiﬁy. (634)

Sie transformieren sich W1S§dre1d1men51onale Vektoren. Ein Beispiel ist der
Ortsoperator Q usd P

Lé{ 2¢’:/ Nbf’,d’&’&&

6.5.4 Eigenwertproblem von Drehimpulsoperatoren

Wir behandeln in diesem Abschnitt allgemein das Eigenwertproblem von
Drehimpulsoperatoren, ba51erend nur auf $ep Vertauschungsrelationen

631). = &l auk far [ bpw. S
Durch Einsetzen sieht man, dass J = J2+ J2 j2 4+ J2 mit jeder Komponen-

te J von J Vertauscht wihrend die J unterelnander nicht vertauschen

Man kann daher J2 gleichzeitig rm@Komponente J,, diagonalisieren.
Dafiir nimmt man ubhcherwelse J.. Wenn der Hamiltonoperator rotati-

onsinvariant ist, kommutiert er ebenfalls mit ﬂ und J Man kann dann

seine Eigenzustdnde nach den Eigenwerten von J? und J. Klassifizieren,
z.B. beim Wasserstoffatom, was auch die Rechnung erheblich vereinfacht.

Die Eigenwertgleichung von J? und J. kann man allgemein in der Form

St .1 .t
J?|j,m) = h%a;l|j, m) ; Q/x "’177 /\/7z

jz |.7) m) = hm'j’ m)

schreiben: Dabei sind die Zahlen a; und m zunéchst noch beliebig.

Leiteroperatoren

Fur die Eigenwerte kéonnen wir nun dhnliche U'berlegungen anstellen wie
beim harmonischen Oszillator. Wir definieren dazu die
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6.5. Drehungen

LEITEROPERATOREN

Je = Jyxid, (6.35)

wobei offensichtlich JL = J-. Daraus lassen sich die Drehimpulsoperato-
ren in kartesischen Koordinaten zurilickgewinnen

A A 5.6.2023
N - (Jp + J2)
2 ~
. _ Gi-J)
B - 21

Die Vertauschungsrelationen fiir die neuen Operatoren lauten (Beweis durch
Einsetzen)

ey Ja] = A

[Jy, J_] = 2hJ, (6.36)
[j27j:i:] =0

Die J. sind Leiteroperatoren, da sie die Quantenzahl m um +1 &ndern:

jz (ji I]a m)) e j:t jz IJ: m> + [jz;'j:t] I]a m) (637)
m h-|j,m) :th.fi
— B(m =+ 1) (J;| 4, m>) (6.38)

J dndert nicht aj, den Eigenwert von j?, da [jh, Ji]=0,d.h.
P(Jelj,m)) = Jed?ljm) = hla;(Jslj,m)) (6.39)
= B e ]

und somit ist J4|j, m) Eigenvektor von J? zum unverinderten Eigenwert
h?a;. Daraus folgt

Jilj,m) = Cms lj,m£1) (6.40)
— CE——n —— RN

Die Proportionalitdtskonstanten C,,+ werden spéter iiber die Normierung
bestimmt.
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()
) (4] ]

S, = S5, +£i8,. (6.41) \¥

Das einfachste Beispiel fiir Leiteroperatoren sind die Spin-1-Operatoren

In der z-Darstellung wird daraus % (o, =+ io,), d.h. die Matrizen h(3g) und
%(°9). Daraus sieht man sofort die Leiternatur dieser Operatoren, namlich

dass 5. | —2)=|+2) und S_| +2)=| —2) gilt. f |~3D &0
Kann J.. beliebig oft angewendet werden wie beim harmonischen Oszilla- 4 1+2>=0 Y,
tor? Die Antwort ist nein, wie die folgenden Uberlegungen zeigen. Zuerst

beachte man, dass der Operator

A

P -J=J+J2 >0

(Erwartungswerte nicht negativ)

nicht-negativ ist. Daher gilt
(j,m](]:2 — JY|j,m) = K%*(a;—m?) =0 = a; >m? (6.42)
Wir haben also folgende Bedingungen:

1. a; >0, weil (¥|J?|y) >0,

2. Im| £ /a;

Damit j+ |7, m) nicht zu zu grofien, unerlaubten m-Werten fihrt, muss ein
maximales m.,,., (abhédngig von j) existieren, fiir das gilt
'
J-+—Ij: mmaz) ; 0 : (643)

Um m,,.; zu bestimmen, formen wir zunéchst den Operator J_J, um:

A

J_Ji = (Jo—id)(Jotid,) = J24+T2+i[Je, Jy] = J2— J2_nhJ, (6.49)

T —
ihJ
Dann gilt
0 2 J_Jo 1) = W05 = i = Mimae) s i)
also
&) = WimaeMynae + 1) (6.45)
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6.5. Drehungen

Wegen (6.45) bestimmt 1,4, den Eigenwert a; eindeutig. Wir konnen des-
halb m,,,. mit der Quantenzahl j identifizieren:

44, e R - /ﬁl‘f/ (6.46)

Analog muss ein Momin €Xxistieren, mit
J_ |3, Mmin) = 0.
Ahnliche Uberlegungen wie oben fiihren zu
Joj = P J2+hl, (6.47)

und schliefllich zu

a; = Mmin(Mmin — 1) (6.48)
Kombiniert man (6.45) mit (6.48), so erhalt man.® aj=()(4-1) = j(j+1)=a]
R (6.49)

Startet man also von |j, m,,;,) und wendet man wiederholt J. an, so erhélt
man (siehe (6.40))

n Mal
e

j+ e j+ |7, Mmin) X |J; Mmin + 1) . (6.50)
Das geht solange, bis man |7, Mmaz) = |7,7) erreicht, dann vernichtet das
nichste J,, gemaf (6.43), den Zustand. Damit genau 7, j) erreicht wird,
muss j — Mmin = J — (—j) = 2j ganzzahlig sein. Auferdem gilt j > 0
wegen Mmaz = J, Mmin = —J- Daher muss gelten:

§ = % n € No (6.51)

Die glantenzahl j ist somit halbzahlig oder ganzzahlig. Insgesamt er-
halten wir

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DER DREHIMPULSOPERATOREN

Pli.m) = K50 +1)]j, m) (6.52a)
J.|j, m) = Kml|j, m) (6.52b)

6Eine zweite formale Losung m.,;, = j + 1 wére grofler als mmaz-
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Symbol Name Wertebereich

j Drehimpulsquantenzahl j=73% n € Ny

————— =

m magnetische Quantenzahl | m € {—j,—j +1,...,5 — 1,5}

Tabelle 6.1: Quantenzahlen des Drehimpulsoperators.

Die Bezeichnung und erlaubten Werten dieser Quantenzahlen sind in der
Tabelle zusammengefasst. Dieses Ergebnis ist allgemein und héngt nur
von den Vertauschungsrelationen (6.31) ab.

In einem Eigenzustand | J, m m) von J? und J, ist der Erwartungswert von
J, und J, Null, denn aus J, , = (J4 = J_)/2 folgt

! - ] e . 2 3 ¥
(Jvml Jl‘ay |]1m> =Eh 5(.77m| ’J+ ljam> == §<J’ml J- |J,m> == O) (653)

da |7, m) und |j,m £+ 1) orthogonal sind.
Die Unschirfen von J und J erhalt marraus

(Gym| J2+J2 |4, m) = (j,m|J® —J2|j,m) = B (§(§ +1) —m?) . (6.54)
>= hquer’2 j

Aus Symmetriegriinden miissen beide Unschérfen gleich sein -
Andere Rechnung: siehe Ubungen
(Adg)? = (AJY)? = B (§(G+1) —m?) /2. (6.55)
Sie erfiillen die Unschérferelation, denn mit m < j gilt
Ao h2 N ...
AJeAJy =5 T) = 5 ((G+1) - m*—m) = o (§(j +1) —m(m+1))
(6.56)

Ak of gil<[“3]>l (A1) e
Interessant 1st auch, dass die rechte Seite voer grofier als Null

ist (auBer bei j = 0). Somit kann (J2) nie (J 2) erreichen, d.h. der Drehim-
puls lasst sich nicht vollstandig ,ausrichten”. Eine Ausnahme stellt der

Zustand mit j = 0 dar, da dann J,]0,0) =0 fiir alle a.

4Eine zweite formale Lésung mm,in = j + 1 wire grofler als mpaz-

207

>

0.

/


evertz
Underline

evertz
Line

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
>= hquer^2  j
>= 0

evertz
Typewriter
Andere Rechnung: siehe Übungen


6.5. Drehungen

Normierung

Als nichstes bestimmen wir die Proportionalitdtskonstanten C,.. in (6.40)
aus der Normierung (wir benutzen (6.44) und (6.47))

. SE B g ! : -
<.7: mlJJi-:J:hl]7 m> = |Cmi|2$‘7a m =+ 1|.7a == 12

=1

Cms? = (Gm|JzJelim) = (Gm|(J* = J2 F hJ.)|jm)
=R[{G+1)-m*Fm) = R(GG+1) —m(m=1))
Wir finden C,,,. = 0 fiir m = +j, konsistent mit (6.46) und (6.49).

Die Phase der C,,.. ist beliebig. Per Konvention wird C,, reell und positiv
gewdhlt. Wir erhalten somit das wichtige Ergebnis

Jeljym) = Bvji(G+1) —m(m*1) ljym=1) . (6.57)

Mit Hilfe von (6.57) kann man, ausgehend von |j, —j) (oder von einem
beliebigen |7, mo)) alle andere |j, m) explizit konstruieren.

Wir haben die moglichen Eigenwerte von J? aus der Kommutatoralgebra
abgeleitet. Das heifit aber noch nicht, dass in der Natur alle Werte von j
tatsachlich realisiert sind. Insbesondere entspricht j = 3 nicht einem Bahn-
drehimpuls (s.u.), sondern, wie im Stern-Gerlach Expm zdentzﬁzzert dem

Spin eines Elektrons. “1 4 “ 2
Generell gilt, dass Bahndrehimpulse ganzzahlige j- -Werte besztzen (s.u.). I-l Ib-
zahlzge Werte kommen durch Addition von Spin mit Spin und (oder) Bahndre—

 himpuls zustande.
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6.5.5 Der BahndrehimpulsoPerator im Ortsraum

Wir behandeln nun den Bahndrehimpulsoperator E (§.29) alleine, ohne
Spin, und l6sen sein Eigenwertproblem im Ortsraum. L erfiillt dieselben

Vertauschungsrelationen (6.31) wie der Gesamtdrehimpulsoperator J. In

den zuvor hergeleiteten Gleichungen fiir J kénnen wir daher auch iiberall
J durch L ersetzen.

Eigenwertgleichung in Kugelkoordinaten

Der Rotationsoperator e~L«/" bewirkt eine Drehung von Achsen, aber kei-

ne radiale Anderung. Daher kann I nur auf Winkelkoordinaten 6 und ©
wirken (wie wir auch noch explizit sehen werden) und es ist niitzlich, Ku-
gelkoordinaten (r,2) = (7,0, ¢) zu verwenden, mit

B lam) ~1"20000 [0

x = r-sinfcosp (6.58)
= r-sinfsinyp -
z = r-cosf Z:b /p/ﬂ/ ‘2 M/!/ﬂ.}

Der Bahndrehimpuls L ist ein Spezialfall des Gesamtdrehimpulses J. Man

kann deshally' Z? d@lelchzemg diagonalisieren, mit Eigenzustéanden,
die jetzt |l, m) statt |j, m) benannt werden. Die Eigenfunktionen im Orts-
raum sind die Darstellung der Eigenvektoren |/, m) in Winkelkoordinaten

0, p:

Y"™(0,0) == (6,0]|l,m) .

Sie heifSen Kugelflichenfunktionen (,,spherlcal harmonics’ ) Sie bilden eine
vollstindige Basis im Raum aller winkelabhéngigen Funktionen. Aus den
E1genwertgle1chungen (6.52a) und (6.52b) wird?>

SWir verwenden jetzt ausnahmsweise auch fiir die Differentialoperatoren im Orts-
raum Operatorzeichen.
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EIGENWERTGLEICHUNGEN DER KUGELFLACHENFUNKTIONEN

Ym(0,9) = (0,¢|l,m), (6.59)
T2ym0,0) = R U1+1) Y0, 0) (6.60)
L Y™0,9) = hmY(6,9), (6.61)

Von den Vertauschungsrelationen alleine wissen wir bereits, dass die Ei-
genwerte mh von L, ganzzahlige oder halbzahlige Vielfache von & sind.
Wir werden noch zeigen, dass beim Bahndrehimpuls nur ganzzahlige Wer-
te von m und [ moglich sind.

Ortsraumeigenfunktionen des Bahndrehimpulses

Die Berechnung der Eigenfunktionen Y;*(0, ¢) ist relativ langwierig. Wir
besprechen deswegen nur die Struktur der Rechnung, sowie als explizite
Beispielel =0und [ = 1.

Die Schritte sind die folgenden:

e Aus dem Bahndrehimpulsoperator wird im Ortsraum
[ =#xp > —ihrxV. ©6.62) ()

Diesen Differentialoperator kann man mit Hilfe von (6.58) in Kugel-
koordinaten umschreiben.

e Der Operator i produziert Rotationen um die z-Achse und wirkt
deswegen nur auf den Winkel ¢. Man findet die einfache Form

L. = —— (6.

Die Eigenwertgleichung von L, wird daher in Kugelkoordinaten zu

o N
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

mit der einfachen Losung

Y"(0,9) = €™ f(6), (6.64)

mit einer beliebigen Funktion f(¢). Bei einer Drehung um 27 gehen
die Koordinaten z, y, z eines Punktes 7 in sich selber tiber, und daher
tut dies auch der zugehorige Basisvektor |7).® Die Wellenfunktion
() = (Z]v) muss daher ebenfalls denselben Wert ergeben, woraus
folgt, dass beim Bahndrehimpuls m ganzzahlig sein muss. Wegen m €
{1, =l +1,...,1} muss dann auch 1 ganzzahlig sein.

e Wir konnen jetzt ausnutzen, dass beim hochstmoglichen Wert m = |
gilt L |l,m = [) = 0. Hieraus wird die Differentialgleichung (letzt-
lich nur in )

L. YH.9) = o,

wobei in Kugelkoordinaten

b~ F s i 0 ¥ 8
L:f: = LI = lLy = heiy(:t—a—e -+ lCOtO%) (665)

gilt. Nach Normierung bekommen wir Y/ (6, o).

e Die restlichen Eigenfunktionen Y, ™', Y/ ~2, ... erhdlt man dann durch
wiederholtes Anwenden von L_ und nachfolgendes Normieren. Das
Resultat ist:’

KUGELFLACHENFUNKTIONEN (m > 0)

Ql+1)(l—-m)! ., sin™f e ) 2
m 3 1 m L ptmy | i 0
Y0 ) (=1) \/ A (l +m)! . 24 d(cos @)i+m (sin 6)

P/™(cos )

>

Die Funktionen mit m < 0 erhdlt man tiber Y,”™ = (—1)" (Y;")"

Bei Spiegelungen 7 — —7 gilt ¥, (—7) = (=1)' ¥;"().
Die Funktionen P (cos #) heiflen ,zugeordnete Legendrepolynome”.

8Im Unterschied dazu erhilt ein Spin-1-Basisvektor wie | + z) bei einer Drehung um

27 ein Minuszeichen.
Beziiglich des Faktors (—1)™ gibt es auch andere Konventionen .
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s-Orbitale (s.u.)

p-Orbitale (s.u.)

m=1 '

6.5. Drehungen

Die Orthonormalitit_ (I, m|l',m') = &pdmm der Eigenvektoren wird zu

/ / dpdcosd Y™ (8,0) Y™ (0,0) = 61y O - (6.66)

Das Integrationmaf hat hier die bei Kugelkoordinaten erwartete Form
dQ) = dcos Ody = sin Odfdy.

ie Eigenzustinde sind auch vollstindig, entsprechend ), [I, m)(l,m| =
1i:

o0

l
S VT 0.0%"0.¢) = dcost —cost) Se— ) (667)

=0 m=-1

Daher kann man jede Funktion f (¢, ¢) in Funktionen Y, entwickeln:

oo l
f0.9) =3 > " ¥"(0:¢) (6.68)

=0 m=-1

Die Koeffizienten erhilt man wie immer durch skalare Multiplikation von
links mit (I, m’|. Im Raum der Winkelfunktionen wird daraus

= / / dpdcost Y (0,0) f(6.¢). (6.69)

Beispiele: Rechnungen fiir/ =0und/ =1

Der Einfachheit halber rechnen wir ohne Normierung.

@ Bei | = 0 gibt es nur m = 0, daher ist L,Y = 0und
LY =0 LY)=0Y=40.

Somit ergeben alle Generatoren L, von Rotationen bei Anwendung auf Y
Null. Deswegen muss Yy(f, ¢) rotationsinvariant sein, d.h. einc(Km

\/
Aus (6.64) wissen wir, dass
Yl = €% f(0)
Die Gleichung
t Beeraind o Bl O omet i[O cos
— e m e (2%} e ‘ ey m — 1P - g _ 1 .
0 5 | & e (89+LCOt96ap)YI e 691‘(9) sinﬁf(g)
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Kapitel 6. Symmetrietransformationen

hat die Losung f(#) o sin#, und somit Y oc e’ sinf.
Anwenden des Leiteroperators L _ ergibt

}/10 X [A/—}/ll =

und ein zweites Mal

Y o B EY = ™%

e'i'“’(—a2 +icotf

dp

dp

)e¥sinf) x cosf

—£+icotﬁi)cose x e ¥sinf .

06

Die niedrigsten Kugelflichenfunktionen, fir [ = 0,1,2, sind in Tab. 6.5.5
angegeben und in Abb. 6.4 graphisch dargestellt.

[ m Kugelflachenfunktion
1 0 Y? = /(cosb
£ ¥ = 5
2 0 Y? = 4/:&(3cos’0 1)
+1 |V = F\/2sinfcosfe™
|=2: d-Orbitale . .
+2 | V52 = /a2 sin® feFH?

Tabelle 6.2: Die ersten Kugelflachenfunktionen.
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Reellwertige Versionen der Kugelflachenfunktionen: siehe Seiten A100, A101
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Abbildung 6.4: Darstellung der ersten Kugelflichenfunktionen Y. Der
Radius ist proportional zu |Y‘J\ dargestellt, und die Farbe repréasentiert ‘

die Phase arg(an), mit (z.B.) griin= 0 und rot= 7.

‘Reellwertige Versionen der Kugelflachenfunktionen: siehe Seiten A100, A101 \
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