
Kapitel 5

Naherungsverfahren

Eine zentrale Aufgabe beim L6sen quantenmechanischer Probleme ist die
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren hermitescher Operato-
ren, vor allem des Hamiltonoperators

j}ldyn)   -En ldyn)                                                              (5.1)

Es ist allerdings nur in den wenigsten F5!J.en m691ich, gas Eigenwertpr£2-
blem anal tisch exakt zu 16sen. Dartlber hinaus verwendet man analyti-
sche und numerische Naherungsverfahren. Wir besprechen hier den Va-
riatiohsansatz, die sogenannte WKB-Ntherung, sowie wichtige st6rungs-
theoretische Methoden. Auf dem Weg dorthin werden wir auch, zusatz-
lich zu dem bereits behandelten Schr6dinger- und dem Heisenberg-Bild,
das Wechselwirkungs-Bild (Dirac-Bild) kennenlernen.

5.1    Variationsansatz

Der Variationsansatz ist fast immer anwendbar. Er kann besonders hilf-
reich sein, urn dieGrz/77dzustandsener ie eines S stems abzuschatzen, wenn
die exakte L6sung nicht bekannt ist und wenn auch kein kleiner St6r-
term vorliegt. Die Idee des Variationsansatzes besteht darin, einej2±][=i-
kalisch motivierte Testwellenfunktion" mit freien Parametern zu formu-
1ieren. Die Parameter werden so bestimmt, dass die Testwellenfunktion
die Eigenwertgleichung ,,so gut wie m6glich erftillt''. Dies ist wegen des
folgenden Satzes besonders hilfreich:
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5.1. Variationsansatz

SCHRANKEN FUR DIE ENERGIE  FINES BELIEBIGEN NORMIERBAREN
ZUSTANDSVEKTORS  |dy)

Eo   S    `#TJf)    s   Emex                                    (5.2,

Wir haben hier auch den Fall zugelassen, dass der (von Variationsparame-
tern abhangige) Zustand |dy) zunachst nicht normiert ist und haben des-
wegen durch (dy|dy) dividiert.

Der Erwartungswert der Energie in einem normierbaren Zustand liegt so-
mit immer im Eigenwertspektrum von fr und ist insbesondere immer gro.-
¢cr (oder gleich) als die wahre Grundzustandsenergie Eo. Der Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators
rr\er ctr\e obere Schranke

in einer Testwellenfunktion liefert daher im-
die exakle Grundzustandsener

Zum Beweis gehen wir von einem beliebigen normierbaren Zustandsvek-
tor |dy) aus und entwickeln ihn nach den Eigenzustanden |7i) von A

ldy)  =  Z=   171)  (7?|dy)  .

Der Ener
t

ie-Erwartun swert im Zustand ist

ET.6n'n,

(dylj}ldy)      z=n,n,(dyln,ffi(„dy)   _  Z=„  I(dy|rL)|2 En

(dyldy)             £n,nt(dyln)ee(n'ldy)
6n.T.,

Z=n  I (dy|7}) |2  (En
- Eo + Eo

Z=„|(dy|77)|2           |=o
>0>o

z=„ffiffi
Z=nng

>0

.z=„TAV|in).i2EO
Z=nHrmir2

Eo

Z="  I (7?ldy) 12

>_Eo

Daraus folgt das gesuchte Ergebnis E  2  Eo. Die Gleichheit E =  Eo liegt
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

dann und nur dann vor, wenn |dy) = |0), d.h. wenn |¢) der Grundzustands-
vektor ist. Mit analogen Uberlegungen zeigt man, dass E S Emax.

Zusatzlich hilft, dass ein schlechter Testvektor immer noch eine relativ gu-
te Energie liefem kann, denneine Ncherun nit Fehler a ftir den Test-
vektorergibteineNaherungmitFehlero(€2)ftirdieG_r±±ng+zustap.dsLs±r-±

ldy)=|0)+a(€)            =       G=Eo+a(€2)

Beweis:
Wir drticken den Testzustand |¢)  durch den Grundzustand  |0) und den
Korrekturvektor |A) aus, der von der Ordnung 0(€) sein soll:
:A).

((ol + (Al)jl(lo) + lA))

((ol + (Al) (lo) + lA))

(o|j}|O) + (O|j}|A) + (A|j}|0)--+ (A|jl|A)
(010) +  (OIA) + (Alo) + (AIA)

Eo(O|O) + Eo(O|A) + Eo(A|O) + (A|j}|A)

(Olo)+(OlA)+(Alo)+(AIA)        -,

Eo((o,o,+(OIA) + (Alo) + '(A A) -(AIA)

-  10) +

+ (AlfrlA)

(010) + (OlA) +  (Alo) + (AIA)

Eo+
(A, (fr -Eo) ,A,

-i  1` .1` _

a(1)

Ftir das Variationsverfahren wahlt man eine geeignete Schar von Vekto-r--i/Aals  TcsfzJekfo7'e7t.  Diese Wchl ist der Intuition bzw.  Erfahrung
tiberlassen. Die Vektoren |dy(A)) sollten sinnvoll, aber auchmathematisch
einfach sein, d.h. die Erwartungswerte sollten berechenbar sein. Der be-
ste Zustandsvektor innerhalb der gewahlten Schar ist dann jener, der den
Energie-Erwartungswert minimiert:
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5.1. Variationsansatz

VARIATIONSVERFAHREN

Minimiere    E(A) = (##i#^))).                                       (5.3)

Also

3i^E(A)=0      ±       ^op±      ±      E°Pt--E(hope)

Wenn die Zustande  |dy(A)) normiert gewahlt sind, ist der Nenner in Gl.
(5.3) gleich Fins.
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

5.2    WKB-Naherun

Die WKB-Naherung ist eine sogenannte sc7#z.kz¢ssisc7tc Naherung, benannt
nach ihren Erfindern Wentzel, Kramers und Brillouin (1926). Sie ist an-

___

wendbar wenn ein Potential vorlie das im Ort nur lan sam variiert.'   _ ___   __   _ _ _I_  __i._  _i:-,

Die stationare Schr6dingergleichung in 1 Dimension lautet

W€nn V konstant ist,

-%#¢(ce)=(E-V(ce))¢(tt)a/e±t'X

V(ff)=Vo,wirdsievonL4£±iE:gel6st,unddieallge-F~
meine L6sung lautet

dy(ff)  =  Ae£P-+  B€-£PZ    mit   #=E-Vo.

Diese L6sung hat @ei E > Vo) die Wellenlange A = ¥ = fig.

Der WKB-Ansatz benutzt eine analoge exponentielle Form:

¢(ff) =   A €:S(a,)

J#v"yl

(5.4)

Wenn man eine beliebige komplexe Funktion S(a7) zulasst, ist dieser An-
satz noch allgemeingiiltig. Durch Einsetzen in die stationare Schr6dinger-
gleichung erhalten wir

(s,(ff)
a
=  2m (E -V(ff))  +  ¢fis"(a;)

Wir entwickeln nun S (a;) n_ach PotenzilT_±=g±E (Motivation

S(a;)   ±   So(a;)   +  fist(z)   +  fi2S2(a;)   +   . . .

(5.5)

s.".,    "  5,-h,I,"

(5.6)

Einsetzen in (5.5) und Ordnen nach Potenzen von fa ergibt

fro   [(S6(ff))2 -2m(E -V(ff))]   +  fat  [-¢S6'(ff) + 2S6(a;)S|(ff)]    (5.7)

+ O(fa2) -0.

Well fa ein freier Parameter der Schr6dingergleichung ist,mtlssen die Ord-
en von fi einzeln verschwinden. Die WKB-NaherunT, verwendet die

_Lsifedingergleichung bis zur ersten Ordnung von_±. Die nullte Ordnung
lautet

(S6(ff))2   =   2m(E-V(a;))  ,
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5.2. WKB-Naherung

mit der L6sung

So(ff)  -  ± J2m(E -V(i')) da}' .

In der ersten Ordnung bekommen wir

2`Si(ff)   -
S6,(a,)            lsd(a,) I,

S6(z)             |S6(a;) I

(5.9)

=   £1n|S6(ff)I  ,                   (5.10)

somit

2¢Si(ff)   =  ln |S6(ff)I  +  konst  =  ln|V'2m(E -V(a;'))I  +  konst .   (5.11)

Mit der Abktirzung p(a;) = v/2m(E - V{EJ erhalten wir die

WKB-NAHERUNG FtJR DIE WELLENFUNKTION BEI EINEM LANGSAM
VARIIERENDEN POTENTIAL-

¢(tt)  --I k!:i:i,  ap t% I p(ce') dca')                         t5.12:]

mit p(a;) := /2m(E -V(z)) .

Der Exponent kommt von So(z)  und der Nenner von Si(ff). Die untere
Grenze des Integrals ist unwichtig; ihr Effekt verschwindet im Vorfaktor.
Wenn V(z) konstant ist,wird aus dem Inte al das Produkt p a; und wir
erhalten wieder L6sun en e±ipz

Fine Motivation fur das Vemachlassigen h6herer Ordnungen von fi ist,
dass die quantenmechanische Wellenlange A = fi2Z[ bei fi i en Null
geht, und somit das Potential V(z) in Einheiten von A immer konstanter
wird, d.h. die Naherung wind besser. Die Naherung ist
z.B. in dem Sinn, dass bei fi +  0 die Abstande diskreter quantenmecha-
nischer Energien bei gebundenen Zustanden gegen Null gehen, d.h. die
erlaubten Energien.werden darn kontinuierlich wie im klassischen Fall.

WKB-Naherun darn ut ist, werm'-
die Anderung der potentiellen Energie tiber den Bereich..eipe±JAie|le±±±J±
Konkreter kann man zeigen, dass die

=±S±:in.g:EeFP_bL=:=i=e_r__kin:_E:Lch±r]±=±=±.,¥_:\¥ah::mgT:|T\qabe^rI      ,     \  I               '  rl           T ,,     \  I              ,\an denen  |p(#)I  =  |E -V(a;)I  =  0.zumindest an den Stellen ff un
Dies sind (Schr6dingergleichung) die Wendepunkte dy"(z) = 0 der Wellen-
funktion.
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Transmission durch eine Barriere.

Der Hauptnutzen der WKB-Naherung liegt in einem schnellen qualiL±±fi-
ven Verstandnis des Verhaltens der Wellenfunktion. Fin Beispiel ist das
Turmeln durch eine ortsabhangige Turmelbarriere. Wir betrachten ein Po-
tential, dass von a;1 bis ff2 gr6Ber ist als die Energie E sein soll, berticksich-
tigen na.herungsweise nur den nach rechts laufenden bzw. exponentiell ab-
fallenden Teil der Wellenfunktion, und vernachlassigen den Vorfaktor der
Wellenfunktion. Wir ignorieren auch, dass die WKB-Naherung zumindest
an den Stellen ff 1 und ff2 nicht gtiltig ist. Der Transmissionskoeffizient ist
dann in dieser groben Naherung

I_'
ldy(cc2)12

ldy(ffl)12

~~  exp(% I::  dce JEiTTETfyTm)).      (5.1g)

Bei konstantem Potential stimmt dies bis auf einen Vorfaktor mit den frtl-
er berechneten ex onentiellen Verhalten des Transmissionskoeffizienten

tiberein.
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5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

5.3    Zeitunabhan e St6run stheorie
^c R 8erttlan

Ein approximatives Verfahren zur L6sung des Eigenwertproblems bietet
die St6rungstheorie. Urn sie anwenden zu k6nnen, muss fol endes elten:

EZ,

1.  Der Hamiltonoperator muss sich aufspalten lassen: fr = fro + jf (A),
wobei die 'St6rung' fr meist von einem Parameter A abhangt.

2.  Die Eigenwertfleichung von J}n muss gel6st sein.

j}o  1@10))   -   Eio)  1@10)) (5.14)

^

3. ]2±e St6rung muss ,,klein" sein: ,,jf << Fit:[=±±±

Bei vielen praktischen Problemen lasst sich fr in der Tat so zerlegen. Der
einfachste Fall ist der, dass die St6rung zu A proportional ist:

^^^

H__=  E6  +  ^Hi         .                                        (5.15)

Diesen Fall werden wir im Folgenden betrachten.
wert leichun

Wir werden die Ei
nach Potenzen von A sortieren. Dieses

r\er\I\:I mal\ S chrodin ersche Storun srechnun

5.3.1    Nicht entartete st6run stheorie

Nahemngsverfahren

Wir behandeln zunachst den Fall, dass E£°) nicht entartet ist. Weiter neh-
men wir an, dass die Ei enwerte und Ei

----       ^
envektoren von A nach A ent-

wickelt werden k6nnen

lan)(J#a`     |®£o))      +         ^|a}£1))         +     ^2i@£2))         +    ...
Enue`~      E#o>     +        ^E#1>           +     x2E#2>           +...        (5.16)

Der untere Index n nummeriert hier die Eigenwerte und Eigenvektoren.
Der obere Index (0) , (1) , (2) ,...  gibt die Potenz von A an, steht also fur die
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Ordnung der Entwicklung. Man beachte, dass die Indizes in der tiblichen
Notation fr = j}o + ^j}i dazu nicht passen.

ibt auch Falle, diezu einem nichtanalytischen Verhalten fuhren, das
sich nicht nach A urn. A =  0 entwickeln lasst, wie z.B. die Funktion e-£
Letztere taucht in der Quantenchromodynamik (EEL Theorie der ,,star-
ken Wechselwirkung" zwischen Quarks) auf .

are/,
dLed   ..

j`'a{.1
`,?.-

Die Eigenvektoren  |@(0))  des ungest6rten Problems sollen normiert sein.
EinsetzenderReihenentwicklungGl.(5.16)indieEigenwertgleL4±ngj}ldyn)=
E7t |¢7t)  1iefert

(j}o + ^j}i)  (,@|°,, + A,@9 + ^2,@|2,, + ...,-
=  (E£°)  + ^E#) + ^2E£2) + . . . )  (|q,£0))  + ^i@£1)) + ^2i@t2)) + . . . )

l^7ir sortieren dies nach Potenzen von A:

froi@£O>)+A(j}[|®#J)+froi@#>))+^2(j}[i@#J)+j}Oi@£2J))+...a

Ei°'|@|°')+A(E;1'|@|°')+Ei°'|@9)_

+ ^2 (E£2)|@£0))  + E£1~)|@£1))  + E£°)|@£2)))  +  . . .     (5.17)

Da die Taylorentwicklung ftir beliebige A gelten soll,
en individuell tlbereinstilnlnen

Lj(!)

mtissen die einzelnen
Ordnun

a(^0)  :                                  j}ol@1O))  -Eio)l@1O)) (5.18a)

o(^1)  :        j}]|@£0)) + j|o|@£L))  =  E£L)|@£°))  +E£°)|@£]))                    (5.18b)

o(^2)  :       j}[|@£1)) + j}o|@£2))  = E£2)|®£0)) + E£1)|#)) +E£0)|@£2))

(5.18c)

E±rgiekor_rekturersterordnung_

Die Gleiciiung 0-ter Ordnung (5.18a) entspricht dem Eigenwertproblem
des ungest6rten Hamiltonoperators. Urn die Energiekorrektur erster Ord-
nung zu erhalten, multiplizieren wir G1. (5.18b) von links mit (@£°) I
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5-3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist somit einfach der Erwartungs-
^\

Eigenzustand  I qt£°) )  des ungest6rten Systeris:rators imwert des St6r
En - E#) + + . . . ' nit

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG

Efi>    =    (®£O>ifrLi@£O>).                                                      (5.19)

Das bedeutet auch, dass die Gesamtener
den Erwartun

ie bis zur ersten Ordnunf durch
swert des Gesamt-Hamiltono erators im Eigenzustand

4¥est±rten Svstelns gegeb±± !
En  -(@1O)lj}I@1O))    +   a(^2)

L   a rf.  +`if'
Vektorkorrektur erster Ordnun

£js=:::::::i:::[nd;efrK::::5.T8rbT:odneEEge=ytetk:Sr,,gfeug:5werden.Da_

(@LO)Ij}1l@1O),+ee,#-),
FLO)(®LO)I

(®LO)Ij}1l@1O))

(@LO)l@(I

Aufgrund der Annahme, dass E£°)

Efo,t@LO>,@£i>>+E#Jen
=0

(Ei°)-FLO,)(@L°,,@|1,,
(®#)lj}1l®1O))

E#) - FLO) (5.20)

nicht entartet ist, verschwindet der
Nenner nicht. Er k6rmte aber sehr klein sein
his auf in = 77 alle Koeffizienten

(s.u.).  Gl. (5.20) s ezifiziert,
der Entwicklunf des Vektors

Basiss stem

1®11))     -I:  l@#))  (@#)l@11))a-'tr+.
-     |@1°))(@|°)|®|1))   +   Z=  |®L°))  (®#)|@|1))

rmfro

@10))(@10)1@#))   +   Z:  1@#))

T=    m±n
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Der Entwicklungskoeffizient  (@£°) |@£L))  ist durch Gl.  (5.18b) nicht festge-
legt. Wir zeigen nun, dass erzu Null ewahlt werden kann. Urn dies zu
sehen, muss die Normierung des Vektors  |®7b)  in der betrachteten Ord-
nung in A bertlcksichtigt werden

1@,,)
1@10))  + ^1@11))  + a(^2)

[tt®£O,,+^t@£],,+Ot^2,jt,@£O,,+A,@£[,,+Ot^2,jr
1@10))  + ^1@#))  + a(^2)

((@|°) |@|1))  + (@|1) |@|°))) +o(^2)

[1 -:®+ a(^2,]  (,@10,,
l@io))  + ^l@il))  + a(^2)

+^1@11)) •0(^2))

Von der zweiten zur dritten Zeile haben win die Taylorentwicklung
1                                            1                                                  1                  _,    n`I=  1  -  Zff  +  O(ff2)

7E=  =   1 + ±ff + O(ff2)
benutzt. Durch die Normierung darf sich-das Ergebhis ftir |®7,) in der be-
trachteten Ordnung A nicht andem. Somit muss gelten

rc  =  2Re(@£°)|@9    ±   0  +  a(A) .

Dies erreicht man arm Einfachsten durch die W¢feJ
rekturvektor ist darn or#io onal zu

- 0. Der Kor-
. Wir erhalten damit die

KORREKTUR ERSTER ORDNUNG  DES EIGENVEKTORS

@„   -I  ,@"  (@E;:,,:1:®#:0,),                                       (5.22,mj£71

(@|°)|@|1))     -    0                                                                                                       (5.23)

Wir k6nnen nun auch quantifizieren, was ,,jii << j}o" bedeutet. Damit G1.
(5.22) eine gute Naherung ist, muss

A (@#)lj}1l®1O))

E#O)  - E#)
<=L      V-±TIJ
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5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

Wenn die St6runf klein ist, gentift es haufi£, den ersten nicht-verschwindenc
Beitra zu berechnen. Falls die Reihe nicht schnell genug konvergiert, kann
es aber n6tig werden, bestimmte Beitrage zur St6rungstheorie bis zu un-
endlicher Ordnung aufzusummieren. Hierfur gibt es so genannte diagram-
matische Methoden.

In der Praxis geht man nur selten tiber die KOITektur erster Ordnung fur
die Vektoren hinaus.  Allerdings ist es  oft notwendig,  Energiekorrektu-
ren zweiter Ordnung zu berechnen, insbesondere wenn der Beitrag -6isi=r
Ordnung verschwindet, z.B. aus Svmmetri§g=j±±de?.

Energiekorrektur zweiter Ordnung

Wir multiplizieren Gl. (5.18c) von links nit (@£°) I und erhalten

Eio)(a,#l

(@10) I jill @11) )  +  (@10) I

a,12) )                                                                             o-\
@£2))        =     E£2)  +E£1)  (®£°)|@£]))+E£°)(@

(®1O)lj}1l@11))_-

Einsetzen der Gl. (5.22) liefert somit

Ei2)    -Z= (®|°)|j}i|®#))
m±77

(@#)lj}1l®1O))

E#O)  - E#)

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG

E£2) = m±[ -(®E#£)o')fr= '=i:;)  2                                       (5 25)
m±n

Die Korrektur 2. Ordnun zum Grundzustand (n=0) ist immer negativ, da
=0   Vm±0
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

5.3.2    Beispiel: Spin-1/2 Teilchen im externen Magnetfeld

Wir wollen nun ein einfaches Beis iel exakt 16sen und anschlieBend mit
dem Ergebnis der St6rungstheorie vergleichen.
Wirbetrachteneinspin-±Teilchenin einem externen Ma

fro  ±  -#Bzjz. Die Eigenvektoren dazu sind die

etfeld 6 = Bze-z
in z-Richtung, Bz > 0. Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet

envektoren von S„
d.h. |±2;), mit den Eigenwerten F#Bz

Als St6rung schalten wir nun ein B-Feld in x-Richtun
tonoperator lautet darn

hinzu. Der Hamil---1
H    ---|JBzSz  -LLB£Sa    -..     flo  +  ^H1

rrfu     ITTh'
A := g=,     und  j}i := -4BzS£ .

L+

(5.26)

(5.27)

Wir werden das Problem sowohl exakt a±s auch mittels St6rungstheorie
16sen. Bei der exakten L6sung gibt es keine Einschrankung an Ba;. Bei der
St6rungstheorie brauchen wir einen kleinen dimensionslosen Parameter
und haben dazu das Verhaltnis jE2£j2z verwendet. In Hi taucht deswe
Bz auf. Ftir die St6rungstheorie muss dann |^| = |Bz/Bz| << 1 gelten.

Exakte L6sung

l^7ir k6nnen das Problem durch Dia onalisierun der Hamilton-Matrix ex-
akt 16sen. In der Sz-Basis lautet sie (mit Sz i

I+z,)            I -2,)

I+2,) _p%Bz     _u%Bce

I -2,) -uh-2B@        |Jh-2Bz

und Sz i

Die Eigenwertgleichung j}|dyn) = E7L |dy7,) ist in Matrixform

-# ( ::  _Bjz ) ( !: )  - En ( !: )
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5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

Fine nicht triviale L6sung existiert nur, wenn

-¥ ( ::  -Bjz ) -fiE„
Daraus folgt

-E:-("g,2(B:+82,   i   o

E±  =  ±428,     mit  B:=vfiirty

Dieses Ergebhis hatten wir
Wahl

auch einfacher erhalten
der z-Achse in Richtun des Gesamt-Ma

(5.30)

k6rmen, namlich 4±
etfeldes der Starke

woraus sich so fort (5.30) ergibt.

Als nachstes bestimmen wir die Ei
genwerte ±#8 § in

8,

envektoren exakt.   Einsetzen der Ei-
die Eigenwertgleichung (5.29) liefert

(( ::  -Bjz ) : fig)  ( !: )   -  0
+

Aufgrund der verschwindenden Determinante gentigt es, die erste Glei-
chung zu erfullen, (Bz ± 8) ¢i +-8. dy2 = 0. Bis auf die Normierung lautet
der Eigenvektor somit

rektur erster Ordnun verschwindet hier, und die Korrektur zweiter Ord-

FtirdenspaterenVergleichmitderSt6rungstheorieELehmenwirn_uniE.
±ass^k:leinist\mdentwickelndieexakteLesungnach^-=BBrfez.

E± ± ±#gv'5ZTEF  =  ±#2Bz/ITiz  =  ±#gBz  (i±+o(^4))

(5.31)

Die Energie in nullter Ordnung in A ist somit ±87afi/2. Die Energiekor-

nung lautet ±(BZAfi/4)^2. Ftir den Eigenvektor zu A+ lautet die Reihen-
entwicklung

+  a(^2)

166

(5.32)

h h

h h

evertz
Line

evertz
Typewriter
17.5.2021



Kapitel 5. Naherungsverfahren

und fur den Eigenvektor zu E_

t%:j_   ~   (:j  +ex:j  +Ot^2,.                t5.33,

Der Zustandsvektor erhalt hier somit schon in der ersten Ordnun
Korrektur, die Ener ie aber erst in der zweiten

£±!:±±±g§theore!i_s_chLs__Le_su|±g=

Bei der exakten L6sung war die Gr6Be von 8. beliebig. Wir verlangen nun

|^| = |#| <t 1. Wir identifizieren gemaB Gl. (5.27)

Ho___uBzSz    ur\:a    i z±___,LBzsca

Die Eigenl6sung von j}o ist

@i?2)   =   1±2;)     ;        E{?2)   =   F4:Bz~: (,p/(o,,o)I,.)qo
E=-E=

Der Index 7t, welcher die Eigenzustande nummeriert, nimmt hier nur die
Werte  1  und 2 an. Die Matrixelemente von ffi
portional zu o-„  =   ( ). Daher gilt

sind in der z-Basis pro-
|S€|@£°))   =  0 und somit

iekorrektur erster en wir es al-
so mit einem Fall zu tun, in dem es notwendig ist, die Korrektur zweiter
Ordnung zu bestimmen. Ftir die Nichtdiagonalelemente (d.h. 7t i in) von
frL gilt (@#J ifrL i@#>)  = -4g Bz und

I(@#,,Ill,@10,,12

Ego) - E#)

Die Korrektur erster Ordnun ftir den Ei

("2 Bz)2
2Eio)

enzustand lautet:

1@#))   -   Z=   1@#))
rr{±n

(@#)lj}1l@1O))

E#0) - E#)
I-#m=n,®#,,-±:m=m,@#,,
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5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

Weil es in diesem Beispiel nur 2 Zustande gibt (7b = 1, 2), enhalten die Sum-
menjeweilsnur einen Summanden. In Tabelle 5.3.2 sind die ErgebrLisse fur
die Eigenwerte und Eigenvektoren zusammengefasst. Sie sti-en in der
betrachteten Ordnung nit den exakten Ergebnissen in den G1. (5.31, 5.32
und 5.33) _gperein.

1@1°))        E£°)            E£°)+^2E*2)          ^i@#))

_hEth
2

hE±
2

-#(1+!^2)      il-z)

¥(1+!^2)    -il+z)

TaLbdile 5.1.. Beitrdge zur Stijrungstheorie.

5.3.3    St6rungstheorie ftir (fast) entartete zustande

Wir wenden uns nun dein Fall zu, dass es
mindestens einen weiteren Zustand

I. (5.24) gilt

(@#ljlll@#))
J® - FLO)

(5.34)

ftir einen betrachteten Zustand
1@#)) gibt, ftir den in Gegensatz

*1.

In diesem Fall bricht der bisher betrachtete Formalismus zusammen. Den
Extremfall stellen entartete Zustande dar, bei denen E# - EL°)  =  0 fur
bestimmte in ± 7i ist.

-.     [TE{oa).la    .       .         tE#tJ     ------.- E

Abbildung 5.1 : Eigenwertspektrum

Wir betrachten das Eigenwertspektrum von j}o  (Abb.5.1). Die Eigenzu-
stande von j}o benutzen wir weiterhin als Basis. Wir wahlen einen Referenz-
Zustand 7to und dessen Nachbarschaft 7}a  <  7to  <
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

dieses Bereichs kein Entartungsproblem auftaucht:

(@#lj}1l@1O))

E#Oo)  -  Ego)

der ,,auf jv"

<=L      VrffyJ     ,

=  {7ta, 7ta  +  1 ,..., 7to ,..., 72b}.

erator

i    -Z=,@!O),(®!O),,
`€JV

iiziert, d.h. in den Raum
fro, die mit 7io (fast) entartet sind. Das

0  -fi-P

de¢enigen Eigenzustande von
Ill

Komplement von P ist

-Z=l@!O))(@!O)I

i,¢N

(Die Projektionsoperatoren A und G werden nur in der folgenden Rech-
nung verwendet und haben nichts mit dem Orts- oder dem Impulsopera-
tor zu tun.) Wir teilen nun fr wie folgt auf

fl    =   flo+(P+C)).^Hifp+Q)   --
=i

Ho + P^HIP-  +

Ho   +   ^H1

E-
=i

P^HLQ + Q^flip + Q^HiQ

Wir betrachten den Operator j}o. Er hat
P dieselben Matrixelemente wie

auBerhalb von ^/ we en der Pro-
j7o. Di-e Matrixelemente zwischen

Zustanden innerhalb und auBerhalb von ^r sind wegen der Projektion j5
Null. Dagegen hat fro innerhalb von A/ die Matrixelemente

Amm   :-   (fro)in"

Die Matrixdarstellun

(@#)|jEo|@£°))   =   6mnE£.°)  +  (@#)|^j}i|@£°))  ,          in,n  €JV.

von j7o hat/
(: T,-I ,.prrd.::
{ ¢f,'3 Vrfo  ff '

somit folgende Blockgestalt:
rl

Nil (5.35)
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5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

A ist eine Diagonalmatrix An„ = Jnn;E£°), weil hier nur J}o auftaucht und
wir in der Basis der Eigenzustande von Ho arbeiten.

Man kann fro in Dia onalform brin en, indem man die Matrix A dia
nalisiert. Dies stellt in der Regel kein Problem dar, da der Raum der (fast)
entarteten Zustande meist ,,klein" ist (Dimension < 1000).

E_§ sei|||!un H o auf diese Weise diagonalisiert (also exakt gelost) worden, mat exaL

ten Ei enwerten E£°) und exakten Ei envektoren

die Vektoren

. Man beachte, dass

@£°) )  auBerhalb von ^/ weiterhin Eigenvektoren von fro
von ^/ erfeben sich als Linearkombi-sind. Die Eifenvektoren innerhalb

nationen der bisherigen Eifenvektoren irmerhalb von ^/ :

1610,)-acn. @!0,)     J"„"r.-4

Wir haben nun fur die St6rungsrechnung einen neuen Ausgangspunkt
_ __  ___  ,:-1

H  --~Ho  +  ^~HL                                         (5.36)

"it fro =  Ho + P^Hif' urrd fri =  PfliQ + Qflip + QfliQ. Wit welren
ursprtinglich am Zustand 7z,o interessiert. Wir k6nnen aber auch gleich die
Korrekturen ftir alle anderen Zustande in A/ untersuchen. Ftir diese Zu-
stande berechnen wir jetzt die Korrekturen zu Energie und Zustandsvek-
tor aufgrund von jri .
Die Ener iekorrektur erster Ordnung ist

££L7  =  t6£O)ifrLi6£07>

st |6%) eine Linearkombination der Zustande aus dem von i
-_                                                       ^  - _

Raum. Daher gilt 0|6%)  =  0. Weil nun G in jedem Term
ZI

von Hi vorkommt, ist

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG  (RELATIV ZU E£°)),
INNERHALB VON A/

~E(nL)=0.,         n€N         ,                                   (5.3;7)
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

denn die linearen Einfltisse von J}i wurden bereits bei der Diagonalisie-
rung von Ho berticksichtigt.

Wir berechnen nun die Korrektur der Zustandsvektoren. FtiraJvgilt

I-

la&)-Gl@#',

f,i61°))  -i61°))

G16#))  -o

1611))  -Z=  16#))
m7±77

m€N

(6#)ifrii6io))
Ego)  - E#)

=frLi6£O>>=GjiL|6£O>>

(6#)lGj}1161O))

E#O)  - E#)
a  in 4W   tw3Att  <fi

(6#)I  -(®#)I
£LO) - FLO)

== __-E: -- -Gf,

Somit sieht die Korrektur beim (fast-)entarteten Spektrum von jJo formal
ahnlich aus wie beim nicht entarteten Spektrum.

.KORREKTUR ERSTER ORDNUNG  ZUM ZUSTANDSVEKTOR BEIENTARTUNG

Q

6S,  =a,6#,> t6#i±L±6#:0,>> ,      6kIV                        t5.38,u.a...mtNa~D-Erz-`E:,ii¢

Wie wir gerade gezeigt haben, sind die in dieser Beziehung auftauchenden
Matrixelemente von j}i dieselben wie von ffi.
Mit analogen Uberlegungen erhalten wir auch die

171

evertz
Underline



5.3. Zeitunabhangige St6rungstheorie

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG  BEI ENTARTUNG

ng,  =a t6£#£'Ol,fr_il:;:;> 2 ,        n €AV                                   t539,

In Gl. (5.38) und (5.39) tragen nur noch Zustande in a ^/ bei, so dass -wie
es das Ziel LmsereI---tJberleEung-en war - der Ninnei ietzt nicht mehr zu
klein wird.
namlich A (6#)ifrii61o))

gno  -gmo

Die Grundlagen ftlr die Anwendbarkeit der St6rungstheorie,
-,r\\    ^     -,r\\    1

¢< 1, sind dadurch sichergestellt.

Wenn auBerhalb von ^/ keine weitere Entartung auftritt, kann man die
Enerfien und Eigenvektoren zu 7t d A/ mit den Formeln der nicht-entartete

berechnen, wahlweise relativ zu j}o oder relativ zu HoSt6rungstheorie
Ansonsten muss man die obigen Uberlegungen mit dem Ort 7t der neuen
Entartung als neuem Bezugspunkt 7to wiederholen.
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5.4    Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

Haufig interessiert man sich fur zeitabhangige Hamilton-Operatoren. Zum
Beispiel ist man daran interessiert, was mit einem Atom passiert, wenn
man elektromagnetische Wellen einstrahlt. Auch hier hat man die M6g-
lichkeit, das Problem perturbativ  (st6rungstheoretisch) zu untersuchen.
Der Hamilton-Operator

fl (i) - Ho + fit(t) (5.4.,   (tw  Al

soll jetzt aus einem zeitunabhangigen Teil fro und einer zeitabhangigen
St6rung fri (t) bestehen. Das Eigenwertproblem von fro

Hg@--fn®n_)
\,---T±,

soll gel6st sein.

(5.41)

In der Praxis benutzt oft man die  L6sung des zeitabhangigen Problems,
urn mit Hilfe von Ex erimenten Rtlckschltisse auf das Ei

zu erzielen. Dies ist analog zur klassischen Physik, in der man
z.B.  einen Oszillator von auBen mit einer periodischen Kraft mit einer
Frequenz w anregen kann. Wenn man w kontinuierlich variiert, wird die
Amplitude der erzwungenen Schwingung bei der Eigenfrequenz des un-
gest6rten Oszillators maximal sein. Man kann auf diese Weise auf die Ei-
genfrequenz (bzw. Federkraft) und die Reibungskrafte rtlckschlieBen. Bei
Quantensystemen ist eine analoge Vorgehensweise oft sehr erfolgreich.
Weil man dann die Starke der aneren Anregung fri unter Kontrolle hat,
kann man erreichen, dass ,,Hi << Ho" eorle fur
die Analyse der experimentellen Ergebnisse verwendet werden kann.

Wir werden in diesem Kapitel vor allem die Situation betrachten, dass die
St6rung erst zu einem Zeitpunkt to eingeschaltet wird. Vorher soll sich
das System in einem Eigenzustand von fro befinden. Wir werden die Zeit-
entwicklung des Zustands berechnen sowie die zeitabhangige Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in einen anderen Eigenzustand von fro.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

5.4.1    Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild)

Es ist g{instig, die Dynamik des Systems in Anteile aufzuteilen, die von
fro bzw.  von fri  herrtihren.  Die Zeitentwicklung eines Zustandes nach
dem Gesamthamiltonian fr(t) = fro + fri (t) wird durch die zeitabhangige
Schr6dingergleichung bestimmt:

bh3tttiqs(t»  =  H(i) iqs(t» .

Der obere Index ``S" steht hi ``Schr6dinLgeHj±£::   (fr(t) = frs(£)).
Die Zeitentwicklung im vollen System lautet

19s(t,,    -£.(t,to,    Itys(to,)  ,

(5.42)

wobei im Fall kommuterender Operatoren G1. (3.9) D(€, to)  = €-i J:i j}(rfty

gilt. Die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands I ® (€o) ) im ±±p-
gest6rten Svstem lautet

l®s(t,)    - e-Lh(i-to)Ho i@st€Oj>    =:  fai@stto>7 ,                t5.43)

wobei wir den Zeitentwicklunesoperator von fro mit fro abgektirzt haben
und in diesem Kapitel die Arguin--ente (£, to) weglassen. Es ist sirmvoll, den
einfachen" Teil der D amik, beschrieben durch im Zustandsvektor

±es gest6rten Systems abz_uL=p±±!s=n. Dies geschieht durch Einftihrung des
Wedhselwirkungsbildes (= „Interaction Rep±±±Lsenta.qp±:i±±±SEi±±:I
Der Zustand im Wechselwirkungsbild wird mit dem Index ``J" (Interacti-
on) bezeichnet.

ItyJ(t))    :-e+i('-to)Ho  lgs(t)) =¢ot Igs(t))   -¢ottr  lty

Die Zeitableitung von (5.44) 1iefert

ih#±,rtyl(t„--flo e%(i-to)Ho
ltys(t)) + e%(t-to)flo 4h i

Wirbenutzen (5.42) und erhalten   ftf/  4/ a #'®`  h¢

ih%±,ql(t,)

frlJ(t)    19'(I))
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wF:CHSEINTR:KJJNC:SHun       ( Oaw}ho/. tryii

luJ(I))      '.- trj   i9s(t))         =    trotgr  i®s(fo))                         (5.46j

Uo-- €_ i (t-to)fro                                                                               (5.47)
_  -_ _-

zh#tlrtyl(t,,--fr+J(t)   lgJ(t))                                                                  (5.48)-

frl/(t)     - a+O  i ls(i)  fro.                                                            t5.q9\
_~

Diese Aufteilung ist analo zum Heisenber bild, wobei dort der volle
Zeitentwicklungsoperator giv statt t}o benutzt wurde, so dass dort
|dyfJ(t))  =  grt(£,to)   itys(t))  =  grt(t,to)0(t,fo>   |gs(to))  =  i9s(to)) gilt.

Eigenbasis von fro

Das Eigenwertproblem von fro soll gel6st sein (Gl. (5.41)) fro |®„)  =  €„ |@7t).
IAfirwerdenalleEreebnisseinderE±g€^LnFas_is_vQLn±riij±eL±Indieser
lautet der Zeitentwicklungsoperator tJo (Spektraldarstellung 3.34)

und die Matrixelemente 5.49

(5.50)

(@m|  ¢J  frLS(t)  Oo  lan)    =    e+i(t-t°)Cm(@m|  fits(I)  lan)€-i(t-€o)€n  .   (5.51)

5.4.2    St6rungsentwicklung der wellenfunktion

Wir entwickeln I 9J(t))

wobei

lu/(t))    -i  lu/,¢(t))

von der Ordnun
dung vor\ HI

(art, ¥wj##k:dr/Way  ,
t5.52,  h.fife

d.h. die ¢-malige Anwen-
auf den Anfangszustand enthalten soll.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

Einsetzen in (5.48) und Sammeln der Potenzen von frf auf beiden Seiten
ergibt eine Rekursionsgleichung

bhgttt|qJ.¢4±±L(t))   =  ±±;±±|qJ.4t))     ,     P>_o.                  (5.5&)

St6run ab den Zeit unkt to

Wir betrachten nun den Fall, dass die St6rung fri (i) vor dem Zeitpunkt to
gleich Null ist. Darn gilt

lu/,`=O(to))     -      Ity(to)

lgJ,€=0(to))     -      0.

-t=lv}lLIS

Der Anteil mit J  =  0 enthalt keinen St6ro erator und ist daher er Kon-
struktion nicht von der Zeit abhan Gleichung (5.53) kann nun iterativ

gel6st werden:1                                                                                 a?

%o  e,L`d.L  ;±`«.i  (#S,&,=idxp(„=ity(±o)),3~2+i"^.6`fjw>3e

iql9e+1(t»    =    _ih  |t  f r|(T) |ql.e(T)) dT                                           (5.54)
VUU

Der Term erster Ordnung lautet somit

q|,1(t»  =  _%  I+t_Hl(T)dT   IP_(3P|

und der Term zweiter Ordnung

ltyJ(2)(t)) }f (`1)    ItyJ,1(tl))

di2 H:(t2)   lq(to))  .
I,

(5.55)

(5.56)

twir nehmen bei dieser Schreibweise an, dass die Operatoren ffi (t) miteinander ver-

tauschen.
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5.4.3    Entwicklung in der Eigenbasis von fro

Wir drticken jetzt (5.54) in der Eigenbasis von fro aus. Dazu entwickeln
®n)Vo_nHo:2_-

gJ(t,,  -  I: 1(t)
n

tyJ4t))   -  I: ¥?(f)
7}

cnth   -£  c(ne,(t,.
e=0

rmnH

l@7t)   .-

1®7})   .
I

(5.59)

Einsetzen in (5.54) und Multiplizieren von links nit (®m I liefert mit 5.51:

#1)(i,--IhEfo (®m|friJ(7.)len)

e+*cmT    (@m|j}ts(7.)|a'n)   €-i"

c£`)(7-)d7-.         (5.60)

Mit der Abktlrzung wm„ := £m# lautet die rekursive Gleichung (5.60) fur
die Entwicklun skoeffizienten:

Man beachte, dass hier mit Hi,77m (7-) ±±_M9tri?te_|S_Tepte _qes __€±++gr¥|Zi°_r_S
fr[S (7-) in der ungest6rten Eigenbasis bezeichnet sind. Die 4

an818en
= 0 Koeffizien-
des Zustandes

2Die Entwicklungskoeffizienten des Zustandsvektors im Schr6dingerbild

|tys(t))  = Z=n c£(t)  lan) Sind dam gemaB (5.46) c£(t)  = €-*€n(t-t°)  cn(t).
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

vor E]cnm:h;t]:;n=decrms(::)m=i    /4 verjed,gal th.C" 'z ""//

Aus (5.61) folgen die Koeffizienten erster Ordnung

c#)(f)   -   -iI Hi,mr.(T)ewmnTdr

Der nachste Iterationsschritt liefert:

± =   -°-hF |tto dr H1,inn(T)ewmnTclnL)(T)

(5.63)

(5.64)

-(8-hfElk_H-(T,ew-T=cn,kT,=nd,,eunap,
_-           77,   -

5.4.4    0bergangswahrscheinlichkeit

WiruntersuchenimFolgendendieexperimentellrelevanteFrage:jAZE±Lnn
?)  ist, wiedasS stem zur Zeit t im Zusta-nd grog _i_st darn die Wahr-_.  _i___   _       __           I

scheinlichkeit, dass es zur Zeit t  >  to im Zustand |@
1®`)  und  l®J)  Ei

/_) i±? Hierbei sollen
enzustande von flo sein. Die Indizes ¢ und / stehen fur

ingundfith.
_

p¢i/    -I(®/Ig(t))12-
__

:     lcJ(t)12

nung in fJi (siehe(5.64)) das

(@JIZ:cn(t)®n)
n

±ineErgebnis

Z:cn(`)`(@/len)-
I,-.,„

(5.65)

Die Anfangsbedingung lautet cnito}i=A4 Daraus folgt in zweiter Ord-
•         TT      /    .    .        /11    ~  J ` `      1               11                      .            i            .         .

cap=6ap  -%f o Hi,f£(T)ewfeTdr

drHi,fn(T)ewfnT
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5.4.5    Harmonische oder konstante St6run8

Fine sehr wichtige Anwendung der zeitabhangigen St6rungstheorie sind
Probleme, bei denen zur Zeit €o eine konstante oder harmonische St6run
eingeschaltet wird. Wir setzten im Folgenden

_ilrl

/

HL(i)--®apiv

to - 0.

cos(nt)

O(i) schaltet die St6rung zur Zeit to = 0 ein.
Im Fall von f2 = 0 beschreibt diese Gleichung eine konstante St6rung.

I_"
:_0:t)

Wir behandeln konkret

i lL(i) -®(t) Ve`Qt + Vte

fll,m7t(£)=(Vmn€CQt+V:i:e-¢nt)£

rmPIIf v;n-(:i;

Diese Form erlaubt formal
man etwa eine
leitung von

4,

fur   s-+1
fur    s=-1

dye"  v.` "¢,,"//
(5.67)

e¢t              (5.68)

auch ein nicht-selbstadjungiertes V, mit dem
`iebunf beschreiben kann. Wir haben zur Her-

schon an enommen, dass dieSt6rung vor to Null ist,
weswegen die Integrale in (5.66) erst bei fo beginnen. Daher k6nnen wir

aus 5.67 im Fol enden auch we lassen.

relevant ist oft der Fall, dass dieerimentell
unkt f wieder aufh6rt. Durch

S±Ti±-ngife±±¥
Fourierentwicklung kann man eine

solchest6runginharmonischeAnteilezerlegen.JAiegLendesEin-un±L±±±=

::i:!!::;::Efe`:seires==r=eie;::rh:,##|:::::;f:;;::|f:;;:::::::;;;;
nur J€.7ce¢r auftaucht, ist I dyJ (t)) dann einfach die entsprechende Summe der
Reaktionen auf die einzeinen harmonischen Anteile.

Wir berechnen nur die Koeffizienten c/(£) aus Gl. (5.66).

3Das Produkt einer Storung /(t) nit einer Fin-Ausschaltfunktion g(t) ergibt im Fre-

quenzraum die Faltung mit der Fouriertransformation von g:
h,(t) --f (t) g(t)   ±   ~h(u) ~  i  dw' i ul a(u -LJ).
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N.B. Fall V_mn nicht reell, d.h. V* = exp(i a) V  
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Dann wird (5.68) zu
    V ( exp(i O t) + exp(i a) exp(-i O t) )
=  V   exp(i a/2) 2 cos ( O t  - a/2 ),
d.h. um Phase a/2 verschobene Schwingung
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

Nullte

In nullter Ordnung ist nicht viel zu rechnen. Der Beitrag lautet

c(f°)   =  6¢f  ,                                                         (5.69)

=i.e5i::emn::,E=:ig:i:#-
Erste Ordnung

Das erste Integral in (5.66) lautet

I: dTHi,fQ(T)ewfJ    =   Evfsj: dTe°(uf+SET)T
S

e¢(aJ/i+Sf2)t  _  1

6(w/6+Sn)     '

d.h. der Term erster Ordnung liefert

c}L)(t)=-£Z=V;c€8

Zweite

--:.i-`' i (---_I-:':-i,)
uJc+Sr2

2

Den Beitrag zweiter Ordnung werden wir

.,I-

(5.70)

e.'of.1__e`.`/L(el``ttL.=`.ckLj

in Abschnitt 5.4.8  mit einerL'-._.--+ lL=
leicht modifizierten Methode berechnen, mit der das Ergebnis leichter her-
geleitet werden karm.

5.4.6 Konstante St6run : Fermis oldene Re

Wir betrachten als Spezialfalli-I zunachst eine konstante St6run n=0
Damit vereinfachen sich die Ausdrticke der ersten
zweiten (5.66) Ordnung

EL,---%=Lvfs8e®u¥t-
Hf+

„`,/,'

(Ofh.'EEHZ=H

sin (¥f)
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(5.72)
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cl2)(t)I- ±z:s,s,-±1Z:"#[

-±zinEL#

Wir behandeln im Fol

ewfit_1         ewfn_:_
uJf6                       ufr.

ehuf kt _1         ebufnt -1
ufo                    ufn

enden nur die erste

(5.73)

Ordnung (und /  ±  6). Die-deiizustand/tiber-
Wahrscheinlichkeit, dass das System in der Zeit t in
gegangen ist, ist darn

p5i/ -Ic/(t)12
sin2 (¥t)

(5.74)

(Hier wurde mit t2 erweitert.) Dieses Ergebnis verhalt sich je nach der Na-
tur des Spektrums von fro unterschiedlich:

Falls das Sljektrum von fro diskret und c6 nicht entartet ist, gibt es zwi-
schenderEnergie€6undde-r-Ehefgiedei-EndzTusl5ltande€/6ineE±£=gi£Le-
ltlcke A€/. Die tJbergangswahrscheinlichkeit lautet

€^,'                 n            4lH1,/¢12£9-r`'         poiJ
(A€/)2

sin2_(#)

Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert mit der Frequenz w  =  #
charakteristisches Phanomen diskreter S steme. Die Perio e

tionen ist I = 2gE und die Amplitude nimmt proportional zu !{£E:#

P6i/ -
fi2

Das ist ein
der Oszilla-
EL ab.

d.h. I/ ± €
attdessen

Diese Wahrscheinlichkeit wachst proportional zu t2 an. Ab einer bestimm-
ten Zeit wird die Wahrscheinlichkeit gr6Ber Fins. Das ist nathrlich unsin-
nig und zeigt an, dass i==±±±±±Zg±±±±±±±±±8

erfullt sein muB, damit die

(5.75)

St6rungstheorie erster Ordnung anwendbar

4 Erst im Fall kontinuierlicher Spektren verschwindet die Periodizitat, wie wir gleich

sehen werden.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

Abbildung 5.2:

cO

Plot der F_unktion LL
hullenden rfe (gestrichelt).

(durchgezogen) und der Ein-

Kontinuierliches SoektE±=

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass das Spektmm bei €6 kontinulerlich
ist.Esisthierbeizweckmal3ig,dietJbergangsr±±:(tJbergangswahrschein-
lichkeit pro Zeiteinheit)

''.

einzufuhren, fur die aus (5.74) folgt

wc-,  -#,H"e,2?(stIT(uf±t/2.)

Die tJbergangsrate ist proportional zu der Funktion

At(w)  :-

Mit ihr lautet die Ubergangsrate
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(5.77)

(5.78)
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Das Verhalten von At(cu) ist in Abbildung (5.2) als Funktion von w zu fes-
tern t wiedergegeben. Man erkennt,
eine Breite ortional zu

daB At(cu) bei cu  =  0 konzentriert ist,
und eine H6he

auf Fins normiert.
ortional zu t hat. Sie ist

Die endliche Breite von At(cu) bedeutet, dass man bei Zeiten kurz nach_                        ______     i ---, __  .    __1=  -

dem Einschaltvor Endzustande nit € €€ finden karm.

Im Limes t i co verhalt sich At(w) wie die Delta-Funktion:

nHrm
ticxJ / f (u) At(a) du = f (O)        , (5.79)

vorausgesetzt, die Testfunktion /(w) hat die Eigenschaft limw+co £{:i  = 0.
Ftlr diese Klasse von Funktionen gilt

lim  At(cu)  =  6(cL))
t+co

Hiermit wird die thergan srate 6 i / (5.78) fur groBe t formal zu:

(5.80)

Diese Darstellung mit der 6-Funktion ist nur dann sinnvoll, wenn in der
Nachbarschaft von c6 ein Kontinuum von Endzustanden vorhanden ist
Das ist in physikalischen Anwendungen oft der Fall.

Man beachte, dass Fermis goldene Regel in dieser
Der formale Limes t + co widers

Form eine ntitzliche
richt dem Gtilti keits-

. Das ei entliche Er ebnis in 1. Ordnun

±±ngengsr_e±:Lin ein Energieintervall von Endzustinden

Wir k6nnen zu einer besseren Darstellung des Ergebnisses kommen. Bei
einemkontinuierlichenSpektrumvonEndzustandensolltemannichtmehr
die Ubergangswahrscheinlichkeit in individuelle Zustande / angeben.

4
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) §t©rungstheorie

(5®65) hat dann vielmehr die Bedeutung einer W¢fer-----  _ _ -
scfec£°77J£.cJ!ke3.£sd!.cfefc.  Relevant und messbar ist daher die

ein Intervall LLI

Ubergangsrate in
•E|

Zur Beschreibung der Endzustande in diesem Intervall fuhren wir die Zu-L-
standsdichte p
bar amehmen,

4EL
Af

ein. Wenn wir zunachst die Zustande noch als abzahl-
darn zahlt die Zustande:

/AE

Man kann auch schreiben

p(E)dE -  £
7}

cn€LLE

p(E) - Z: 6(€n - E)

(5.82)

31±583,
WenndieBreite1/€derF_qnktionAt(w)vielkleineralsdes_InLtervall4ELsi,

#,:o:v:uwb=ndjetr¥nT;:EL%#gssr:i:,invodnasFeh=;g_E[E
standen wird nit (5.81) zu

WciAJJ I:   # lH1,n~cj2 6(€m -€c)
iz]

€n€Arf

F
€n€AI f

dE6(E-cn)2#|H+,m|26(cn-

- i eingefugt

J[,t-a)Pctl..A.

c®,     --J,(I-d p(a...A

lE€AlfF6(E-cn,"H1,rm,22#6(E-c8,

F=  P(E)   |Hiwh|2

--   lE€Alf 2= |Hi,fb+2 6(E -€)  p(E) dE

27r
®(C% €  ZLlf )  |H+,f%|2  L%  p(c®)

|Hi,/6|2isthiereingemitteltes
inAJ

(5.84)

Matrixelement, in der Annahme, dass |Hi
nicht wesentlich variiert. In den letzten beiden Zeilen brauchen

die Zustande nicht mehr abzahlbar zu sein. Wenn €6 tatsachlich in den
betrachteten lntervall liegt, erhalten wir die Uberganfsrate

_   r)tr
I   =   |ffif  I    7r/tf  I
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Dies ist eine alternative Form von Fermis goldener
bereich ist eingeschrankt. P€+Ar, wachst

Ee_g_ej.Derftlltigkej±
linear nit der Zeit und fuhrt zu

unphysikalischen Ergebnissen, wenn nicht t  ¢<  1/I gilt. Wir haben fur
die Herleitung von (5.84) nicht wirklich die 6-Funktion aus (5.81)
ti8t,sondern nur eine auf AE be renzte Verteilun

bend-
(werm p(E) in

AJ/ ungefahr konstant ist). Da At(w) eine Breite ~ t hat, muss insgesamt

r'1

TrfeE  <<  i  <<  -I

gelten, damit (5.85) erfullt sein kann.

5.4.7  ` Harmonische St6run nit a > 0

Der Fall einer harmonischen St6nm

(5.86)

n  >  0 lact sich nun=_-,
leicht diskutieren. Wir behandeln weiterhin ein kontinuierliches Spektrum
und nur die erste Ordnung. Wegen a ± 0 gibt es in (5.71) zwei Beitrage:
af(uar)+bf( =Sln

Die Ubergangswahrscheinlichkeit enthalt

|a/(u,i + r2) + 6/(w,6 -r2)|2    =    |ch? I/(rdj3)|2 + |b|2 I/(£±fiLf||2
+(a*b+cff)f • f JJ±=A

Die Funktion /(cu)  ~  At(w)  ist bei gentigend groBen t urn w  =  0 kon-
zentriert (Abb.  (5.2)).  Daher treten als Funktion von
bei  r2  -  ±w/¢. Ftir endliche Fre

f2 zwei Peaks auf,
uenzen f2 kann meist einer der beiden

t werden. Voraussetzung hierfur, und auch fur die Ver-1__Peaks vernachlassi
nachlassigung des Interferenzterms ist, dass der Abstand 2n der beiden
6-artigen Peaks groB ist gegen die Peakbreite 27r/t. Das heiBt,

(5.87)

Analog zu Fermis goldener Regel (5.81) und mit analogen Einschrankun-
gen erhalten wir

EI ,-.. _ .,.. `i-`..    J-.   .  _._-.`_._ --..RE
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ohne dass die Photon-Natur des Lichtes
benutzt worden ist.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) St6rungstheorie

Diese Formel ist der Ausgangspunkt zur Beschreibung vieler physikali-
scherEffekte,wiez.B®:{ipyerspe)Photoemission,

und Compton-Streung.

5.4.8 Adiabatisches Einschalten der St6rung

AbschlieBend behandeln wir den Fall, dass die
sehr lan sam ein

St6run

Coulomb-
`_I

schon ab t + -cx3
eschaltet wird. Am Ende werden wir auch die zweite

Ordnun der St6run stheorie hinzunehmen. Zur formalen Beschreibung
multi 1izieren wir den St6rterm fri mit einem adiabatischen Einschaltfak-
tor €°+t, wobei 0+ eine infinitesimal kleine positive Gr6Be sein soll. Die
Anderung im Vergleich zum abrupten Einschalten bei i = 0 ist, dass die
Integrale sich lle bis f + -co erstrecken. Der Einschaltfaktor stellt sicher,
dass die Integrale konvergieren. Der einzige Unterschied ist folgender

./,.'
e®± dT + /co eiuj-4o+)Tar

ec±t -1        €5(-+)!
bJ±        a   i(a_-io+)

Ganz am Schluss lassen wir dariin 0+  + 0
Schreibarbeit verwenden wir die Abktlrzun

Zur Vereinfachung der
- ul - i,O+

Ftlr den Term erster Ordnung erhalten wir dann anstelle von (5.70)

ek(ui&+sr2)t
Q i(uii + sQ)

i_codTH1,f®(T)ewfJ    =   Fvfs,IS

Wir berechnen den Effekt einer konstanten St6run

(5.89)

Der Term
erster Ordnung in (5.66) liefert

I:sv,s®#

Damit gilt fur die Wahrscheinlichkeit

p„/=|c/|2=±|Hiwh|2
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Daraus folgt

we+,=fa-#iH„ci2
df

O+€20+t

";i + (a+)2

Nun k6nnen wir den Grenztibergang 0+  i 0 durchftlhren und erhalten
rmHH

a+
o'+l=o w2 + a+2

"Hum

fur die Ubergangsrate :

W6+/ -
27r

_^-'--/

|Hi,fb+2 6(Ef -Eb)

D_asistwiederdasbekannts_I:±gLet}p±s[E±1)_(FermisGoldeneReg±).Besta-
tigtdurchdiesesErgebnisbe-r:EELrie~i:Twiiinhhiermitdie Korrektur zztJez.£cr

±ruEOrdnun fur eine n = 0

C(f2)(t)=-±=f_codrHunewinT|T_codr'Hi,mew=r'

-±Z=H17/nH1,n?[/codT€®+nr#]
ZZZ

L  `Hl,f nHi,mewt&t      ~- EE EL
n

u+wi         uik

Wir addieren nun die Beitra e erster (5.90)

c, = -fri,foE+ + Z=

und zweiter Ordnun

eivi.t    \  ` HunHi,wiewii&t
hoib  `  4r     hot,nb     hoib

7t

(H"®+i:n

HL,fnH±,nd

Der erste Nenner lasst sich auch schreiben als -fi{uj = E5 -E„ + 60+. Der
Unterschied zum Ausdruck erster
durch_77= Ord#w7ig  (5.90)  besteht darin,  dass  fJi,/¢

zu ersetzen ist.

H1,-/€ + i:
7}

Hi,fnHL,nd

E - En + i,O+ (5.91)

Die Ubergangsrate hat auch in zweiter Ordnung weiterhin
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5.5. Zu numerischen Verfahren

5.5    Zu numerischen verfahren

Neben analytischen Methoden gibt es eine Reihe sehr leistungsstarker nu-
merischer Verfahren zum L6sen von Eigenwertproblemen. Urn sie anwend-
bar zu machen,.Tale_|±_t_in_an zunachst das Eigenwertprob_I?in in einer __e_pLdji-
chen Basis  |¢)  (¢  =  1, 2 ,..., IV) dar :

j}.Idy)

mit     ldy)

und   H6j

E.I¢J
JV

Z:  c` l`)
`=1

(6lj}lj)

Entweder ist der betrachtete Vektorraumwvon vornherein`endlich, oder er
wird durch eine physikalisch motivierte, endliche Basis approximiert. Je
nach der Dimension IV der Basis wendet man unterschiedliche Verfahren
an:

IV  <  103 :  Standardverfahren der numerischen Mathematik:
liefern vollsta-ndiges Spektmm und alle Eigenvektoren

103 < IV < 10L°      :  Lanczos-Verfahren: exaktes iteratives Verfahren
fur tiefliegende Eigenwerte und -zustande

iolo < ov s |oesl05 :  Quanten-Monte-Carlo-Verfahren:

Jn EIEEI

i_ _--=L __  _-T=

zur Bestimmung t Erwartungswerte,
oder zur Bestimmung des Grundzustandes und
tiefliegenderEigLer±g±S±§P±e£L±e±sowie g±mgenscha±.
Einige Verfahren sind statistisch exakt,
a.h.EQMC=EeEakt±_7ff=.

d,`n~„try -  '. " OMR4"      Oenn`17   H4h:/  fl.n®~/ibeftih

c£7, I,
L-   M}3    Mch|Ii  /r./Of   f4ck//

~®  err f~ , cteed 24;/hJtwazzl7

188

evertz
Typewriter
"QMC"

evertz
Line

evertz
Typewriter
27.5.2021

evertz
Typewriter
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1) Solche Hilbertraum-Größen sind erreichbar für
Bosonen und für Spin-Systeme (bei nicht-frustrierten Kopp-
lungen) und in d=1 räumlichen Dimension bei Fermionen
2) Bei Fermionen mit "Halbfüllung" (1 Elektron pro 
    Platz): Determinanten-QMC, bis O(1000) Plätzen
3) Fermionen mit Dotierung: "Vorzeichen-Problem",
    nur O(100) Plätze und nur bei sehr hohen Temperaturen
4) Zeitentwicklung: nur bei sehr kurzen Zeiten, wegen des
     komplexen exp(-i H t)


