Kapitel 5

Néiherungsverfahren

Eine zentrale Aufgabe beim Lésen quantenmechanischer Probleme ist die
Bestimmung der Eigenwerte und Eigenvektoren hermitescher Operato-
ren, vor allem des Hamiltonoperators

Es ist allerdings nur in den wenigsten Féllen moglich, das Eigenwertpro-
blem analytisch exakt zu l6sen. Dartiber hinaus verwendet man analyti-
sche und numerische Néaherungsverfahren. Wir besprechen hier den Va-
riationsansatz, die sogenannte WKB-N&herung, sowie wichtige storungs-
theoretische Methoden. Auf dem Weg dorthin werden wir auch, zusétz-
lich zu dem bereits behandelten Schrodinger- und dem Heisenberg-Bild,
das Wechselwirkungs-Bild (Dirac-Bild) kennenlernen.

5.1 Variationsansatz

Der Variationsansatz ist fast immer anwendbar. Er kann besonders hilf-
reich sein, um die Grundzustandsenergie eines Systems abzuschétzen, wenn
die exakte Losung nicht bekannt ist und wenn auch kein kleiner Stor-
term vorliegt. Die Idee des Variationsansatzes besteht darin, eine physi-
kalisch motivierte , Testwellenfunktion” mit freien Parametern zu formu-
lieren. Die Parameter werden so bestimmt, dass die Testwellenfunktion
die Eigenwertgleichung ,so gut wie moglich erfiillt”. Dies ist wegen des
folgenden Satzes besonders hilfreich:

153



5.1. Variationsansatz

SCHRANKEN FUR DIE ENERGIE EINES BELIEBIGEN NORMIERBAREN
ZUSTANDSVEKTORS |v)

(Y| H|)

E,
S T

e . (5.2)

Wir haben hier auch den Fall zugelassen, dass der (von Variationsparame-
tern abhdngige) Zustand |¢) zunédchst nicht normiert ist und haben des-
wegen durch (¢|y) dividiert.

Der Erwartungswert der Energie in einem normierbaren Zustand liegt so-
mit immer im Eigenwertspektrum von A und ist insbesondere immer gro-
fBer (oder gleich) als die wahre Grundzustandsenergie Ey. Der Erwartungs-
wert des Hamiltonoperators in einer Testwellenfunktion liefert daher im-
mer eine obere Schranke fiir die exakte Grundzustandsenergie !

Zum Beweis gehen wir von einem beliebigen normierbaren Zustandsvek-
tor |1) aus und entwickeln ihn nach den Eigenzustidnden |n) von H

o= n) (n . (allgemein,
|¢> Z | > < |¢> "n" bezieht sich nicht
o " auf den harm. Oszillator)

Der Energie-Erwartungswert im Zustand |¢) ist

E,S,

non n'/

2 A ot~
P o= (Y| H|Y) _ > (BIn) (n|H|n')(n'|2)) e S [(ln))? En
E = WY T ey s ml)P
O il

> [(WIn) ? (B, — Eg + Eq)
YL @) P C=o
>0

> : >0 e
_ Sul@m (B~ B) | SMni’E |
= 2 2 = 0
. [(gIm)| S Kl  ——

>0 = Eo

Daraus folgt das gesuchte Ergebnis E > E,. Die Gleichheit E = Ej liegt
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Kapitel 5. Ndherungsverfahren

dann und nur dann vor, wenn |¢) = |0), d.h. wenn |¢) der Grundzustands-
vektor ist. Mit analogen Uberlegungen zeigt man, dass £ < Enax-

Zusitzlich hilft, dass ein schlechter Testvektor immer noch eine relativ gu-
te Energie liefern kann, denn eine Naherung mit Fehler O(e) fiir den Test-
vektor ergibt eine Naherung mit Fehler O(e?) fiir die Grundzustandsener-

gie

[0) = |0) + O(e) = E=EFEy+0(&)

Beweis:

Wir driicken den Testzustand |¢) durch den Grundzustand |0) und den
Korrekturvektor |A) aus, der von der Ordnung O(e) sein soll: |¢) = |0) +
A).

(ol + (al) &0y +14))

(0l + (al) (lo) + 1))

(0| E|0) + (O] H|A) + (A|H|0) + (A|H|A)
(0]0) + (0]A) + (A[0) + (A[A)
Eo(0]0) + Eo(0]A) + Eo(A|0) + (A|H|A)

(0]0) + (O]A) + (A[0) + (A]A)  wo

Eo ((0]0) + (0]A) + (Al0) + TAIA) — (AlA)) + (Al AA)
(0[0) + (0]A) + (A[0) + (A[A)
- .
(Al (A - Bo) 1)
(V1)
——
0(1)

E

— EO+

Fiir das Variationsverfahren wihlt man eine geeignete Schar von Vekto-
ren |¢(\)) als Testvektoren. Diese Wahl ist der Intuition bzw. Erfahrung
tiberlassen. Die Vektoren |1/1()\)) sollten sinnvoll, aber auch mathematisch
einfach sein, d.h. die Erwartungswerte sollten berechenbar sein. Der be-
ste Zustandsvektor innerhalb der gewéhlten Schar ist dann jener, der den
Energie-Erwartungswert minimiert:
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5.1. Variationsansatz

Hier speziell der Fall, dass man nur 1 Parameter lambda hat:

VARIATIONSVERFAHREN

Minimiere F(\) = <1?1(;E))\Iﬁ$f/\())\>)) . (5.3)

Also

o
5E(A) S 0 = /\opt = EoPt — E(/\opt)

Wenn die Zustinde |¢()\)) normiert gewéhlt sind, ist der Nenner in Gl
(5.3) gleich Eins.

10.5.2021
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

5.2 WKB-Nﬁherung

Die WKB-Niherung ist eine sogenannte semiklassische Naherung, benannt
nach ihren Erfindern Wentzel, Kramers und Brillouin (1926). Sie ist an-
_wendbar, wenn ein Potential vorliegt, das im Ort nur langsam variiert.

Die stationdre Schrodingergleichung in 1 Dimension lautet
2 2 2 px
G i

~gmEE?®) = (E-VE)a), -

. £
Wenn V konstant ist, V (z) = Vj, wird sie von Aeiﬁm gelost, und die allge-~

meine L'c')sung lautet hquer k = p (Impuls, nicht Operator)

L

Y L,
,- ; 2 vai
Yv(x) = Aer’® + Be #P* mit 2p—m =E-V. f\

Diese Losung hat (bei E > ;) die Wellenldnge \ = 3% = 12~

Der WKB-Ansatz benutzt eine analoge exponentielle Form:

Y(z) = AerS@ (5.4)

Wenn man eine beliebige komplexe Funkiion S(z) zulésst, ist dieser An-
satz noch allgemeingiiltig. Durch Einsetzen in die stationdre Schrodinger-

gleichung erhalten wir
2

(5'(z) = 2m(E - V(2)) + ihS"(x) (5.5)

]

Wir entwickeln nun S(z) nach Potenzen von 7 (Motivation s.u.) 5(k / X]

S(z) = So(z) + hS:i(z) + RSy (z) + ... (5.6)

Einsetzen in (5.5) und Ordnen nach Potenzen von % ergibt

R [(Sh(2))* = 2m (B = V()] + B [-iSE () +25(2)Si(@)] (5.7)
+0O(R*) = 0.

Weil 71 ein freier Parameter der Schrédingergleichung ist, miissen die Ord-
nungen von / einzeln verschwinden. Die WKB-Nédherung verwendet die
Schrodingergleichung bis zur ersten Ordnung von A. Die nullte Ordnung
lautet

(So(z))* = 2m(E - V(z)) , (5.8)

157

y


evertz
Typewriter
hquer k = p (Impuls, nicht Operator)


i~

5.2. WKB-Na@herung

mit der Losung

So(z) = :i:/ V2m(E - V(') da' . (5.9)
In der ersten Ordnung bekommen wir
2 8l(z) = 20 _ [S@l _ 4o (5.10)

So(z) [So(z)]  dz
somit
2i S1(z) = In|Si(z)| + konst = In|/2m(E — V(z'))| + konst. (5.11)
Mit der Abkiirzung p(z) = y/2m(E — V (z) erhalten wir die

WKB-NAHERUNG FUR DIE WELLENFUNKTION BEI EINEM LANGSAM
VARIIERENDEN POTENTIAL

] z plusminus:
P(z) = % exp (j:%/ p(x') d_q;’) 2 Stammfunktionen  (5.12)

mit p(x) = V2m(E - V(z)) .

Der Exponent kommt von Sy(z) und der Nenner von S;(z). Die untere
Grenze des Integrals ist unwichtig; ihr Effekt verschwindet im Vorfaktor.

Wenn V (z) konstant ist, wird aus dem Integral das Produkt p z und wir
erhalten wieder Losungen e*#7*, /

Eine Motivation fiir das Vernachldssigen hoherer Ordnungen von 7 ist,
dass die quantenmechanische Wellenldnge A = h2* bei i — 0 gegen Null
geht, und somit das Potential V' (z) in Einheiten von A immer konstanter
wird, d.h. die Ndherung wird besser. Die Ndherung ist ,semiklassisch”,
z.B. in dem Sinn, dass bei & — 0 die Abstidnde diskreter quantenmecha-
nischer Energien bei gebundenen Zusténden gegen Null gehen, d.h. die
erlaubten Energien werden dann kontinuierlich wie im klassischen Fall.

Konkreter kann man zeigen, dass die WKB-Nédherung dann gut ist, wenn
die Anderung der potentlellen Energle uber den Bereich einer Wellenlan—

ge A klein gegeniiber der kinetischen Energie is ist. Die Naherung wird aber
Zzumindest an den Stellen z ungultlg, an denen lp(z)| = |E — V(z)| = 0.

Dies sind (Schrédingergleichung) die Wendepunkte 4" (z) = 0 der Wellen-
funktion.
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Transmission durch eine Barriere.

Der Hauptnutzen der WKB-Nadherung liegt in einem schnellen qualitati-

ven Verstindnis des Verhaltens der Wellenfunktion. Ein Beispiel ist das Veo

Tunneln durch eine ortsabhéngige Tunnelbarriere. Wir betrachten ein Po-

tential, dass von z; bis z, grofler ist als die Energie E sein soll, bertiicksich-

tigen ndherungsweise nur den nach rechts laufenden bzw. exponentiell ab- e
L

fallenden Teil der Wellenfunktion, und vernachldssigen den Vorfaktor der ’
Wellenfunktion. Wir ignorieren auch, dass die WKB-Néherung zumindest

an den Stellen z; und z» nicht gultig ist. Der Transmissionskoeffizient ist
dann in dieser groben Ndherung

|9 ()| ( 2 /T‘2 )

T =~ ~ exp|—=— dz \/2m (EF -V (x . 5.13
- I —

Bei konstantem Potential stimmt dies bis auf einen Vorfaktor mit dem fri-

her berechneten exponentiellen Verhalten des Transmissionskoeffizienten

iuberein.
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

5.3 Zeitunabhingige Stérungstheorie
A I? L L7 l"«uM .

Ein approximatives Verfahren zur Lésung des Eigenwertproblems bietet
die Storungstheorie. Um sie anwenden zu kénnen, muss folgendes gelten:

1. Der Hamiltonoperator muss sich aufspalten lassen: H=H,+ H (A),

wobei die ‘Storung’ H meist von einem Parameter A abhangt.

2. Die Eigenwertgleichung von ﬁo muss gelOst sein.

Hy o) = EQ |o0) . (5.14)

3. Die Stérung muss , klein” sein: ,,H < H,” (s.u.)

Bei vielen praktischen Problemen lasst sich A in der Tat so zerlegen. Der
einfachste Fall ist der, dass die Storung zu A\ proportional ist:

H = E; + \H; . (5.15)

Diesen Fall werden wir im Folgenden betrachten. Wir werden die Eigen-
wertgleichung nach Potenzen von ) sortieren. Dieses Ndherungsverfahren
nennt man Schrodingersche Storungsrechnung.

5.3.1 Nicht entartete Storungstheorie

Wir behandeln zunichst den Fall, dass E© nicht entartet ist. Weiter neh-
men wir an, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren von A nach \ _ent-
wickelt werden konnen

)= 12D) +  Ad)  + A e?)  + -
EH ~ E®© 4+ XE® + XN E® + .- (5.16)

il
2

Der untere Index n nummeriert hier die Eigenwerte und Eigenvektoren.
Der obere Index (0), (1), (2), ... gibt die Potenz von ) an, steht also fiir die
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Ordnung der Entwicklung. Man beachte, dass die Indizes in der iiblichen

Notation H = Ho + \H, dazu nicht passen. 6:/ ’

Es gibt auch Fille, die zu einem nichtanalytischen Verhalten fiihren, das QF d .

sich nicht nach A um A\ = 0 entwickeln lidsst, wie z.B. die Funktion e~ *.

o

4
Letztere taucht in der Quantenchromodynamik (QCD, Theorie der ,star- | ag 1

ken Wechselwirkung” zwischen Quarks) auf.

Die Eigenvektoren |®(¥) des ungestérten Problems sollen normiert sein.
Einsetzen der Reihenentwicklung Gl. (5.16) in die Eigenwertgleichung H [¢,,) =
E, |Yn,) liefert

= (E® + AED + XE® +...) (|2©) + A|8D) + A2[0@) + .. .)

Wir sortieren dies nach Potenzen von \:

Ao 02) + A (Falo®) + Fole)) + X7 ([80) + Bola®)) +. (=)
EQ[20) + A(ED[20) + EOja))
+ A2 (E52>|<1>5L°>> + EW|0WMy + EQ|0@ >) +... (5.17)

Da die Taylorentwicklung fiir beliebige A gelten soll, miissen die einzelnen
Ordnungen individuell iibereinstimmen (!):

IO E Hy|®2?) = E|®() (5.18a)

O\ Hi|9©0) + Hy|dV) = EM|0©) + EQ o) (5.18b)

O\ :  H|DY) + Ho|2P) = EP|0®) + EV|0D) + EO|0?)
(5.18¢)

Funktion f(lambda)=g(lambda) (d.h. dieselbe Funktion,

auf zwei verschiedene Arten geschrieben)

Energiekorrektur erster Ordnung g(lambda) sind alle Ordnungen gleich

Die Gleichung O-ter Ordnung (5.18a) entspricht dem Eigenwertproblem
des ungestorten Hamiltonoperators. Um die Energiekorrektur erster Ord-
nung zu erhalten, multiplizieren wir Gl. (5.18b) von links mit (@510)|

) = E(0)<q)(0 cp(l)> + EW <q>(0)|q)(0)>
n n n n - n
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5.3. Zeitunabhéngige Stérungstheorie

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist somit einfach der Erwartungs-
wert des Storpperators im Eigenzustand |<I>7(,0)) des ungestorten Systems:
E, = E® +Q0ED+ .., mit

ENERGIEKORREKTUR"ERSTER ORDNUNG

EY = (30 H,|2?) . (5.19)

o

Das bedeutet auch, dass die Gesamtenergie bis zur ersten Ordnung durch
den Erwartungswert des Gesamt-Hamiltonoperators im Eigenzustand |<I>$lo) )

des ungestdrten Systems gegeben ist !
E,=(2Q|H|®L) + O(\?)
~~ 4
C sl rAH,

Vektorkorrektur erster Ordnung .

Als néchstes soll die Korrektur fiir den Eigenvektor gefunden werden. Da-
zu multiplizieren wir Gl. (5.18b) von links mit (@52)| far

(@R Hi|20) + (8D |Ho |95)) = EQ(8Q[0®M) + ED (@R120)
N—— | LA L
ER (@] =0

(@DIH[8P) = (B - ED)(20|20)

©) 77 19O
0 _ (O |Hi|®n7)
((pv('n)lq)gz i E(O) A E(O) (520)

Aufgrund der Annahme, dass E{” nicht entartet ist, verschwindet der
Nenner nicht. Er kénnte aber sehr klein sein (s.u.). Gl (5.20) spezifiziert,
bis auf m = n, alle Koeffizienten der Entwicklung des Vektors |®;,’) nach

dem Basissystem { E:35) }: )

[207) = D> 129) (2Q|a®)
m ,

LSy
= [2)(@Q120)) + D [29) (8@ 6D
m#n

(@9 | H, |2

= 2N (2Q120) + Y |29) 20— 20 (5.21)
——— m#n n  — Lm
=17
[}
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

Der Entwicklungskoeffizient (@3 ist durch Gl. (5.18b) nicht festge-
legt. Wir zeigen nun, dass er zu Null gewéhlt werden kann. Um dies zu
sehen, muss die Normierung des Vektors |®,) in der betrachteten Ord-
nung in A berticksichtigt werden ~ oyt

@V A2 + 0(22)
(@9 + @21+ 002)) (189) + A8l + 0(2))]
[8Y) + A|25) + O()?)
'g<1><°>|<b<°>> £ ((@0]80) + (20]89)) +0(2)]

|q)n> .

= [1 = _@+ O(\?) ] (|<I>£?)> +Ale)) + O(Az))
= [20) + A2])) + O(\?)

Von der zweiten zur dritten Zeile haben wir die Taylorentwicklung  —= A~ /. 71

L SIS 1 _q L 22 17+
\/1+x_1+%x+0(x2)_1 aRdkad 7/ 7‘%//

benutzt. Durch die Normierung darf sich.das Ergebnis fiir |®,,) in der be-
trachteten Ordnung A nicht &ndern. Somit muss gelten

= 2Re(@@|8W) = 0 + O()).

Dies erreicht man am Einfachsten durch die Wahl (&% |<I>$,1)) = 0. Der Kor-
rekturvektor |<1>£3)> ist dann orthogonal zu |®y’ ). Wir erhalten damit die

KORREKTUR ERSTER ORDNUNG DES EIGENVEKTORS

O)H (I)(O)
|2y = 2; |<1><°>> ' 1',&(3) (5.22)
(@MY = 0 (5.23)

Wir kénnen nun auch quantifizieren, was ,,I~{ 1 <K I?o ” bedeutet. Damit GI.
(5.22) eine gute Ndherung ist, muss gelten o i

(@ | Hy | @)
EY - EY

A <1 Vm#n (5.24)
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5.3. Zeitunabhéangige Stéorungstheorie

Wenn die Storung klein ist, geniigt es hdufig, den ersten nicht-verschwindenc
Beitrag zu berechnen. Falls die Reihe nicht schnell genug konvergiert, kann

es aber notig werden, bestimmte Beitrdge zur Storungstheorie bis zu un-
endlicher Ordnung aufzusummieren. Hierfiir gibt es so genannte diagram-
matische Methoden.

In der Praxis geht man nur selten iiber die Korrektur erster Ordnung fiir
die Vektoren hinaus. Allerdings ist es oft notwendig, Energiekorrektu-
ren zweiter Ordnung zu berechnen, insbesondere wenn der Beitrag erstér A
Ordnung verschwindet, z.B. aus Symmetriegriinden.

Energiekorrektur zweiter Ordnung

Wir multiplizieren Gl. (5.18¢) von links mit (@] und erhalten

B (21| 810) 0
@D IH|B0) + @D hloP) = B+ B ‘<<1>;°>|¢;1>>‘+E,s°><@g°>/4>g2>
EQ = (eD|H[el)

Einsetzen der GI. (5.22) liefert somit

(@9 | H,|2)
EY — EY

EP = ) (20|H|2Q)

m#n

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG

N ‘(q)gg) |I:I1|(I)$zo) >$2D

@)
EQ =yt —o (5.25)
-,T,nl:% n m

Die Korrektur 2. Ordnung zum Grundzustand (n=0) ist immer negativ, da
EY —EY <0 Vm#0
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

5.3.2 Beispiel: Spin-1/2 Teilchen im externen Magnetfeld

Wir wollen nun ein einfaches Beispiel exakt 16sen und anschlieffend mit
dem Ergebnis der Storungstheorie vergleichen.

Wir betrachten ein Spin—lTeilchen in einem externen Magnetfeld B = B.é,
in z-Richtung, B. > 0. Der Hamiltonoperator dieses Systems lautet

Hy = —uB, S,. Die Eigenvektoren dazu sind die Eigenvektoren von S,
d.h. |£z), mit den Eigenwerten FuB. 3.

Als Storung schalten wir nun ein B-Feld in x-Richtung hinzu. Der Hamil-
tonoperator lautet dann

H = —uB.S, — uB,S, =: Hy + \H, (5.26)

mit [/o /( //‘

Ai=2%2=  und H:=-uB.S;. (5.27)

Wir werden das Problem sowohl exakt als auch mittels Storungstheorie
losen. Bei der exakten Losung gibt es keine Einschrankung an B,. Bei der
Storungstheorie brauchen wir einen kleinen dimensionslosen Parameter
und haben dazu das Verhiltnis B, /B, verwendet. In H, taucht deswegen
B, auf. Fiir die Storungstheorie muss dann |A\| = |B,/B.| < 1 gelten.

Exakte LﬁsunE

Wir kénnen das Problem durch Diagonalisierung der Hamilton-Matrix ex-

akt losen. In der S.-Basis lautet sie (mit S, — % (3 %) und S; — 2(93))

‘ |+2) |—2) (5.28)
+2) —uz B, —u% B,
I—Z> —/*”2 ,U“g B,

Die Eigenwertgleichung H|¢n) = Ep|ty,) istin Matrixform /A cél/ i"&;,}

_u_h B; B U ok (2
2<Bx —BZ)(¢2> E"(wz) ' (529)
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5.3. Zeitunabhéangige Stérungstheorie

Eine nicht triviale Losung existiert nur, wenn

’_“_h(Bz B, )—ﬁEn = Eﬁ—(u§)2(33+33) =0

2 \ B: -B,
Daraus folgt
EL = +pu g B, mit B:=./B2+ B2 . (5.30)
e —_— S —————

Dieses Ergebnis héitten wir auch einfacher erhalten kénnen, ndmlich durch
Wahl der z-Achse in Richtung des Gesamt-Magnetfeldes der Stirke B, )
woraus sich sofort (5.30) ergibt.

Als néchstes bestimmen wir die Eigenvektoren exakt. Einsetzen der Ei-
genwerte . B 4 in die Eigenwertgleichung (5.29) liefert

Bz B:z: 1 ¢1 -
((Bx -BZ)ZEHB)(Q/)Z) 2
¢
Aufgrund der verschwindenden Determinante geniigt es, die erste Glei-

chung zu erfiillen, (B, + B) ¢; +.B, 1, = 0. Bis auf die Normierung lautet
der Eigenvektor somit

(Iﬁl> - (—(3?13))

Fiir den spéteren Vergleich mit der Stérungstheorie nehmen wir nun an,
dass A klein ist und entwickeln die exakte Losung nach A = B, /B,.

h h h 1
(5.31)

Die Energie in nullter Ordnung in A ist somit iBﬂh/ 2. Die Energiekor-
rektur erster Ordnung verschwindet hier, und die Korrektur zweiter Ord-
nung lautet :t(B,ﬂﬁ/ 4)A?. Fir den Eigenvektor zu E, lautet die Reihen-

entwicklung
(2). ~ (@) B rom  ea
166 T
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

und fiir den Eigenvektor zu E_

(32)_ - ((1)>+@((1))+0(>\2)- (5.33)

Der Zustandsvektor erhilt hier somit schon in der ersten Ordnung eine
Korrektur, die Energie aber erst in der zweiten Ordnung.

Storungstheoretische Losung

Bei der exakten Losung war die Grofie von B, beliebig. Wir verlangen nun
|
Al = || < 1. Wir identifizieren gemaR Gl. (5.27)

Hy = —uBzS'z und H, = —,uBzS'm .

Die Eigenlosung von Hj ist

|¢§?%> = |£2) ; B} = Fuz B

Der Index n, welcher die Eigenzustande nummeriert, nimmt hier nur die
Werte 1 und 2 an. Die Matrixelemente von H; sind in der z-Basis pro-
portional zu o, = ( ) Daher gilt EY = (<I>_(O)|S |<I>(O)) = 0 und somit
verschwindet die Energiekorrektur erster Ordnung. Hier haben wir es al-
so mit einem Fall zu tun, in dem es notwendig ist, die Korrektur zweiter
Ordnung zu bestimmen. Fiir die Nichtdiagonalelemente (d.h. n # m) von
i, gilt (o |H,|9%) = —puk B, und

O 7. 15O | g

po _ = (ORI ()

" = EY - EDQ 2E
A1

1/2 2 z 2

Die Korrektur erster Ordnung fiir den Eigenzustand lautet:

. o) | H, |9 1
o) = 3 joy B I 5 00) = 413 jo)

(0) (0)
m#n En” — Em m#n m#n
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5.3. Zeitunabhangige Stérungstheorie

Weil es in diesem Beispiel nur 2 Zustdnde gibt (n = 1, 2), enhalten die Sum-
men jeweils nur einen Summanden. In Tabelle 5.3.2 sind die Ergebnisse fiir
die Eigenwerte und Eigenvektoren zusammengefasst. Sie stimmen in der

betrachteten Ordnung mit den exakten Ergebnissen in den Gl. (5.31, 5.32
und 5.33) uiberein.

n|1o®y EP®  EQ +2EP  AeY) (5.34)

Uf ) B BB (14 032)  3-2)

2| |m2) BB ME(1413) —3|4+2)

Tabelle 5.1: Beitrige zur Storungstheorie.

5.3.3 Storungstheorie fiir (fast) entartete Zustinde_

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass es fiir einen betrachteten Zustand

— = e

|Bpgy mindestens einen weiteren Zustand E35) gibt, fiir den in Gegensatz
zu Gl. (5.24) gilt

<q)1('2)) |H, |‘I’(m0)>

B — EY

In diesem Fall bricht der bisher betrachtete Formalismus zusammen. Den
Extremfall stellen entartete Zustidnde dar, bei denen E,(S,) — ,(79) = 0 fur
bestimmte m # n ist.

5 [T —opes 1 -
0 % s . @) ] - E

Na &

A

1.

Abbildung 5.1: Eigenwertspektrum

Wir betrachten das Eigenwertspektrum von H, (Abb.5.1). Die Eigenzu-
stinde von H, benutzen wir weiterhin als Basis. Wir wihlen einen Referenz-
Zustand ny und dessen Nachbarschaft n, < ng < n, so, dass aufSerhalb
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Kapitel 5. Naherungsverfahren

dieses Bereichs kein Entartungsproblem auftaucht:
(B | H1| DY)

<1 vl
Eqg — En)
mit der Indexmengg; ).= {na,na+1,-- ,n0, - ,Mp}.
Wir definieren einen Projektions-Operator

P = 3 120,

- iEN

A

der ,auf N'” projiziert, d.h. in den Raum derjenigen Eigenzustande von
H,, die mit ng (fast) entartet sind. Das Komplement von P ist

Q = i-P = 3 12" (2{".

igN

(Die Projektionsoperatoren P und @ werden nur in der folgenden Rech-
nung verwendet und haben nichts mit dem Orts- oder dem Impulsopera-
tor zu tun.) Wir teilen nun H wie folgt auf

A A

H = Hy+(P+Q)\H, (P+0Q)
\q’._/ \_\,:_J
=1 =1

)

= ﬁ0+)\H1

Wir betrachten den Operator H 0. Er hat auflerhalb von N wegen der Pro-
jektion P dieselben Matrixelemente wie H,. Die Matrixelemente zwischen
Zustinden innerhalb und aulerhalb von A sind wegen der Projektion P

Null. Dagegen hat ﬁ[ o innerhalb von N die Matrixelemente

Amn = (?Io)mn = (®Q|Ho|®D) = 6mnBL + (BQINH|2L), mneN.

Die Matrixdarstellung von H, hat somit folgende Blockgestalt:

_/ N N (5.35)
tn o /5,;‘.,44,,,» N @) 0 -

571 . N0 A —_
{ ¢ vy z,é/' 2252023

169


evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Line

evertz
Typewriter
22.5.2023


5.3. Zeitunabhédngige Stérungstheorie

A ist eine Diagonalmatrix A, = dppn/ E,(lo), weil hier nur H, auftaucht und
wir in der Basis der Eigenzustande von H, arbeiten.

Man kann Hj in Diagonalform bringen, indem man die Matrix A diago-
nalisiert. Dies stellt in der Regel kein Problem dar, da der Raum der (fast)
entarteten Zustidnde meist , klein” ist (Dimension < 1000).

() s Es sei nun Ihﬁ auf diese Weise diagonalisiert (also exakt gelost) worden, mit exak- a

ten Eigenwerten £’ und exakten Eigenvektoren |5$,°) > Man beachte, dass @

die Vektoren l<I>§10)> auBerhalb von N weiterhin Eigenvektoren von H,

sind. Die Eigenvektoren innerhalb von N ergeben sich als Linearkombi-
nationen der bisherigen Eigenvektoren innerhalb von N :

[39) = o 20) Sk Bragon. v A

Wir haben nun fiir die Stérungsrechnung einen neuen Ausgangspunkt

H = Hy + \H, (5.36)

mit f[o = Hy + PA\H,P und ﬁl = PEHQ + Qﬁlp - Qf[lQ Wir waren
urspriinglich am Zustand n, interessiert. Wir kénnen aber auch gleich die
Korrekturen fiir alle anderen Zustinde in A untersuchen. Fiir diese Zu-
stinde berechnen wir jetzt die Korrekturen zu Energie und Zustandsvek-

tor aufgrund von H;.

Die Energiekorrektur erster Ordnung ist

EM = (39| H,|3©)

Fﬁﬁmst |®%) eine Linearkombination der Zustinde aus dem von P
aufgespannten Raum. Daher gilt Q|®%) = 0. Weil nun @ in jedem Term

von H; vorkommt, ist

ENERGIEKORREKTUR ERSTER ORDNUNG (RELATIV ZU E,ﬁo)),
INNERHALB VON N\

EV=0; neN (5.37)

170
(*) Innerhalb eines exakt entarteten Unterraums hat H_0 einen konstanten Eigenwert, ist also dort proportional zum Eins-Operator.
Deswegen reicht es, in diesem Unterraum P H_1 P zu diagonalisieren. Die zugehérigen Eigenvektoren sind dann schon die | Schlange phi_n*(0) > .
Die Eigenwerte von P H_1 P seien E*_n. Dann sind die Eigenwerte von Schlange H_0 die Energien Schlange E_n*(0) = E_n*(0) + EM_n.
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Kapitel 5. Ndherungsverfahren

denn die linearen Einfliisse von A; wurden bereits bei der Diagonalisie-
rung von H berticksichtigt.
Wir berechnen nun die Korrektur der Zustandsvektoren. Fﬁr@’}_ N gilt

& (0) &(0)
) (Pm |H 1|Pn”)
éﬂ' o) 50— g®

P|3) = |2
Q) =0

} o F,39) = 0|3

~ 50y (B |QH:|8)
|CI)£11)> = Z I(I)SS)> E'SLO) > IE,(,?)
~ 1
4
as i T AN g 404G
g/, . ~ls) ‘
meN = (39|Q0=0 s L " B ‘4"/‘4«. s,

@9 = (@9 e
mEN)= 1 BEO = O

Somit sieht die Korrektur beim (fast-)entarteten Spektrum von H, formal
dhnlich aus wie beim nicht entarteten Spektrum.

m#n

JKORREKTUR ERSTER ORDNUNG ZUM ZUSTANDSVEKTOR BEI
' ENTARTUNG

&H(0)
|c1>£3 E‘ |<1><°>) w || >, eN . (5.38)

E(O) EW ~o) ) 7w
‘ 3 Mé” =D Em :Eu ,<é*‘/:£¢:v/

Wie wir gerade gezeigt haben, sind die in dieser Beziehung auftauchenden

A
A ~

Mit analogen Uberlegungen erhalten wir auch die
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5.3. Zeitunabhangige Storungstheorie

ENERGIEKORREKTUR ZWEITER ORDNUNG BEI ENTARTUNG

~ A~ 2
i (@21 8,8)| @
B3 = %N O Om . (5.39)

In Gl. (5.38) und (5.39) tragen nur noch Zustédnde m N bei, so dass — wie
es das Ziel unserer Uberlegungen war — der Nenner jetzt nicht mehr zu

klein wird. Die Grundlagen fir die Anwendbarkeit der Stérungstheorie,
(I)( )] - |¢(

namlich A ’ ( ’ < 1, sind dadurch sichergestellt.

Wenn auflerhalb von N keine weitere Entartung auftritt, kann man die
Energien und Eigenvektoren zu n ¢ N mit den Formeln der nicht-entarteten

Storungstheone berechnen, wahlweise relativ zu H, oder relativ zu H 0-
Ansonsten muss man die obigen Uberlegungen mit dem Ort n der neuen
Entartung als neuem Bezugspunkt ny, wiederholen.
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5.4 Zeitabhangige (Diracsche) Storungstheorie

Haufig interessiert man sich fiir zeitabhdngige Hamilton-Operatoren. Zum
Beispiel ist man daran interessiert, was mit einem Atom passiert, wenn
man elektromagnetische Wellen einstrahlt. Auch hier hat man die Mog-
lichkeit, das Problem perturbativ (storungstheoretisch) zu untersuchen.
Der Hamilton-Operator

H(t) = Hy + fll(tl (5.40)

soll jetzt aus einem_zeitunabhangigen Teil ff; und einer zeitabhingigen

Storung H, (t) bestehen. Das Eigenwertproblem von H,

HOW (2)2:) (5.41)

(andere Namen als in Kapitel 5.3)

soll gelost sein.

In der Praxis benutzt oft man die Losung des zeitabhdngigen Problems,

um mit Hilfe von Experimenten Riickschliisse auf das Eigenwertspektrum
von Hy zu erzielen. Dies ist analog zur klassischen Physik, in der man
z.B. einen Oszillator von aufSen mit einer periodischen Kraft mit einer
Frequenz w anregen kann. Wenn man w kontinuierlich variiert, wird die
Amplitude der erzwungenen Schwingung bei der Eigenfrequenz des un-
gestorten Oszillators maximal sein. Man kann auf diese Weise auf die Ei-
genfrequenz (bzw. Federkraft) und die Reibungskrafte riickschlieflen. Bei
Quantensystemen ist eine analoge Vorgehensweise oft sehr erfolgreich.
Weil man dann die Stdrke der dufleren Anregung {1 , unter Kontrolle hat,
kann man erreichen, dass , H; < H,” gilt, so dass ai.e Storungstheorie fiir
die Analyse der experimentellen Ergebnisse verwendet werden kann.

Wir werden in diesem Kapitel vor allem die Situation betrachten, dass die
torung erst zu einem Zeitpunkt 7, eingeschaltet wird. Vorher soll sich

das System in einem Eigenzustand von A, befinden. Wir werden die Zeit-

entwicklung des Zustands berechnen sowie die zeitabhingige Ubergangs-
wahrscheinlichkeit in einen anderen Eigenzustand von H,.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Stérungstheorie

5.4.1 Wechselwirkungsbild (Dirac-Bild)

Es ist giinstig, die Dynamik des Systems in Anteile aufzuteilen, die von
Hy bzw. von H, herriihren. Die Zeitentwicklung eines Zustandes nach
dem Gesamthamiltonian H (t) = Hy + H,(t) wird durch die zeitabhéngige
Schrodingergleichung bestimmt:

zh—lw )) = H(t) [¥5(2)) . (5.42)

Der obere Index “S” steht fiir “Schrodinger-Bild” (H (t) = HS(t)).
Die Zeitentwicklung im vollen System lautet

(U5(t)) = Uftto) |¥5(t)) |
wobei im Fall kommuterender Operatoren Gl. (3.9) U(t,to) = e & b fio H(T)d
gilt. Die Zeitentwicklung eines beliebigen Anfangszustands |®(#;)) im un-

gestorten System lautet
[®5(¢)) = e-%“-to)ﬁo]@S(to)) = Uy |95(to)), (5.43)

wobei wir den Zeitentwicklungsoperator von H, mit U, abgekiirzt haben
und in diesem Kapitel die Argurnente (¢, ty) weglassen. Es ist sinnvoll, den
,einfachen” Teil der Dynamik, beschrieben durch Hy, im Zustandsvektor
des gestorten Systems abzuspalten. Dies geschieht durch Einfithrung des
Wechselwirkungsbildes (= , Interaction Re resentation” = , Dirac-Bild”).
Der Zustand im Wechselwirkungsbild wird mit dem Index “I” (Interacti-

on) bezeichnet.
4 @ . (5.44)

o oM o il oo O
ih %NJ’(t)) = —Hy e |0(t)) + i 4 — |U5(2)) .

A

et () = et lws() = OF [951) = 030

Die Zeitableitung von (5.44) liefert

f | psitS (1) >
Wir benutzen (5.42) und erhalten ,,"7/ ﬁ/’ < A(‘ A #:s /H 0 +H_1) 1 psitS(t) >
zh—|\1’ (t)) = —Hoeht=t)Ho |gS(¢)) 4 ehlt=to H@\WS
=Rt e Rt R g it tO)HiHsg) Lt to)H(l 6%(t to)Ho ‘\IIS )>
—alO 7 v
= H{(t) |[¥(t)) (5.45)
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WECHSELWIRKUNGSBILD ([, ;5 frams. i’/ 4 )
U() := Uy [¥50) = U3U [¥¥(t)) (5.46)
Up = e ilt-tofho, (5.47)
V) = H) ) (5.48)
HI®) = Ul H5¢t) U,. (5.49)

Diese Aufteilung ist analog zum Heisenbergbild, wobei dort der volle
Zeitentwicklungsoperator U statt U, benutzt wurde, so dass dort
[WH(t)) = Ul(t, to) |T5(t)) = Ut(t, to)U(t, to) [¥5(t0)) = |T5(t0)) gilt.

Eigenbasis von H|

Das Eigenwertproblem von I:IO soll gelost sein (GL. (5.41)) fIO |®n) = n |D,,).

a;--.-.

lautet der Zeitentwicklungsoperator U (Spektraldarstellung 3.34)

Uy = e r(t=to)p [By) (D] . (5.50)
f

und die Matrixelemente 5.49 von H/(t) sind

®,.| U H3(t) Uy |8,) = etnt-t)em(p | HS(t) |D,)e nl-t0)en  (551)
Saite TT D iy

5.4.2 Storungsentwicklung der Wellenfunktion

Wir entwickeln | ¥ (#)) u\.w (imalsy tur fribres Bufuidd.
b 7 ' ’af*ﬂm ,{ “’V /
W) = Y | (5.52) b’ S:sz
7=0 - — /( //.

wobei |U/" e(t)) von der Ordnung (H { @em soll, d.h. die /-malige Anwen-
dung von H/ auf den Anfangszustand enthalten soll.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Storungstheorie

Einsetzen in (5.48) und Sammeln der Potenzen von H/ auf beiden Seiten
ergibt eine Rekursionsgleichung

zh%[@”“—“l(t)} = H @) |9'4)) , €>0. (5.53)

Storung ab dem Zeitpunkt ¢,

Wir betrachten nun den Fall, dass die Stérung H, (t) vor dem Zeitpunkt ¢,
gleich Null ist. Dann gilt

[TH0t)) = |T(to)) = [PCON
(WH>0t)) = 0.

Der Anteil mit [ = 0 enthélt keinen Stéroperator und ist daher per Kon-
struktion nicht von der Zeit abhangig. Gleichung (5.53) kann nun iterativ

geldst werden: =/
/\A—‘—\
pe L0 l.é -s4¢
By ~ u) =e s B T s
|l () = / Hl(r) |95¥(r (7)) dr (5.54)

Der Term erster Ordnung lautet somit

) = 3 [ Bl 1), (5.55)

und der Term zweiter Ordnung

wOm) = & [ an Bl 1900) (5:56)

- (—%)QZOtdtl H{(tl)/t:ldtz —_(iiQ). [ (to)) -

-
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5.4.3 Entwicklung in der Eigenbasis von H, i

Wir driicken jetzt (5.54) in der Eigenbasis von H, aus. Dazu entwickeln_
wir |0 (¢)) und |¥'*(t)) nach den Eigenzustinden |®,) von H,:’

W) = Y cylt)  [Ba) (5.57)
|\Ifli-e-(t)> = Z (’%Q(f) |(I)n> = Definition der Koeffizienten c_n*()) (t) (558)
mit (552
calt) =Y. SN (5.59)
£=0

Einsetzen in (5.54) und Multiplizieren von links mit (®,,| liefert mit 5.51:

- t
(e+1 - il 0)
(64D () = _ﬁzn: /t (@, |Hl()®)  O(r)dr.  (5.60)

g

eTRMT (B |HE (7)|®n) e RNT

Mit der Abkiirzung wp,, := <+ lautet die rekursive Gleichung (5.60) fiir
die Entwicklungskoeffizienten: -

: t
cﬁﬁill(t) = —%Xn:/to exp (1 Wy T) Hl,mn.(T) C%L(T) dr (5.61)
Hl,mn(T) == <(pm|Hig(T)|q)n>

Wma = 6’";6". (5.62)

Hier ist jetzt alles in Eigenvektoren und Eigenenergien von H_0 ausgedriickt

Man beachte, dass hier mit H, ,,,,,(7) die Matrixelemente des Stdroperators
H?(7) in der ungestorten Eigenbasis bezeichnet sind. Die ¢ = 0 Koeffizien-

fen sind die zeitunabhingigen Entwicklungskoeffizienten des Zustandes

2Die Entwicklungskoeffizienten des Zustandsvektors im Schrodingerbild
(US(t)) =32, ¢3(t) |®,) sind dann gemaR (5.46) c;, (t) = e~ hen(t—to) ¢ (¢).
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Storungstheorie

vor Einschalten der Storung  vorsicnt Notation

c_mA(=0) () = (5.54) c2(ts) = cmlto) =SCm - { A thé;ba&MW“.(,. (6 “/ HL. (55]) /

Aus (5.61) folgen die Koeffizienten erster Ordnung

. t
1 "
() = —52;% [;HmmwwWM%h (5.63)
Der nichste Iterationsschritt liefert:

. t
D) = —32 / d1 Hyma(7)e“m e (1) (5.64)

= (__) Z/ dT Hl mn(T ewmn‘f‘ cn’/ dT Hl nn’ zw "’T "

to

5.4.4 Ubergangswahrscheinlichkeit

Wir untersuchen im Folgenden die experimentell relevante Frage: Wenn
das System zur Zeit t; im Zustand |®;) ist, wie grof ist dann die Wahr_-
scheinlichkeit, dass es zur Zeit ¢t > ¢, im Zustand |®) ist? Hierbei sollen
|®;) und |®;) Eigenzustinde von H; sein. Die Indizes i und f stehen fiir
initial und final. e

2

= Z Cn(t) <(I)f’q)n>

n

Piny = [(®f[¥(F)

chlZCn
Ofn

lcr(t)]? . (5.65)

Die Anfangsbedingung lautet ¢, (ty) = 0,;. Daraus folgt in zweiter Ord-
nung in H, (siehe(5.64)) das allgemeine Ergebnis

i t .
cr(t) =850 — % Hy pi(r)enmdr

tO - W

1 t 7 il -
N ﬁZ/ dTHl,fn(T)elwf—"T/ dr' Hy i (7)€" 7
n to " to e

+ O(H}). (5.66)
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5.4.5 Harmonische oder konstante Stérung

Eine sehr wichtige Anwendung der zeitabhdngigen Storungstheorie sind
Probleme, bei denen zur Zeit ¢, eine konstante oder harmonische Stérung

eingeschaltet wird. Wir setzten im Folgenden t, = 0.
[

Hy(t) = O(t) 2V cos(Qt)

O(t) schaltet die Storung zur Zeit t, = 0 ein.
Im Fall von €2 = 0 beschreibt diese Gleichung eine konstante Stérung.

Wir behandeln konkret
woun Voo reellish dung ol dics
) (Ve + Ve —’Qt) 5.67
i =o0 BNy 2 it
n
Matrixelemente von H_1 iQt * —th t
in der ungestorten Basis H, MM\ ) (ane + V 616) (5.68)
(vgl. (5.62)): e A il N.B. Fall V_mn nicht reell, d.h. V* = exp(i a) V
(schreibe V statt V_mn und O statt Omega)
. Viorn  flir s = +1 Dann wird (5.68) zu
mit Ve, = : V (exp(i O t) + exp(ia) exp(-i O 1))
V,;" fiir s=-1 =V exp(ial2)2cos (0t -al2),
am d.h. um Phase a/2 verschobene Schwingung

Diese Form erlaubt formal auch ein nicht-selbstadjungiertes V, mit dem
man etwa gine Phasenverschiebung beschreiben kann. Wir haben zur Her-
leitung von (5.66) schon angenommen, dass die Storung vor ¢, Null ist,
weswegen die Integrale in (5.66) erst bei ¢, beginnen. Daher konnen wir
O(t) aus 5.67 im Folgenden auch weglassen.

Experimentell relevant ist oft der Fall, dass die Stérung H(t) zu einem
Zeitpunkt ¢; wieder aufhort. Durch Fourierentwicklung kann man eine
solche Stérung in harmonische Anteile zerlegen. Wegen des Ein- und Aus-
schaltens enthélt sie immer wesentliche Anteile iiber ein ganzes Frequenz-
intervall®’. In der ersten Ordnung der Storungstheorie (5.55), in der H,(t)
nur linear auftaucht, ist [/ (t)) dann einfach die entsprechende Summe der
Reaktionen auf die einzelnen harmonischen Anteile.

Wir berechnen nur die Koeffizienten c¢;(¢) aus Gl. (5.66).

Das Produkt einer Stérung f(¢) mit einer Ein- Ausschaltfunktion g(t) ergibt im Fre-

quenzraum die Faltung mit der Fouriertransformation von g: Vs
ht) = f(t)g(t) = h(w f d’ f(w) §w — w'). v/\g
— . ‘l é’ Q’ a ,
Faltungssatz
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5.4. Zeitabhéangige (Diracsche) Storungstheorie

Nullte Ordnurgg

In nullter Ordnung ist nicht viel zu rechnen. Der Beitrag lautet

£ =l , (5.69)

und er kommt nur zum Tragen, wenn Anfangs- und Endzustand gleich
sind. Diesen Fall werden wir nicht weiter behandeln.

Erste Ordntﬂg_

Das erste Integral in (5.66) lautet

t t
/ drHy si(r)e™r™ = YV} / drelrte)r
0 S

z(wf1+sQ)t 1

= Z o £ o) (5.70) ,
s = plusminus 1, siehe (5.68) e..g- —_— A (ea’-(/,_‘_e~tl/7
d.h. der Term erster Ordnung liefert / /2 e
) zﬂ -sin (Mf)
£ ) = Z Viie e (5.71)

Zweite Ordnung

Den Beitrag zweiter Ordnung werden wir in Abschnitt 5.4.8 mit einer
leicht modifizierten Methode berechnen, mit der das Ergebnis leichter her-
geleitet werden kann.

5.4.6 Konstante Storung: Fermis goldene Regel

Wir betrachten als Spezialfall zunéchst eine konstante Storung (2 = 0)._
Damit vereinfachen sich die Ausdriicke der ersten (5.71) und auch der
zweiten (5.66) Ordnung

sin (2£¢
Py =% 3 vp o4 2 0EY 572)
s +1 2
N
Hot

,:: of¢ 180 A
(ohwe eTas luuj (t) /

We g S
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/
(2) fn n'L zwf’ —1 eiwf"t—-l
f - h2 ZS S :tl Z Wni f1. wfn

1 Hy fnHini | e“fit—1  e“fnf_1
— 77,-2- ZTL Wni i - (5'73)

wfi wfn

Wir behandeln im Folgenden nur die erste Ordnung (und f # i). Die
Wabhrscheinlichkeit, dass das System in der Zeit t in den Zustand [ iber-
gegangen ist, ist dann

gtg , sin® (%ﬁt)

2| 1 fil (&) (5.74)
2

Py =les()° =

(Hier wurde mit t*> erweitert.) Dieses Ergebnis verhilt sich je nach der Na-
tur des Spektrums von H, unterschiedlich:

Falls das Spektrum von ﬂg diskret und ¢; nicht entartet ist, gibt es zwi-
schen der Energie ¢; und der Energie der Endzustinde ¢; eine Energie-
liicke Ae ;. Die Ubergangswahrscheinlichkeit lautet

7
2 ?"f' Py = 4\H1,ﬁ,|2 sin? Aejt
¢ l—)f (Aff)2 A 2—h

Diese Wahrscheinlichkeit oszilliert mit der Frequenz w = 4¢. Das ist ein
charakteristisches Phanomen diskreter Systeme. * Die Perlode der Oszilla-

tionen ist 7' = 2”” und die Amplitude nimmt proportlonal zZu (—A‘% ab.

ktrum von H, diskret und in ¢; entartetist, d.h. 3f # 7 :  wirbetrachten jetzt solche

ann liefert (5.74) fiir diesen speziellen Endzustand stattdessen el
r— /
t2) | Hy il
BET
Diese Wahrscheinlichkeit wachst proportional zu ¢* an. Ab einer bestimm-
ten Zeit wird die Wahrscheinlichkeit gréfer Eins. Das ist natiirlich unsin-
nig und zeigt an, dass im Fall von Entartung

t K (5.75)

|H\ gl

erfiillt sein muf}, damit die Stérungstheorie erster Ordnung anwendbar
ist.

4 Erst im Fall kontinuierlicher Spektren verschwindet die Periodizitat, wie wir gleich
sehen werden.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Storungstheorie

o) o)
I

Abbildung 5.2: Plot der Eunktion A,(w) Gl. (5.77) (durchgezogen) und der Ein-
hiillenden —*— (gestrichelt).
fi

Kontinuierliches Spektrum

Wir wenden uns nun dem Fall zu, dass das Spektrum bei ¢; kontinuierlich
ist. Es ist hierbei zweckmaflig, die ﬂbergangsrggg (Ubergangswahrschein-

lichkeit pro Zeiteinheit)
W = g (5.76)

einzufiihren, fiir die aus (5.74) folgt

. 2 (UbergangsRATE als Funktion von t :
sin(wy;t/2) ) Oszllation mit abnehmender Amplitude)

@
Wisy = 5 un
f ﬁ2| l,fl 27('( Wﬁt/2

Die Ubergangsrate ist proportional zu der Funktion f

(5.77)

(5.78) ’ 7
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Das Verhalten von A,(w) ist in Abbildung (5.2) als Funktion von w zu fes-
tem ¢ wiedergegeben. Man erkennt, daf8 A;(w) bei w = 0 konzentriert ist,
eine Breite proportional zu 1 und eine Hohe proportional zu ¢ hat. Sie ist
auf Eins normiert.

Die endliche Breite von A,(w) bedeutet, dass man bei Zeiten kurz nach
dem Einschaltvorgang Endzustinde mit ¢, 75 € flnden kann ¥

Im Limes ¢t — oo verhilt sich A;(w) wie die Delta-Funktion:

lim / flw =F0) % (5.79)

t—oo

vorausgesetzt, die Testfunktion f(w) hat die Eigenschaft lim,,, f :) = 0.
Fiir diese Klasse von Funktionen gilt

lim Ayw) =6(w) - (5.80)

Hiermit wird die Ubergangsrate i — f (5.78) fiir grofie ¢ formal zu:

FERMIS GOLDENE REGEL FUR DIE UBERGANG RATE
(ERSTE ORDNUNG, BEI t — 00, FUR'EINE KONSTANTE STORUNG)

271' UbergangsWAHRSCH.
Wi-’f .= |H1 fzi 5(€f - €) . (5.81) = Rate mal Zeit

Diese Darstellung mit der J-Funktion ist nur dann sinnvoll, wenn in der
Nachbarschaft von ¢; ein Kontinuum von Endzustinden vorhanden ist.
Das ist in physikalischen Anwendungen oft der Fall.

Man beachte, dass Fermis goldene Regel in dieser Form eine niitzliche
Idealisierung ist. Der formale Limes ¢ — oo widerspricht dem Giiltigkeits- d
bereich der Storungstheorie (s.u.). Das eigentliche Ergebnis in 1. Ordnung der
Storungstheorie ist Gl. (5.78) !

g —

25.5.2023

Ubergangsrate in ein Energieintervall von Endzustinden

Wir konnen zu einer besseren Darstellung des Ergebnisses kommen. Bei
einem kontinuierlichen Spektrum von Endzustanden sollte man nicht mehr
die Ubergangswahrscheinlichkeit in individuelle Zustande f angeben.

A
18/&/‘/

pops 0

[ 4 ;' Kasten steht fiir das betrachtete Energieintervall von Endzustanden
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Storungstheorie

P = [(®;|¥(t))|* in (5.65) hat dann vielmehr die Bedeutung einer Wahr-
scheinlichkeitsdichte. Relevant und messbar ist daher die Ubergangsrate i in
ein [ntervall Al o= [e s, €7 + AE] von Endzustandsenergien.

Zur Beschreibung der Endzustande in diesem Intervall fithren wir die Zu-
standsdichte p(£) ein. Wenn wir zunéchst die Zustdnde noch als abzihl-
bar annehmen, dann z&hlt p( E) die Zustande:

/A 3 pEYE= Y 1 (5.82)

n
en€AE

Man kann auch schreiben S /N
= E 0(en — \
“—s ~ — . Wenndie Breite 1/t der Funktion A;(w) viel kleiner als das Intervall AE ist,
dann konnen wir die Nédherung A(w) ~ d(w) von Fermis goldener Regel
(5.81) sinnvoll benutzen. Die Ubergangsrate in das Intervall von Endzu-
AF standen wird mit (5.81) zu

Wisar, = 3 o Hinl*8en—c)  skeorra _SS (x-a ?“’ X
g - énenAlf .
27 2 - X ] ( ;Q!‘
= Z /dE 6(E = En)‘g |Hl,nil 5(€n e fi) aj’(‘ J/ 4

enEAIf

(5.83)

=1 einvgeﬁigt
2T
) 2
; / Z 5(E 5 En)) lHl m‘ _6( = Ei) kontinuierlicher Fall
EEAIf n

7

~

~ p(E) |Hy g’

2 ECSEY—
/ TH P 8(E — ) pl(E) dE
EEAIf

2
= O( € Aly) [Higl® & ples) (5.84)

Q

|H, ;;|” ist hier ein gemitteltes Matrixelement, in der Annahme, dass |H |
in Al; nicht wesentlich variiert. In den letzten beiden Zeilen brauchen
die Zustinde nicht mehr abzdhlbar zu sein. Wenn ¢; tatsachlich in dem
betrachteten Intervall liegt, erhalten wir die Ubergangsratg

' = |Hypl" = p(e) - (5.85)
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Dies ist eine alternative Form von Fermis goldener Regel. Der Giiltigkeits-
bereich ist eingeschrankt. P ,ar, wachst linear mit der Zeit und fiihrt zu
unphysikalischen Ergebnissen, wenn nicht ¢ < 1/T" gilt. Wir haben fiir
die Herleitung von (5.84) nicht wirklich die -Funktion aus (5.81) bent-
tigt, sondern nur eine auf AFE begrenzte Verteilung Ai(w) (wenn p(FE) in
Al ungefahr konstant ist). Da A;(w) eine Breite ~ ¢ hat, muss insgesamt

h 1
AE <It<if (5.86)

gelten, damit (5.85) erfiillt sein kann.

5.4.7 Harmonische Storung mit {2 > 0

Der Fall einer harmonischen Stérung mit Frequenz 2 > 0 laft sich nun
leicht diskutieren. Wir behandeln weiterhin ein kontinuierliches Spektrum
und nur die erste Ordnung. Wegen €2 # 0 gibt es in (5.71) zwei Beitrage:
af(wﬁi + Q) + bf(wp — Q), mit f(w) = sin(wt/2) /(wt/2).

Die Ubergangswahrscheinlichkeit enthalt

af(wsi + Q) +bf(ws — P = |al2|flwat QP + b | f wa=L)*

Q y 4 A 0 +(a*b + ab*) f(wri + Q) - flwg =)

Die Funktion f(w) ~ A,(w) ist bei geniigend groien t um w = 0 kon-
zentriert (Abb. (5.2)). Daher treten als Funktion von 2 zwei Peaks auf,

bei Q = 4wy, Fiir endliche Frequenzen () kann meist einer der beiden_

Peaks vernachlissigt werden. Voraussetzung hierfiir, und auch fiir die Ver-
nachlissigung des Interferenzterms ist, dass der Abstand 22 der beiden
d-artigen Peaks grof ist gegen die Peakbreite 27 /t. Das heift,

T h
t»——
lef — €L|

. verwandt zu (5.86) (5.87)

Analog zu Fermis goldener Regel (5.81) und mit analogen Einschrankun-
gen erhalten wir

Vee

Wisy = H;;él 5(ef—el+m +|H"] 5ef—e,—fm) (5.88)
¢p=€i— no—Emission ef—e,+m:>Absorptlon
185
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Anmerkung: die Energiedifferenz Omega taucht hier

bei cos-formiger Anregung (z.B. elektr. Feld) auf,
ohne dass die Photon-Natur des Lichtes

benutzt worden ist.
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5.4. Zeitabhangige (Diracsche) Stérungstheorie

Diese Formel ist der Ausgangspunkt zur Beschreibung vieler physikali-
scher Effekte, wie z.B.: (inverse) Photoemission, Auger_slpektroskopic_e, Coulomb-
Streuung und Compton-Streuung.

5.4.8 Adiabatisches Einschalten der Stérung

t_0 nach minus unendl.t
Abschlieflend behandeln wir den Fall, dass die Storung schon ab #— —oc
sehr langsam eingeschaltet wird. Am Ende werden wir auch die zweite
Ordnung der Storungstheorie hinzunehmen. Zur formalen Beschreibung
multiplizieren wir den Storterm H, mit einem adiabatischen Einschaltfak-
tor 9", wobei O* eine infinitesimal kleine positive Grofe sein soll. Die
Anderung im Vergleich zum abrupten Einschalten bei ¢ = 0 ist, dass die
Integrale sich alle bis # —+ —oc erstrecken. Der Einschaltfaktor stellt sicher,

dass die Integrale konvergieren. Der einzige Unterschied ist folgender

t
/ ledT—)/ eztw 10
0

lz(w- iOT)t

et — 1
__)

w i(w—130%)
Ganz am Schluss lassen wir darin O* — 0 gehen. Zur Vereinfachung der

Schreibarbeit verwenden wir die Abkirzung’w ™ }= w — iO™"
N

Fiir den Term erster Ordnung erhalten wir dann anstelle von (5.70)

o0

t z(wfl-}—sﬂ)t
/_ drHy si(r)e s Z o) (5.89)

Wir berechnen den Effekt einer konstanten Stérung (€2 = 0). Der Term
erster Ordnung in (5.66) liefert

= —1H, i . (5.90)

Damit gilt fiir die Wahrscheinlichkeit

1 20*t

R'_’f - |Cf| Tae K2 IHl,f1,| w?i+0+2
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Daraus folgt
sz’—»f 2 9 O+e207t
dt h wi; +(01)

Nun konnen wir den Grenziibergang O — 0 durchfithren und erhalten

Wi—+f =

mit
O+
Bl =~

ot-0w? + Ot

fiir die Ubergangsrate :
T 2
M/i—*f =3 —f;— IHl,fi’ 5(Ef = Ez) . (jetzt mit t_0 nach minus unendlich,
- ohne Limes t nach unendlich)

Das ist wieder das bekannte Ergebnis (5.81) (Fermis Goldene Regel). Besta-
tigt durch dieses Ergebnis berechnen wir nun hiermit die Korrektur zweiter
Ordnung fiir eine 2 = 0 Storung.

]. ¢ e ntT
i | ) s w nT
= —_h2 E H17an17nz l:/_ dre’s zw;‘i ]

(2) = Z/ dTHlfne“"f"/ dr' Hy nie™ ni”

- 00
e

t o
e 1 Hl,anlme fi
- ¥
n ni 3

4 Hy pnHi i et
, m}: n hwi*—m hw;;

wlt

Hl,anI,m' ei fi
(e SRR T

n

Der erste Nenner lasst sich auch schreiben als —hw,, = E; — E,, +iO". Der
Unterschied zum Ausdruck erster Ordnung (5.90) besteht darin, dass H, g
durch

H nH ni

Zu ersetzen ist. Die Ubergangsrate hat auch in zweiter Ordnung weiterhin
die Form von Fermis Goldener Regel:

2 ]
Wi—f = —}:—- A/[l,fi|2w (5(Ef == Ez) s |
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5.5. Zu numerischen Verfahren

5.5 Zu numerischen Verfahren

Neben analytischen Methoden gibt es eine Reihe sehr leistungsstarker nu-
merischer Verfahren zum Lsen von Eigenwertproblemen. Um sie anwend-
bar zu machen, stellt man zundchst das Eigenwertproblem in einer endli-
chen Basis |i) (i = 1,2,...,N)dar:

Hly) = E4) (5.88)
N
mit ) = D cli) (5.89)
i=1
und Hy; = (i|Hl|j)

Entweder ist der betrachtete Vektorraum ‘von vornherein‘endlich, oder er
wird durch eine physikalisch motivierte, endliche Basis approximiert. Je
nach der Dimension N der Basis wendet man unterschiedliche Verfahren

an:
N < 10° : Standardverfahren der numerischen Mathematik:

liefern vollstandiges Spektrum und alle Eigenvektoren
13< N <L 1030 : Lanczos-Verfahren: exaktes iteratives Verfahren

fiir tiefliegende Eigenwerte und -zustande

~ 5 " "
a 101° < NV < 10719 : Quanten-Monte-Carlo-Verfahren: 'oMC
’ zur Bestimmung thermodynamischer Erwartungswerte,
QMC: :
1) Solche Hilbertraum-GrdRen sind erreichbar fiir oder zur Bestlmmung des Grundzustandes und
Bosonen und fiir Spin-Systeme (bei nicht-frustrierten Kopp- ﬁeﬂiegender Eigenzustinde,
lungen) und in d=1 rdumlichen Dimension bei Fermionen . X s
2) Bei Fermionen mit "Halbfiillung" (1 Elektron pro sowie Qyparmscher Elgenschaften.
Platz): Determinanten-QMC, bis O(1000) Platzen Einige Verfahren sind statistisch exakt
3) Fermionen mit Dotierung: "Vorzeichen-Problem”, & z
nur O(100) Platze und nur bei sehr hohen Temperaturen  d.h. E@MC — [ezakt L %_

4) Zeitentwicklung: nur bei sehr kurzen Zeiten, wegen des MC
komplexen exp(-i H t)

In 477 j"’“n)w» -t "PMRL : Oem.)é /feﬁr% ﬂmﬂn‘«é&/@z
Gropp
e (= MPS Mebmn PodoX 544

- elé“";‘m\-r, @l Z‘v‘Mua,él?
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QMC: 
1) Solche Hilbertraum-Größen sind erreichbar für
Bosonen und für Spin-Systeme (bei nicht-frustrierten Kopp-
lungen) und in d=1 räumlichen Dimension bei Fermionen
2) Bei Fermionen mit "Halbfüllung" (1 Elektron pro 
    Platz): Determinanten-QMC, bis O(1000) Plätzen
3) Fermionen mit Dotierung: "Vorzeichen-Problem",
    nur O(100) Plätze und nur bei sehr hohen Temperaturen
4) Zeitentwicklung: nur bei sehr kurzen Zeiten, wegen des
     komplexen exp(-i H t)


