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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9 Der Harmonische Oszillator

Zum harmonischen Oszillator gehort klassisch die Hamiltonfunktion
2

_p ko,
H=—+37 . (4.58)

Damit wird z.B. ndherungsweise die Bewegung von einzelnen Atomen in
einem Festkorper beschrieben, hier in 1 Dimension. Wenn die Atome in
der Gleichgewichtslage sind, so wirkt keine Kraft. Lenkt man ein Atom
aus der Ruhelage um z aus, so wirkt auf das Atom eine riicktreibende
Kraft f(z). Diese Kraft kann man in eine Taylorreihe entwickeln

flx)=f0)—k-z + ...

In der Ruhelage verschwindet die angreifende Kraft (f(0) = 0) und der
Kraft —k - = entspricht das Potential £ z2.

Die klassische Bewegungsgleichung m - £ = —k - z hat die Losung
z(t) = acos(wt) + bsin(wt)
mit wt = -4 (4.59)
m

.

Die Hamiltonfunktion A ladsst sich somit auch schreiben als
p? w?m
M = o - 5 T P l/((} (4.60)
= ("
Der Ubergang zur Quantenmechanik erfolgt mittels Ersetzen der dynami-

schen Variablen durch Operatoren. Der Hamilton-Operator lautet dann

vig)
, P2 w2m A
A= — +4“Mp (4.61)
2m 2

Er ist nicht explizit zeitabhdngig. Wir miissen daher nur die stationédre
Schrodingergleichung

FI"‘pn) = En|¢n>

16sen._Eine einfache, elegante, algebraische Lésung dieses Eigenwertpro-
blems geht auf Dirac zuriick. Sie vermeidet das explizite Losen einer Dif-
ferentialgleichung. Einen voilig analogen Formalismus benutzt man in der
Vielteilchenphysik und der Quantenfeldtheorie zur Beschreibung von Sys-
temen mit vielen Teilchen.
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4.9.1 Methode von Dirac
%’

Der Hamilton-Operator lédsst sich zu

o2l ()]
2 mw

umschreiben. Wir formen ihn weiter um. Wenn die Operatoren vertau-
schen wiirden, kénnte die eckige Klammer als (Q —i2-)(Q +i-L2) ge-
schrieben werden. Aufgrund der Vertauschungsrelationen erhalteri wir
fiir dieses Produkt jedoch

A

(-2)(@2) - [oo(£)]-a - (L))

Damit kann man den Hamilton-Operator folgendermafien schreiben

2 > A > ~
fro= == (Q—ii)(QHi) - &
m mw

Die Ausdriicke in Klammern nennen wir , Leiteroperatoren” oder

ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREI}T

mw , F
ol = /72 (@ i)
. = - (4.62)
# mw , ¥
a = 2h (Q + )

Die Namen werden spiter erldutert. Weil P und Q selbstadjungiert sind,
sind diese Operatoren zueinander adjungiert:

(a)' = a' und (aT)T = q. (4.63)

D

Wir definieren noch den sogenannten
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4.9. Der Harmonische Oszillator

ANZAHL-OPERATOR N

A~

N = adla . (4.64)

Es gilt NT = N. Damit wird der Hamilton-Operator formal sehr einfach:

N ist hermitesch --> reelle Eigenwerte.

HAMILTON-OPERATOR DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

_IS_I. = Jw(a'a + l11) hw (N + l11) : (4.65)

29.4.2021
Besonders wichtig sind die Vertauschungsrelationen von Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren

[, A P A P
[a,af] = % [(Qﬁ-i%), (Q—z‘%)]
mw A A 7 ) A A ) Eand il ¥
- 5 (L8 + B A - (8. 2,Q)))
s - 2[Q,P)=2ir 1
= 1

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VON
ERZEUGUNGS- UND VERNICHTUNGSOPERATOREN

A

- X a ¢
aa' —a'a = [a,df] =1 & al’=N+1 v a'anl
;’3" [a,a] =0 . (4.66)
[af,al] =0

Wir benennen die Eigenwerte und Eigenvektoren von N mit n und |n).
Wir werden bald sehen, dass n eine natiirliche Zahl sein muss. Da sich die
Operatoren H = hw (_N_ -+ %ﬁ) und N nur um ein Vielfaches des Einheits-
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operators unterscheiden, haben sie dieselben Eigenvektoren:

Wenn N|n) = n|n), dann Hn) = hw(n-l—%) [n) .

Daher hat # die Eigenwerte fiw(n + 3)- Weil die Operatoren hermitesch
sind, sind die Eigenwerte reell. Wir miissen nun herausfinden, welche Ei-
genwerte n des Anzahloperators moglich sind. Dazu betrachten wir die
Vertauschungsrelationen von N mit a und af

[N,a'] = [a'a ,a'] = al g af —atata (4.67a)
ata+1
=a'a'a +a' —alala =al (4.67b)
[Nya]=[ala,a]=alaa — ad a (4.67¢)
ata +1
=a'aa —a'laa —a = —a (4.67d)

Wir wenden die Vertauschungsrelation [N, a'] = a' auf einen Vektor [n) an
und benutzen N|n) = n|n):

[N,afln) = a'|n) —
& Na'|n) — a'nln) = a'|n)
& Natln) = (n+ 1)a' |n) (4.68)
Analog Vck{w
Naln) = (n—1)aln) (4.69)

Wenn also |n) Eigenvektor von N zum Eigenwert n ist, so ist

a'ln) Eigenvektor zum Eigenwert (n+1)
a |n) Eigenvektor zum Eigenwert (n—lf

Man nennt a' den Erzeugungsoperator und a den Vermchtungsopemtor in

Analogie zur Quantenfeldtheorie. Dort werden formal gleichartige Ope-
ratoren benutzt und n steht fiir eine Teilchenzahl, z.B. fiir die Zahl von
Photonen einer Ausbreitungsrichtung ﬁ und Frequenz w. Die Operatoren

a' und @ dndern dort die Teilchenzahl um 1.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Bei einem eindimensionalen Potentialproblem sind die gebundenen Ei-

_genzustinde von A nicht entartet (Kap. 4.6.3). Ungebundene Zustande
gibt es beim harmonischen Oszillator wegen des unbeschréankten Potenti-
als nicht. Der Vektor a |n) muss somit zu |n — 1) proportional sein:

aln) = c-|n—-1) ; (4.70)

Das Adjungierte dieser Gleichung lautet

(n|a' = (n—1|c". (4.71)

Nach links angewandt wirkt der Erzeugungsoperator daher wie ein Ver-
nichtungsoperator (und analog der Vernichtungsoperator wie ein Erzeu-
gungsoperator (szu.)) !

Wir berechnen nun den Proportionalititsfaktor. Die Eigenvektoren n) sol-
len normiert sein. Zum einen gilt

naTanznAn =n (njn) =(n
(nla‘aln) = (n| Nn) = n (nln) =(2)

W v
&\ nln) =1

Zum anderen konnen wir beim‘Produkt a'a den Faktor a' nach links und
den zweiten Faktor a nach rechts anwenden:

(nla’aln) = cfc(n—1n—1) = |c|?
A Oy

Daher muss der Normierungsfaktor |c|> = n erfiillen. Wir wéhlen ¢ = V.
Daraus folgt

a|n) = vn |n-1) (4.72)

Insbesondere’gilt a|0) = 0. Analoge Uberlegungen fiir a'|n)

allny = ¢ n+1)
(nlaa’ln) = *d{(n+1n+1) = |
(nfaa'ln) = (n|(V+1)n) = n+1 = |¢]

5Man beachte, dass in der hier verwendeten allgemein {iblichen Notation ,,|0)” fiir
den Zustand mit n = 0 steht und nicht fiir den Nullvektor des Hilbertraums. Letzterer
wird nicht explizit als Vektor, sondern als ,0” geschrieben, z.B. [1) — y=o0."

134


evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Highlight

evertz
Rectangle


liefern

a'ln) = Vn+1 |n+1) (4.73)

Die adjungierten Versionen von (4.72) und (4.73) zeigen, wie man a und a'
nach links anwendet:

(nla'= (n—1|vn
(nla = (n-i-llg/n—!—l.

Wir kénnen nun mit einem beliebigen Eigenzustand |n) beginnen und den
Operator a wiederholt anwenden

aln) = VAl-1)
aaln) = y/nn-1)|n—2)
1@|n = Vn-(n=1)-(n—2)---(n—m+1) |n—ln_> (4.74)

So erhalten wir die Eigenzustédnde |n —m) zu immer kleiner werdenden
Eigenwerten (n — m) von N, wobei m die Anzahl von angewandten Ope-
ratoren a zahlt. Das bedeutet, dass im Prinzip negative Eigenwerte erzeugt
werden konnten. Es gilt aber fiir jeden Eigenzustand |n’)

n' = (W|Nn') = (@]a’aln’) = [[v]]> 2 0.
@l )

Daher muss die Folge in Gl. (4.74) abbrechen. Dies geschieht genau dann,

wenn n positiv ganzzahlig ist, weil dann @ [0) = 0 auftritt. Wir erhalten:
Die Eigenwerte des Anzahloperators N sind die natiirlichen Zahlen N,.
Weil die Eigenwerte von H nicht entartet sind, sind die Eigenzustinde |n)
orthonormal.

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DES ANZAHL-OPERATORS

N|n) = n|n) VneNy (dh.n=0,1,2,3...) .

(Blm) = Sum, 3 I}l = 1 . =)
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren von H sind dieselben wie von N.
Aus H = hw (N + 11) ergeben sich die

EIGENENERGIEN DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

_J l
g E, = hw (n+ %) (4.76)
o’

enclNy (dh.n=0,1,2,3...)

e Die Eigenenergien des Harmonischen Oszillators sind in Einheiten
von fw quantisiert. Sie wachsen mit n linear an.

e Im Grundzustand ,[0)” hat das Teilchen die Nullpunktsenergie %.

e Ort und Impuls sind auch im Grundzustand unscharf, wie schon aus
der Unschirferelation folgt.

0 Wir haben zur Herleitung der Energien (4.76) nur die Vertauschungsrelation von a und a*kreuz benutzt !

4.9.2 Eigenzustinde und Erwartungswerte

Wir wissen nun, dass der n-te angeregte Zustand aus dem Grundzustand
|0) durch n-faches Anwenden von a' erzeugt werden kann . Es gilt

W = Jealf-1)
e .
WA ey \/T( )"[0)
n) = —— ()" |0) 4.77)
- |

Wir wollen nun den Erwartungswert der Auslenkung (n|Q|n), und des
Impulses (n|P|n) sowie die Varianzen im Eigenzustand |n) berechnen. Wir
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konnen die Rechnungen algebraisch mit Hilfe der Operatoren a und af

durchfiihren, ohne z.B. P als leferentlaloperator schreiben zu miissen.

Dazu driicken wir Q und P wieder durch a aus. Mit GI. (4.62) gilt
5= of L B (ot = =2 it
i—. V3 (@a'"+a) = 7 (@' +a) (4.78)
P = iyVmw A (a'—a) =: x .2 (a' — a) (4.79)
- - K- sind

Hier haben wir auch eine fiir den harmonischen Oszillator charakteristi-
sche Langenskala z, und eine Impulsskala p, definiert. (Der Faktor v/2 ist
Konvention.) Sowohl () als auch P sind hermitesch.

Einsetzen in die Erwartungswerte der Auslenkung und des Impulses lie-
fert mit (n| (a + aT)|n> = (n|a|n) + (n|al|n)

A h
@G = g ( talan) + @y ) =0
mw S s S S
vnln—1) Vn+1|n+1)
S — N—" m——
d= 1=0
A . [mwh
Py = 55 (wldn) - (ol ) ) =0
. N~ g —
Vnn—1) Vn+l|n+1)
1= =0

In einem Eigenzustand von H sind die Erwartungswerte somit Null.® Fiir
eine Linearkombination von Eigenzustdnden sind die Erwartungswerte a aB
i.a. nicht Null (s.a. Ubungen).

®Dies gilt auch fiir alle anderen Potentiale, die wie der harmonische Oszillator spie-
gelsymmetrisch sind, V(z) = V(—x) Dann sind die Eigenfunktionen symmetrisch oder
antisymmetrisch: ¢, (—z) = iwn(ac) und die Wahrscheinlichkeitsdichte [n(z)|? ist sym-

metrisch. Es folgt (¢ |Q[¢n) = f dx x [¢n(x)|* = 0. Fiir gebundene Eigenzustinde gilt

auch immer (¢, |P|,,) = 0 (Kap. 4.1.1).
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Nun berechnen wir den Erwartungswert von Q? im Zustand |n).

(&%) = %w(a +a*)2|n>

h
= (n| <a2 +(a")?+a'a +a aT) In)
m

_ % <(n|i2 o 5 4o @2 In) + <n|‘a_T2 In) + <Tl,ﬂ’f |n>>

Die ersten drei Erwartungswerte lassen sich mit Gl. (4.72) und Gl. (4.73)
leicht berechnen

(n@ln) ~ (n|n —2) =0
(n| (@")?|n) ~ (n|n+2) =0 (4.80)
(nlala |n) = (a[Nn) = n (aln) =n.

Einen Ausdruck wie (n|a a'|n) kann man auf unterschiedliche Arten be-
rechnen:

(i) Mit Hilfe der Vertauschunésrelation (4.66)
aal =N +1 = (n|aat|n) = (n|(N+1)n) = n+1.

(ii) Durch Anwenden beider Operatoren nach rechts:

(nlaa'|n) = (nla(VR+1|ln+1))=(n|vR+1vVn+1|n)=n+1.

(iii) Durch Anwenden des linken Operators im Produkt aa' nach links
und des rechten nach rechts:
(nlaa'|n) = (@lvVn+1) (VR+1|n+1)) =n+1.
nt
Zusammen mit (7|Q|n) = 0 erhalten wir die
Unschirfe ((AQ_)2) = (Q% — ((Q))? im Eigenzustand |n):

-

- h %2
2\ _ _ %
(n|(AQ)*|n) = v (2n+1) (2n + 1).
Speziell fir den Grundzustand (n = 0) ist
R h z2
210\ _ _ %o
(0I(AQ)TI0) = 5— > : (4.81)

138



Analoge Uberlegungen fiir den Impuls liefern

p2 = T (0 af) (o)
mwh , 5 2
i (a + (ah) —aTa—aaT)
mlaPin) = ™2 ((nlata n) + (nla o n))
- m_;”_h(2n+1) - %g(zn+1).

Fiir den Grundzustand ist die Unschérfe im Impuls

o[aP?iy = T _ B
Zusammenfassen_c.i:
(nIQln) = 0 5 wacumpswel
(n|Bln) = 0 /m %w,(../ ™
(n|(AOY2n) = %39_711) (4.82)
(l(APPIn) = BB (2n+1).

-

Fiir die Orts-Impuls-Unschiirfe beim harmonischen Oszillator erhalten wir

. . 1 h
(n] (AQ)(AP) |nZ = xopo (n+ 5) = —(2n+ 1).. (4.83)

Im Grundzustand des harmonischen Oszillators nimmt die Orts-Impuls-

Unschirfe somit ihren minimal moéglichen Wert g an'!

139


evertz
Rectangle

evertz
Rectangle


4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.3 Grundzustand in der Ortsdarstellung

Wir haben bisher die Eigenzustiande |n) von H nur abstrakt ausgedriickt.
Die Wellenfunktion, d.h. die Koeffizienten von |n) in der Ortsdarstellung,
sind

(z|n) =: Yn(z) . (4.84)
Dies ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das quantenmechanische Teil-

chen am Ort z anzutreffen, wenn es sich im Eigenzustand |n) befindet.

Die Grundzustandswellenfunktion y(z) kann mit Hilfe von a |0) = 0 be-
rechnet werden. Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit {z], d.h.

wir betrachten sie im Ortsraum: é K 1¢4)
= (z|a |0) = {/ o o7 (<$|Q |0) + m—($|P |0>> ﬁ‘f“’ ,»iﬁé\rﬂ

- \/@ (0000 + 7 Swn(o))

d
= S5 = .

Die Losung dieser Gleichung ist die

GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES HARMONISCHEN
QSZILLATORS,

Normierung: integral | psi(x)I"2 dx = 1

332

Yo(z) = (mO)—i e 2% (4.85)

Dies ist eine normierte Gaufsche Funktion mit o = zy.

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im Intervall (z,z + dz) anzutreffen,
ist quantenmechanisch

=2

dP(z) = |o(z)|?dz ~ e = dz .

Vergleich: Beim klassischen harmonischen Oszillator ist die Wahrschein-
lichkeit proportional zur Verweildauer At des Teilchens im betrachteten
Intervall

Ax

P(z' € (z,z + Azx)) ~ At = (@)
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Bei einer klassischen Oszillatorbewegung mit Amplitude A gilt

z(t) = A-cos(wt)
v(z)| = 2| = |w-A|-]|sin(wt)] = |wA|y/1 — cos?(wt)

wAy[1 - (%)2

Nach der Normierung auf 1 erhalten wir

1 1
dP(z’ € (z,z +dz)) = A JT=(2) dz

Die klassische Aufenthaltswahrscheinlichkeit ist vollstandig durch die ma-
ximale Auslenkung A festgelegt. Diese Grofle kommt in der quantenme-
chanischen Beschreibung nicht vor. Um beide Verteilungsfunktionen mit- )

einander vergleichen zu kénnen, wihlen wir die Parameter so, dass die

Energien gleich sind, namlich
w?m 1
A? = hw —).
5 (n + 2)
- (Mikroskopisch:

Es folg‘ ~(2n+1) = z3(2n + 1) . Dann sind auch die Varianzen Kassischer Osz.

(AQ)? kla551sch und quantenmechanisch gleich ! Bei n = 0 ist daher A = eigentich m|C)ht
o anwendbar !

Zg.

]
!
1
]
]
'
!
]
'
I
]
]
]
’
!

Abbildung 4.17: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichte |y (z)|? im Grund-

zustand des harmonischen Oszillators mit derjenigen eines klassischen Pende_.ls
Gestrichelte Linie: klassisches Ergebnis. Durchgezogene Linie: quantenmechani-

sches Ergebnis. Die Auslenkung x ist in Einheiten von xo angegeben.

In Abbildung (4.17) sind die klassische und (fiir den Grundzustand n=0)
die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte wiedergegeben. Sie un-

terscheiden sich drastisch.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.4 Angeregte Zustinde in der Ortsdarstellung

Der n-te angeregte Zustand kann durch n-faches Anwenden des Erzeu-
gungsoperators aus dem Grundzustand erzeugt werden. Das wollen wir
ausnutzen, um die angeregten Zustdnde in der Ortsdarstellung zu bestim-

men

4@ = (e = —=(al@)0)

I\

= (m“’>"<x| —i—— ) [0)
(e-5z)

- =33 (e - ) i@

mw dx
~—

ﬁ

\Zo d(2) %,/:co

58 | LI | d "6_4
NV * T dz i

Die in der letzten Klammer auftretenden Funktionen bezeichnet man als
Hermite-Polynome.

T
it: 2 = —
(mit: z ry )

DIE ANGEREGTEN ZUSTANDE IN DER ORTSDARSTELLUNG

. 1 ~ 1 1 22

n = 272 T2 N7y -
wn(e) = = Tim—s TG (4.86)
hn(z) : Hermite-Polynom n-ten Grades

e h,(z) : reelles Polynom der Ordnung n in z =x/x0

e h,(z) hat gerade oder ungerade Paritéit: h,(—z) = (—1)"h,(2)
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BeiSEie_le:

z2 z2 2 22 22 2 _ a2
_1/)1(36). e %)G_T e +(§)6_T =22 e 7 = e Eg.
hi(z) Prpp———
d 32 d 22 ) . d 2

Ya(x) ~ (2= 5)26——{ = (- d—z)Qze_T =2(z%e" 7T — E(ze_T»

e - 2y

= Az 142 zze 2 . X

= 2(222 — 1) e 2 L,

—————
ha(z)

Die Wellenfunktion v (x) ist wie erwartet antisymmetrisch und ,(z) ist
wieder symmetrisch in z. Die Wellenfunktionen zu = 0, 1 und 2 sind in
Abb. (4.18) dargestellt.

%(1’} | |

HIVAR 5~

Abbildung 4.18: Wellenfunktionen 1, (x) der ersten drei Eigenzustinde (n =
0, 1, 2) des harmonischen Oszillators. (Horizontal: Auslenkung in Einheiten von
xo. Vertikal: Wellenfunktion (willkiirliche Einheit), sowie Energie in Einheiten
von hw.)
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Varianz Delta Q"2
geht wie (2n+1),
d.h. die Breite

der Ortsverteilung
geht wie Wurzel(n)
(siehe (4.82)

4.9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren |n) des hermiteschen Operators H sind vollstindig,
und zueinander orthonormal. Daraus folgt eine entsprechende Orthogo-
nalitit der Hermite-Polynome

(nlm) = / T (@) Ym(@) d = Gam S

/ e hn(2)hm(2)dz = Spmn!V/T2".

(e ]
P

Die Wahrscheinlichkeitsdichte |1, (z)|* (nicht die Wellenfunktion) einiger Zu-
stinde ist in Abbildung (4.19) dargestellt und mit dem Ergebnis der klas-
sischen Mechanik verglichen.

Die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Zustand |n) hat n Nullstellen. Der

Abstand der Nullstellen ist ungefdhr Angs ~ 2A4/(n + 1) = zo /8/n fir
n > 2. Qualitativ ndhert sich das quantenmechanische Ergebnis fiir n — oo
dem klassischen Ergebnis an. Es bleiben aber deutliche Unterschiede:

o n Nullstell_grl.

e die Maxima sind doppelt so noch wie die Amplitude im klassischen
Ergebnis.

Experimentell haben wir aber immer eine endliche Auflosung Az. Die ex-
perimentelle Wahrscheinlichkeitsdichte ist daher

fz+Aa:/2 p(m) dz

- Azx/2
plz) = —

_Fiir makroskopische schwingende Teilchen ist 2, sehr klem (o =~ 107 1%m

fiir m=1g und w=1/sec) und bei makroskopischer Amphtude entsprechend
die Quantenzahl n sehr gro. Dann ist der Abstand der Nullstellen sehr
viel kleiner als die experimentelle Auflésung und die Kurven stimmen
auch quantitativ liberein.
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v 1
2 x|
n=o
E' 0.8 :
0.6
n=s1
P
0.6
\ 0.5
0.4 n=J}
0.3
0.
h=20

7.5 -5 -2.5 2.5 5 U XN‘

Abbildung 4.19: Vergleich der Wahrscheinlichkeitsdichten |1 (x)|* des harmo-
nischen Oszillators (nicht der Wellenfunktion selber) mit dem klassischen Oszil-
lator (gestrichelte Linie). Durchgezogene Linien: quantenmechanisches Ergebnis
fiirn=0,n=1n=2undn = 20 (von oben nach unten). Die Auslenkung x
ist wieder in Einheiten von x, angegeben.
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4.9. Der Harmonische Oszillator Hier: Behandlung von Kap. 3.6.1 Ehrenfest

4.9.5 Dynamik des harmonischen Oszillators

Wir wollen hier die Zeitentwicklung der Wellenfunktion im Potential des
harmonischen Oszillators untersuchen. Zur Zeit t = 0 sei der Zustand
|®¢). Zu einem spéteren Zeitpunkt ¢ > 0 ist er

2(t) = e @) (4.87)

da der Hamilton-Operator des harmonischen Oszillators nicht explizit von
der Zeit abhéngt. Wir entwickeln den Anfangszustand |®,) nach den Ei-
genzustdnden des harmonischen Oszillators

o) = cn |n) (4.88)
e = (n|o) = / (nlz)(z]@o) dz = / Gi(@)@o(z) dz . (4.89)

In 1 Dimension konnen alle Koeffizienten c, reell gewahlt werden, wie
auch die Eigenfunktionen v, (z). Einsetzen in Gl. (4.87) liefert fiir den Zu-
stand

(1)) = Y cae# |n)
: n=0
o i

=0

= W, o iR > In) (4.90)

n=0

und fiir die Wellenfunktion, mit Abspaltung eines irrelevarnten globalen
Phasenfaktors:

oo

O(z,t) = (z|®(t)) = chlbn(l") e~ wt(n+3)

n=0

o0

Z Catln(z) e~ ] (4.91)

— o a9
n=0

Die Wellenfunktion zur Zeit ¢ besteht somit aus einer Summe von Schwin-
gungen mit Frequenzen (n + 3)w. Weil alle diese Frequenzen ganzzahlige
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St'n/ 4/4 ﬁvvav/wy,fu%
Vielfache von w sind, ist-dte-gesamte-Welenfunltion periodisch in der a
“

Zeit, mit der Periode 7' = 27 /w. Dies ist auch die Schwingungsdauer des
klassischen Oszillators.

(I)(.’L‘,t-l- T) — 7T piwt/2 chwn(x) e~ wtn ,—i2mn (4.92)
=1 n=0 1

Der negative Vorfaktor hat keinen Einfluss auf Messgrofien.

Wir berechnen nun das zeitliche Verhalten von (Q) im Zustand |®(¢)) =
S, o €729t |) mit reellen Koeffizienten c,,. Aus dem Ehrenfestschen
Theorem wissen wir schon, dass (Q) die klassische Bewegungsgleichung.
fiir den harmonischen Oszillator erfiillt. Wir erwarten deshalb bei passen-
den Anfangsbedingungen eine Schwingung mit Frequenz w.

(2(1)| Q12(1) = % (2(1)| o' +a|2(1))

2o i(n+2)wt —i(m+1)wt
= — Cn C{n| e\ 2/%% 2% vm+1|m+1) + h.c.
V2 (nzn‘: = mtl :
n=m+1 L0 iwt
= — E vm+1|cnti1Cm € + h.c.
V2 ( Leige )
o 4
= — E vm+ 1| cni1cm/2coswt] . 4.94
VZ & ( g ) J g e

Hier steht “h.c.” fiir das hermitesch Konjugierte des vorherigen Terms und
wir haben ausgenutzt, dass (®|a'|®) der zu (®| a |®) hermitesch konjugier-
te Ausdruck ist.

Im Ergebnis sehen wir tatsachlich, dass der Erwartungswert des Ortsope-
rators in der Regel mit cos wt schwingt, allerdings nur, falls es im Anfangs- 0
o

A

zustand |®y) Terme ¢, 41¢, # 0 gi‘pt. Ansonsten ist ()) z.B. in einem Eigen-
zustand |n) des Hamiltonoperators zeitunabhingig Null.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4,9.6 Kohirente Zustiande

Ein besonderer Fall sind kohiirente Zustiinde. Dort ist die Wellenfunktion
zu allen Zeiten gaufiférmig wie im Grundzustand des harmonischen
Oszillators, daher mit minimaler Unschirfe. Sie schwingt im Potential

des harmonischen Oszillators als Ganzes (!) mit der Frequenz w. Ein sol-

cher Zustand ist von allen Zustdnden des quantenmechanischen harmoni-
schen Oszillators einem klassischen Teilchen am dhnlichsten. Verallgemel-

nerungen von kohdrenten Zustianden sind in der Vielteilchen-Quantenme-
chanik und Quantenoptik sehr wichtig.

Formal ist ein kohdrenter Zustand |\) des eindimensionalen harmonischen
Oszillators als rechtsseitiger Eigenzustand des (nicht-hermiteschen) Ver-
nichtungsoperators a definiert:

ald) =\, (4.95)

wobei der Eigenwert A eine beliebige komplexe Zahl ist. Real- und Imagi-
nérteil von ) entsprechen den Erwartungswerten von @ und P im koha-
renten Zustand (s.u.).

Die Zustiande |)\) seien normiert. Im Folgenden sind einige wichtige Ei-
genschaften zusammengefasst.”

Man kann |\) wie jeden Zustand des harmonischen Oszillators in der Basis
{|n)} ausdriicken: [A) = 7 ¢,|n). Durch Einsetzen in (4.95) erhilt man
eine Rekursionsgleichung, mit der Losung

IA) = e /2 i ;:7 In) . (4.96)

Man beachte, dass es zum Erzeugungsoperator o' keinen rechtsseitigen Ei-
genzustand geben kann, weil nach Anwenden von a' auf einen beliebigen
Zustand ) ° ¢ |n) der Zustand |n,) im Ergebnis nicht mehr vor-
kommt. Es gilt aber wegen (4.95) bei Anwendung nach links:

(N at = (A A" (4.97)

’In der Quantenelektrodynamik werden kohérente Zustande vollig analog iiber den
Vernichtungsoperator fiir Photonen definiert (s.u.) Dann entsprechen Keal- und Tmagi-
narteil von A der Stdrke des elektrischen bzw. des magnetischen Feldes.
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Aus Gl. (4.96) folgt, dass die Eine Energiemessung (Anwendung von H) ergibt mit
dieser Wahrscheinlichkeit den Messwert E_n = hbar omega (n + 1/2)

Wahrscheinlichkeiten |(n|A)[? = e~ ﬂ%’j—)i Poisson-formig

verteilt sind. In einem kohérenten Zustand kommen somit alle Anregun-_
gen |n) vor. Die Erwartungswerte sind

AINIA) = (Aafald) = A (4.98a)
AN = A2 (4.98b)

Die relatzve Unschiirfe 25 & N der beitragenden Anregungen nimmt daher wie

1
m‘ = (1\7) ab.

Entsprechend verhilt sich die Unschérfe der Energie:
(H) = hw ({N) +1/2) = Rwo(I\P + 1/2), und (AH)? = (hw)?[A%, daher

A _ DL

(H) P+s
Die Erwartungswerte von Q und P in einem kohédrenten Zustand lassen

sich leicht berechnen (zo = /75 , po = Vmwh) :

A

NQW, = 2 ((a' +a)y) = 723@, (499)
FiA) = z'*"\%@\l(aT —a)|A) = EQIﬂ/\. (4.100)
Somit ist E :
@ , 1P
\/—Io \/§P0 '

Fiir die Unschéarfen erhélt man

AlaoPp = 2 (101)
AaPRy = B (4102)
AJAPAQ|N) = g (4.103)

Die Unschirfen sind dieselben wie beim Grundzustand des harmonischen
Oszillators ! Insbesondere hat die die Orts-Impulsunscharfe thren minimal
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4.9. Der Harmonische Oszillator

moglichen Wert 2, unabhéngig von \. Dagegen konnen die Erwartungs-
werte (Q) ~ Re A und (P) ~ Im A beliebig grofs werden. Die relativen
Unschirfen AQ/(Q) und AP/(P) werden daher bei makroskopischen Di-
mensionen sehr klein, Ort und Impuls verhalten sich nahezu klassisch. Die
Grofle der Unschérfe legt nahe, dass die Wellenfunktion eines koharenten

Zustands ein Gaufipaket ist. In der Tat ist die Wellenfunktion
—————

(z|A) = (71';1:(2))_% exp {_(:1:_—(52_})2 + %(P}:c} (4.104)

ein um den Betrag_(@ Re A verschobenes Gaufisches Paket (mit einem
Impuls von (P) ~ Im \), d.h. der verschobene Grundzustand des harmo-

nischen Oszillators.

Nebenbemerkung:
Dies kann man auch mit einer anderen Rechnung erkennen. Durch Einset-

zenvon (4.77), |n) = -5 (a’)™ |0) in (4.96) erhalten wir

o0 A"

—I)|2
|/\> = e AT E_-O F (aT
. e—|/\|2/2 e/\a'r |O> S

... = N (4.105)

Die letzte Zeile kann man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen von a
und a' zeigen. Der dort auf |0) wirkende Operator e**' ~"¢ ist unitir. Wenn
A reell ist, d.h. (P) = 0, dann wird der Exponent zu A(a' — a) ~ P und wir
erhalten

N = e w0y = (AP 0y = 4P |0) (4.106)

mit einem Translationsoperator der Gestalt @, der, wie wir in einem spa-
teren Kapitel noch genauer sehen werden, einen Zustand um die Strecke

x rdaumlich verschiebt.
(Ende der Nebenbemerkung)

Die Zeitentwicklung eines kohédrenten Zustands |A(t=0)) = |\) kann man
direkt aus der Darstellung (4.96) berechnen:

[A(#)

——Ht |/\( )> L3 e—i(N‘*'%)“ﬂ,\) —
_ omigt )\e_wt> (4.107)
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6.21

. 213
<E> =6.213

Abbildung 4.20: Kohdrenter Zustand des harmonischen Oszillators..- Mo-
mentaufnahme aus der Zeitentwicklung. Weifle Parabel: Potential V(x). Diinne
griine Linien: Eigenenergien und Eigenfunktionen des harmonischen Oszillators.
Gelbe Linie: Energie-Erwartungswert des kohirenten Zustands. Gelbes Histo-
qramm: Beitriige der einzelnen Eigenmoden des harmonischen Oszillators. Weifse
Gaugkurve: Wellenfunktion des kohirenten Zustands, kurz vor der maximalen
Auslenkung. Blauer Punkt: Erwartungswert des Ortsoperators und momenta-
ne potentielle Energie. Die Gaufikurve der Wellenfunktion und der blaue Punkt
schwingen wie bei einem klassischen Pendel. (Screenshot aus der Appletsammlung
zum Buch ,,Quantum Mechanics"von J.L. Basdevant und ]. Dalibard, Springer 2005,
http://www.quantum-physics.polytechniquefr/en/index.html.)

Der Zustand bleibt kohdrent. Es dndert sich mit der Zeit nur die Phase
von A und der Zustand schwingt somit als Ganzes, wie ein klassisches Teil-

chen. Wenn A(t = 0) reell ist, dann ist der Anfangszustand ein verschobe-

nes Gauflpaket (ohne Impuls), analog zu einem klassischen ausgelenkten
Pendel und wir erhalten

(O() = B2Re)(t) = % 2 cos(wt) A(0) (4.108)
(P(t)) = im2ImA(t) = i% 2 sin(wt) A(0) - (4.109)

mit einer konstanten Breite (4.99) von AQ = ﬁ\/% (siche Abbildung 4.20).
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Kohérente Zustande zu verschiedenen Eigenwerten \ sind nicht orthogo-
nal:

(ulW? = A" (4.110)

Sie sind aber vollstindig, im Sinne von

l/dRe)\dIm/\ D = 1. (4.111)

™

Deswegen kann man kohédrente Zustande als eine (iibervollstindige) Ba-
sis verwenden und beliebige andere Zustinde des harmonischen Oszil-
lators darin ausdriicken. Besonders wichtig wird dies in der Vielteilchen-

Quantenmechanik (z.B. Quantenelektrodynamik) und der zugehorigen Pfad-

integralformulierung.

Ausblick: In der Quantenoptik (Quantenelektrodynamik) muss wegen der

Translationsinvarianz der Naturgesetze jede Fouriermode, d.h. jede Wel-
.I.

lenzahl k, einzeln behandelt werden. Man fiihrt Erzeugungsperatoren a e

ein, die jeweils ein Photon mit Wellenzahl & und Polarisationsrichtung ¢
erzeugen, und Basiszustidnde |»; ) gemaB der Anzahl solcher Photonen.
Aus dem elektrlschen und magnetlschen Feld werden Operatoren mit ei-
ner Struktur wie a! _+ az_ und al. — aj - analog zu Orts- und Impuls-

i erator beim harmomschen Oszillator (!). Das , kohdrente Licht” emes

it Impuls %k und Polarisation ¢ = entspricht in dieser Darstellung
tatsachlich einem quantenmechanischen kohdrenten Zustand. In diesem
schwingen die Erwartungswerte des elektrischen bzw. magnetischen Fel-
des in Zeit und Raum cosinus- und sinus-férmig. Die Gesamt-Unscharfe
ist analog zu (4.103) minimal und unabhéngig von der Feldstérke. Die re-
lative Unschérfe wird mit groierer Starke der Felder immer kleiner. Auf
diese Weise geht bei makroskopisch starken Feldern, d.h. grofer mittle-
rer Photonenzahl (n; ;) , aus der quantenmechanischen Beschreibung eine
klassische Beschreibung mit festen Feldstarken hervor. Bei den sogenann-
ten ,squeezed states” von Licht ist die Unschirfe des elektrischen Feldes
kleiner und dafiir die des magnetischen Feldes grofer, oder umgekehrt,
bei gleichbleibender Gesamtunschirfe.
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