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4.9    Der Harmonische oszillator

Zum harmonischen Oszillator geh6rt

tt--%+
klassisch die Hamiltonfunktion

2ff2                                                             (4.58)
Damit wird z.B. naherungsweise die Bewegung von einzelnen Atomen in

4%. _ (    ::reg[eF£:it:e6wT::t:]easgc:rs££enbde,n:ohi;:rft ±e:::=:£f:=irn|nekTmda£: fio=teo:
aus der Ruhelage urn ff aus, so wirkt aul das Atom eine rticktreibende
Kraft /(z). Diese Kraft kann man in eine Taylorreihe entwickeln

f (ac) = f (0) - k . a:  +  . . .

In der Ruhelage verschwindet die angreifende Kraft (/(0)  =  0) und der
Kraft -k . a; el ltspricht das Potential Z a;2

Die klassische Bewegungsgleichung in . £ = -k . a7 hat die L6sung

a(t)    =    acos(cut)  +  6sin(cut)

mit cJ2

Die Hamiltonfunktion 7£ lasst sich somit auch schreiben als

# -# + ¥g2a -,.c<V (r'

(4.59)

(4.60)
277}                                                                                                                                                                                   `

DerubergangzurQfi<h:nirke`r';o'1gtmittelsErsetzenderdynami-
schenvariablendurchoperatoren.DerHamL,i2t:mjoperatorlautetdann

fr   =   #  +  £m_G2.                               (4.61)
.-

Er ist nicht explizit zeitabhangig. Wir mtlssen daher nur die stationare
Schr6dingergleichurig

i l|dyn) = En+ndn)

Ibsen.  Fine einfache,  e|e_g±P_ts±
blems eht auf Dztflc zurtick.

fzjg£Z7fq{T5_C_kyL_f}__S±±±g£±£±s±E±genwertpro-
Sie vermeidet das explizite L6sen einer Dif-

ferentialgleichung.,Einenv611igaF!±±8gs±±_gr±±9_I.±=smuspe_p_Ttztmanind_er
und der Quantenfeldtheorie zur B_eschreibung von

men mit vielen Teilchen.--                             _.JJJ_`_=___-I _  --,
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4.9.1    Methode von Dirac

Der Hamilton-Operator lasst sich zu

fr  -  ¥ [G2 + (i)2]
umschreiben. Wir formen ihn weiter urn. Wenn die Op^eratoren vertau-
schen wtirden, k6nnte die eckige Klammer als  (G -¢£) (G + ¢£)  ge-
schrieben werden.  Aufgrund  der Vertauschungsre
ftlr dieses Produkt jedoch

(G-o±)(G+o±)  =  [G2+(i)2]_±[p,G]  =  [G2+(±)2]_±fl.
Damit kann man den Hamilton-Operator folgendermaBen schreiben

HL-m¥(a-2
=ho

-q '̀'%ou)(a+¢£„)+hozfi

# (0 + ¢
J3

mLJ •)  +  :fl)
•L-

Die Ausdrticke in Klammern nennen wir ,,±£i±e±operatoren" oder

Die Namen werden spater erlautert. Weil i und G selbstadjungiert sind,
sind diese Overatoren zueinander ad

(cb)t=at      und        (ot)t=a.

Wir definieren noch den sogenannten
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4.9. Der Harmonische Oszillator

ANZAHL-OPERATOR IV

JV    =    ate           ,                                                (4.64)

Es gilt Jvt = JV. Damit wird der Hamilton-Operator formal sehr einfach:

HAMILTON-OPERATOR DES HARMONISCHEN OSZILLATORS--

j}      =      fro(ata+  ±fl)                     ho(JV+  ±fl)                           (4.65)-,-
Besonders wichtig sind die Vertauschungsrelationen von Erzeugungs- und
Verhichtungsoperatoren

[a ,CLt]    =    Z#  [(G+0±) 7  (G-¢±)]

+ (=,(-=,&3 -=(
=0

[G,P]   -[P,G]
2[G,f']=2¢fa i

Wir benennen die Eigenwerte und Eigenvektoren von JV mit 7t und  |7t).
Wir werden bald sehen, dass 7t eine nat{irliche Zahl sein muss. Da sich die
Operatoren fr = fi{¢ (± +  ifl) und

_L==
JV nur urn ein Vielfaches des Einheits-
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operators unterscheiden, haben sie dieselben Ei envektoren:

Werm    iv|77)   =  7i|77),     darn fri„)   =  ho(77+

Daher hat fr die Eigenwerte fro(in + i). Weil die Operatoren hermitesch
sind, sind die Eigenwerte reell. Wir mtissen nun herausfinden, welche Ei-
genwerte 7t des Anzahloperators m6glich sind. Dazu betrachten wir die
Vertauschungsrelationen von JV mit cL und at

[iv, cLt]  =  [cLta  , at]  = ot `a  cbt, -cLtata-     __  __  --
ata+i

= atata  + at - cbtata

[iv, a ] = [cLto  , a ] = c}to a   -  q±  a11111---
ato  +i

= atcz  a   - Oto cL   - a

=cLti-
-- - a I=-I-

(4.67a)

(4.67b)

(4.67c)

(4.67d)

Wir wenden die Vertauschungsrelation [iv, cLt] = cbt auf einen Vektor |7t) an
und benutzen iv|7t)  = 7t|7t):

[JV, at]  ln)

a    ivcbt|7})   -at7}|7})

Analog

a   JVotln)_-_--

urw

cr  17?)     --

cLtl7})

(7} +  1)a,t  lr,)

ivci|n)     =     (7}-1)cb|7?)-i-           -HI
Wenn also |7t) Eigenvektor von iv zum Eigenwert 7t ist, so ist

atl7,) Eigenvektor zum Eigenwert (n+1)
envektor zum Ei 6-nTivEFt7H

(4.68)

(4.69)

M±±±±ineE±t_ a+  den Erzeugungsoperator und a  den Vern±htungsoperator in
Analo ie zur Quantenfeldtheorie. Dort werden formal
ratoren benutzt und n steht ftir eine
Photonen einer

gleichartige
J_LJ

Ope-
Teilchenzahl, z.B. ftir die Zahl von

und Frequenz cu. Die
at und a andem dort die Teilchenzahl urn 1.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Bei einem eindimeneionalen Potentialproblem sind die gebundenen Ei-
genzustande von fr nicht entartet (Kap. 4.6.3). Ungebundene Zustande
gibtesbeimharmonischenOszillatorwegendesunbeschranktenPotenti-
als nicht. Der Vektor ci |7t) muss somit zu |7t -1) proportional sein:

a  |72)   =   C  .  |7t-1)

Das Adjungierte dieser Gleichung lautet

(7llat   -(7t-1,c*  .

Nach links an

(4.70)

(4.71)

ewandt wirkt der Erzeugungsoperator daher wie ein Ver-
nichtun erator (und

erator (s.u.)) !

ainlrTzii-a-

Wir berechnen nun den Proportionalitatsfaktor. Die Eigenvektoren I 7t) sol-
1en normiert sein. Zum einen gilt

(7,,CLta,7,,  -(n,q2 -n q2 -6?    .
T                      7},n,                 =1

Zum anderen k6nnen wir beim Produkt cbta den Faktor cbt nach links und

den zweiten Faktor ci nach rechts anwenden:

(m|clta|r})   =   c*c  (r} -1|n -1)   =   |c|2~ra
Daher muss der Normierungsfaktor |c|2 = 7t erfullen. Wir wahlen c = \/=.
Daraus folgt

a   |7t)   =   wh  |7t-1)                                             (4.72)

Insbesondere5gi|t a |0) = 0.  Analoge Uberlegungen fur cit|7t)

atln)    --c'ln+1)

(n|aat|r})    =    c'*c'(n+1|n+1)   =   |c'|2

(n|aat|7i)     =     (7i|(iv+fl)|7t)   =   r}+1   ±   |c'|2

5Man beachte, dass in der hier verwendeten allgemein tiblichen Notation ,,

'I)-=ne-5T`

0)„  fur

den Zustand nit.in = 0 steht und nicht fur den Nul-lvektor des Hilbertraums.   etztFei
wird nicht explizit als Vektor, sondem als ,,0" geschrieben, z.B.
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liefem

cit |7i)   =  /;Ti  |7}+ 1)                                     (4.73)

Die adjungierten Versionen von (4.72) und (4.73) zeigen, wie man a und cbt
nach links anwendet:

(77|cLt=     (r}-1|V;

(77lc'   -(7}+11

Wir k6nnen nun mit einem beliebigen Eigenzustand I 7t) beginnen und den
Operator a  wiederholt anwenden

CL|77)     =     vi|77-1)

a&!:) 7}(n -1)  |77 -2)

7t.(n-1).(n-2)...(7}-in+1)   |7t-in)             (4.74)
___

So erhalten wir die Eigenzustande |rL -in) zu immer kleiner werdenden
Eigenwerten (7t - in) von iv, wobei in die Anzahl von angewandten Ope-
ratoren a zahlt. Das bedeutet, dass im Prinzip negative Eigenwerte erzeugt
werden k6nnten. Es gilt aber ftlr jeden Eigenzustand |7t')

i=  (r}'|iv|7L')  = ¢¢ =  ||dy||2 2 0 .
(dyl                lay)

Daher muss die Folge in Gl. (4.74) abbrechen.
_                                                                                                          _        ___                                      '              ..,

Dies geschieht genau dann,
tt. Wir erhalten:

Die Eigenwerte des Anzahloperators IV sind die nattirlichen Zahlen No.
Weil die Eigenwerte von fr nicht entartet sind, sind die Eigenzustande |7t)
orthonormal.

EIGENWERTE UND EIGENVEKTOREN DES ANZAHL-OPERATORS

IV|7i)   =   7t|7i)           V7i€No    (d.h.7}=0,1,2,3...)           ,

(7?lm)   =   6_n,in.,             Z=        |7})(7?I   =   fl.                                                     (4.75)
7t-0'1,2,... _I_-
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren von A sind dieselben wie von JV.
Aus fr = fi4; (iv +  ±fl) ergeben sich die

EIGENENERGIEN DES HARMONISCHEN OSZILLATORS

I_/I-i
(4.76)

`\      //-                      En=fro(n+;)

`-,'
•  n€No     (d.h.7i=0,1,2,3...)

•  Die Eigenenergien des Harmonischen Oszillators sind in Einheiten
von fro quantisiert. Sie-wa€hsen mi-t ;- J?;car an.----

•  |m Grundzustand ,,|0) " hat das Teilchen die N#ZJpw7!kfsc7tcrg!.c fe.

•  Ort und Impuls sind auch im Grundzustand unscharf, wie schon aus
der Unscharferelation folgt.

_4i2iEigenzustandeundErwa_±[_F_ng±]Lvy_±+e

Wir wissen nun, dass der n-te angeregte Zustand aus dem Grundzustand
|0) durch n-faches Anwenden von cLt erzeugt werden kann . Es gilt

I") ±at,ra-1,
11

JFb  JTF+ ±(at,",o,

n,  -± (at)„,                             (4.77,
9=_-

Wir wollen nun den Erwartun
±(rfusowie

swert der
die Varianzen z.777

7t|G|7}),  und  des
£z.gc7iz#sfa#cZ"|7tFrechnen.Wir
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k6nnen die  Rechnungen ¢Jgcdr4!.sc#  nit Hilfe  der Operatoren a  und  cbt
durchfuhren, ohne z.B.  P als Differentialoperator schreiben zu mtisseh.
Dazu drtlcken wir 0 und P wieder durch Cbun

Hier haben wir auch eine fur den harmonischen Oszillator charakteristi-
sche Lan enskala fro und eine lm ulsskala po definiert. (Der Faktor /i ist
Konvention.) Sowohl 0 als auch P sind hef=itesch.

Einsetzen in die Erwartungswerte der Auslenkung und des Impulses lie-
fertmit(n|(a+ot)|n)=(n|a|n)+(n|at|n)

(7}lGlr))
__                __-

In einem Ethenap?

(7i|ci|7})          ±      (r}|   at|ri)-
vf5ln-1)E-
L=0

`       i.'3     .?.'

vfil7}-1)E-
L=0

von fr sind die

EE
VFT17}+1)``,

1=0

-  ("I dy
vffllr'+1)`y`

1=0

=0
r-rJ

=0
___

Erwartungswerte somit Null.6 Ftir

EifeF_ngswe_=±TEeine L!.7tcflrho"Z}!.7t¢fz.o7z von Eigenzustanden sind die
i.a. nicht Null /s.a. Ubungen\.±l.(s.a. Ubungen).

auch fur alle anderen Potentiale, die wie derharmonische Oszillator spie-

::[ti:?y=ee¥::chh:££:{_#|±#T.+inDda=es#fh:;:hEe££8£:cfEek£::°d:::t:T#:)T2£S£::s°yd=:
metrisch. Es folgt (dyn|©|dy„)  =   i  df g |dyn(a)|2  = 0. Ftlr gebundene Eigenzustande gilt

-cO

auch immer (¢„|j5|¢n)  = 0 (Kap. 4.1.1).
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Nun berechnen wir den Erwartun

(7tlG217?)

swert von G2 im Zustand h

Z:(nl(a+ot)2in)

Z=(n|(02+(at)2+ata+act)|„)

£((n||2|n)+(n|(i)2|n)+(n|±|n)+(n|¥t|n))

Die ersten drei Erwartungswerte lassen sich mit Gl. (4.72) und G1. (4.73)
leicht berechnen

(77Lf|77)   ~   (n|77-2)                          =0

(7t|  (cit)2|n)   ~   (7?|7t+2)                             =0

(n|±|n)  =  (n|iv|n)    =    77(7}|77)    =n,.

(4.80)

Einen Ausdruck wie (7t|cL cit|7L)  kann man auf unterschiedliche Arten be-
rechnen:

(i)  Mit Hilfe der Vertauschun~g-srelation (4.66)
'' ''t =JV+fl     >     (n|cicit|7t)=(7t|(iv+fl)|n)    =    n+1.

(ii)  Durch Anwenden beider Operatoren nach rechts:
(n| a at |n) = (7t| a (v/5TT |n + 1))  = (7t| v/ETT/Ei=T |7t) = n + 1.

(iii)  Durch Anwenden des linken Operators im Produkt cicit nach links
und des rechten nach rechts:
(7t| a cit |7t) = (¢| /Ei=T) (/fai=T |n + 1))  = rb + 1.

n+1
Zusammen mit (ft|G|77) = 0 erhalten wir die
Unscharfe ((AG)i) = (02) -((G))2 im Eigenzustand

(7}|(AG)2|7l)   =  z±(2n+1)    =   ¥(2n+1).

Spezieu fur den Grundzustand (ro = 0) ist

(O|(AO)2|0)  =  z:  -   ff23

138
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Analoge Uberlegungen fiir den Impuls liefern

P2

(7tl(Aj5)2ln)

muh
2 (a - ot) (a - ot)

_¥(o2+(at)2-ata-act)
muh

2
mL.'fi

2

((7?I  CLto    |77)    +    (7t|  a   Ot  |7?))

(27t+1)    =    PZ(2m+1).

Ftlr den Grundzustand ist die Unscharfe im Impuls

(ol(AP)2lo) -2±   -  PLi22.

Zusammenfassend:

!£:Z±±4&±:£:beim harmonischen Oszillator erhalten wirFtir die Or fs-J777

(7i|  (AG)(Af')  |7t)    = ffopo(n+±)    =    5(2n+1).                       (4.83)

Im Grundzustand des harmonischen Oszillators nimmt die Orts-Impu|s-
Unscharfe somit ihren minimal m6glichen Wert
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.3    Grundzustand in der ortsdarstellung

Wir haben bisher die Eigenzustande |7t) von j} nur abstrakt ausgedrtlckt.
Die Wellenfunktion, d.h. die Koeffizienten von |7t) in der Ortsdarstellung,
sind

(ff |n)   =:   dyn(ff) (4.84)

Dies ist die Wahrscheinlichkeitsamplitude, das quantenmechanische Teil-
chen am Ort a; anzutreffen, wenn es sich im Eigenzustand |7L) befindet.

Die Grundzustandswellenfunktion dyo(a;) kann mit Hilfe von a |0)  = 0 be-
rechnet werden. Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit
wir betrachten sie im Ortsraum:

0  -(ff lo  10)  -

=
d#

mc4'

EZE

((1G ,o, + i(ff,i ,o,)

( ¢o(a,,  +  % £tt¢o(ca,)
-£ dyo(I, .

Die L6sung dieser Gleichung ist die

h{`x)A-xqu)
zpy",-..hgiv

GRUNDZUSTANDSWELLENFUNKTION DES HARMONISCHENOS7.TT.T.ATORS

ff2

dyo(ff)  =  (7rff3)-i  e-ZEE                                            (4.85)_-
Dies ist eine normierte GauBsche Funktion mit cr -ffo.

BIri=_-  ,

Die Wahrscheinlichkeit, ein Teilchen im In±sg±j±#
ist quantenmechanisch

a,2

dp(a)   =   |dyo(a;)|2da;    ~   e-E  da;
i,

ff + dff

Vc7`gJe!.cfe.. Beim klassischen harmonischen Oszillator ist die Wchrschein-
iichkeit proportional zur Verweildauer At des Teilchens im betrachteten
Intervall

P(c' e  (a;, a; + Aa;))  ~  At =

140
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Bei einer klassischen Oszillatorbewegung mit Amplitude A gilt

ff(t)

lu(ff)I  -Ifl

A . cos(wt)

|cu  .  A|  .  I  sin(cut)I    =    |wA|
'

v' 1 - ( I
Nach der Normierung auf 1 erhalten wir

dp(a;'  €  (a;, ff + czff))   =

Die klassische Aufenthaltswahrsc:
ximale Auslenkung A festg.elegi

1 -cos2(wt)

11

1 -(a)2

¥±±quEih+,1±_Ta.-ist
Diese Gr6Be kommt in der uantenme-

±±lanischenBeschreibungnich_tvizg£.Umbeide
einander vergleichen zu k6nnen,
Enerrien gleich sind, namlich

Es folgq9> ± (2n + 1)
2 klassisch und

Verteilungsfunktionen mit-
wahlen wir die Parameter so, dass die

¥A2  =  fro (n + ±) .

i:Lte=nmc:ash

Abbildung 4.17:

Dann sind auch die Varianzen
g±£|i£± ! Bei 77  =  0 ist daher A  =

leich der Wahrscheinlichkeitsdichte a;)|2   i.77t   G7'%71d-

tand des__harmonischen Os-ztllators mit derienigen eines hiassischen Pendels.
Gestrichelte Linie: hiassisches Ergebnis. Durchgezogene Linie: quant-e;wiiiFha-irL
sches Ergebnis. Die Auslenkung a; ist in Einheiten von cao angegeben.

In Abbildung (4.17) sind die klassische und (fur den Grundzustand 7t=0)
die quantenmechanische Wahrscheinlichkeitsdichte wiedergegeben. Sie un-
terscheiden sich drastisch.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.4    Angeregte zustande in der ortsdars±£_I_lung_

Der n-te angeregte Zustand kann durch n-faches Anwenden des Erzeu-
g±mgsoperators aus dem Grundzustand erzeugt werden. Das wollen wir
;usriutzen, urn die angeregten Zustande-in der Ortsdarstellung zu bestim-
men

dyn(ca)    ..-
._L=

(mit: z -£,

(ff|7l)   =   ±(ff|(at)n|O)

±(z;,z(#,(G-¢±)n,o,
-±(m=,=(--&gonfrfuo(ca,

a,8

1

7E
1

7i
1

7i

2-¥

2-¥

I,,

1   1   Jdi-vfi-J#  2

Die in der letzten Klammer auftretenden Funktionen bezeichnet man als
Hermite-Polynome.

DIE ANGEREGTEN ZUSTANDE  IN DER ORTSDARSTELLUNG

dyn(ff)   =   ± 2-g±± [e-Z"Z)L=£                            (4.86)

h7.(2;)     :     Hermite-Polynom n-ten Grades

•  h7,(z) : reelles Polynom der Ordnung 7t in 2;

•  h7t(2;) hat gerade oder ungerade Paritat: h7,(12;)  =  (-1)7th7,(2;)
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-e.I==:
dyl(Z)   - (z - =z)e

z-£,2€

dz2
2

ly2(co)  ~  (a -i_)2e-I

Die Wellenfunktion rtyi
wieder s

2e-€ + (Z,e-€ z2-U€-T
hl(I?)

a32i .€ e-ng

(z -%)2ze-% --2(z2e-% -%(ze-%))

2(2;2 -`| + z2)e-€

22;2  -  1
z2

€_T
a*£

*,

h2(2,)

(ff) ist wie erwartet antisymmetrisch und dy2(a;) ist
mmetrisch in ff . Die Wellenfunktionen zu 72 = 0,1 un

Abb. (4.18) dargestellt.

¢n.,:tl          3
2.5

Abbildung 4.18:   WcZJc71

-4           -2            0            2            4

„e2`

hQ`1

der ersten drei Ei enzustdnde (n  =
I ` 2) des harmonischen Oszillators. (Horizontal: Auslenkung in Einheiten von

xo. Vertikal: Wellenfunk±ion (willharliche Einheit), sowie Energie in Einheiten
von ho .)
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4E9. Der Harmonische Oszillator

Die Eigenvektoren  |7t)  des hermiteschen Operators  j} sind vollstandig,
und zueinander orthonormal. Daraus folgt eine entsprechendeL9ftyo-
nalitat der Hermite-Pol Ome

(n|m)    --!cOco  qp*n(ca)rf urn(ca) dca    =    8n`rm     a

e~Z2hn(z)hm(z)dz    =    6n,mn`.\fi2n  .

Die Wahrscheindichkeitsdichte a) I 2 (nicht die Wellenfunktion) einiger Zu-
stande ist in Abbildun dargestellt und mit dem Ergebnis der klas-
sischen Mechanik verglichen.
Die Wahrscheinlichkeitsdichte ftlr den Zustand hat n Nullstellen. Der
Abstand der Nullstellen ist ungefahr AN.s.  F=  2A/(7t + 1) ~~ aco Jif i firL
7b 2 2. Qualitativ nahert sich das quantenmechanische Ergebnis fur 7t + co
dem klassischen Ergebnis an. Es bleiben-aber deutliche Unterschiede:I-i-

•  7L Nullstellen

•  die Maxima sind doppe±±±h. wie die Amplitude im klassischen
Ergebnis.

Experimentell haben wir aber immer eine endliche Aufl6sung A£. Die ex-
perimentelle Wahrscheinlichkeitsdichte ist daher

¢(ff)
I =I±=/22   p(co)  dco

Aa;

Ftir makrosko ische schwin ende Teilchen ist fro sehr klein (a;o  #  10-16m
fur m=1g und w=1 /sec) und bei makroskopischer Amplitude entsprechend
die Quantenzahl 7t Se=±±:±;;:g£. Dann ist der Abstand der Nullstellen sehr
viel kleiner als die experimentelle Aufl6sung und dieI_
auch uantitativ tiberein.
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Abbildurtg 4.19:

n<10

leich der WahrschejnEiclckeitsdichten |dyn(ca)T3  des harpI±g=
selber)mitdemklassisEli[Eir6€5zzff_-nischen 05zillators (nicht der

estrichelte Linie)
Wellenfunhiion

Durchgezogene Linien: quantenmechanisches Ergebnis

f ur rL --0, rn = 1, TL = 2 und n = 20 (von oben nach unten). Die Auslenkung ca
ist wieder in Einheiten von cl:o angegeben.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

42=i_Dynamikdesharmonische|±j2:LZ±±±:I::Lrs

Wir wollen hier die Zeitentwicklun der Wellenfunktion im Potential des
harmonischen Oszillators untersuchen. Zur Zeit £  =  0-sei der Zustand
|@o). Zu einem spateren Zeitpunkt t > 0 ist er

I@(f))     -e-¢ij}l@o)            ,                                                                                     (4.87)

daderHamilton-OperatordesharmonischenOszillatorsnichtexplizitvon
der Zeit abhangt. Wir entwickeln den Anfangszustand loo) nach den Ei-
genzustinden des harmonischen Oszillators

loo) -£cn  l„)
„=0

(4.88)

Cn=(n|®o)  =    I  (n|a:)(a:loo)d£  =    I  ¢*n(a)®o(a)dE         .   (4.89)
-CsO                                                       -00

In 1 Dimension k6nnen alle Koeffizienten c„ reell gewahlt werden, wie
auch die Eigenfunktionen dy7t(ff). Einsetzen in Gl. (4.87) liefert fur den Zu-
stand

£cne-*tfr|n)
7}=0

£cne-#ho(iv+i)|n)
77=0

aDI
71=0

cn  e-6W±(7.+i)   |7?) (4.90)

und fur die Wellenfunktion, mit Abspaltung eines irrelevanten globalen
Phasenfaktors:

a(ff,t)   =   (£l®(t)) £Cn¢n(a)e~Wt(n+±)
7t=O

CsO

e-ivt/2 I:c"flg2±".
7Z;=0

(4.91)

Die Wellenfunktion zur Zeit f besteht somit aus einer Summe von Schwin-
g±±=gs=LmLii±eque¥en(n±±2±±WeflauedieseFrequenzen
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Vielfache yon cu sTd, igt[-die'FLIE lt±!±=+=:+=E-1-===P _PeriodisquL±e±
mit der Periode I = 27r

klassischen Oszillators.

a(ff , t + I) EiEI-1

Dies ist auch die Schwingungsdauer des

e-Wt/2£cndyn(ca)e-Win
n=O

-@(ff , t)

`:-:I---

1

Der negative Vorfaktor hat keinen Einfluss auf Messgr6Ben.
2J

Wir berechnen nun das zeitliche Verhalten von im Zustand  |®(€))
Z=:=o  C„ e-i(n+i)cut |'it),mitreellenKoeffizienten
Theorem wissen wir schon, dass (a) die

c7,. Aus dem Ehrenfestschen
klassische Bewegungsgleichung

fur den harmonischen Oszillator erftillt. Wir erwarten deshalb bei passen-
den Anfangsbedingungen eine Schwingung mit Frequenz w.

(a(t,,G,@(t,,-a(@(t,,at+a,@(t,,

=#t=cncm,deLtn+i,Wte_]tm+i,WtvE,in+1,+

n==+I a =v€(cm+icmeut  +  A.C.)

a  Evfii(cm+1Cm)2jtoswt2.              (4.94,

Hier steht ''h.c. " fur das herquitesch Konjugierte des vorherigen Terms und
wir haberi ausgenutzt, dass (a I at I a) der zu (@ I a I @) hermitesch konjugier-
te Ausdruck ist.
Im Ergebnis sehen wir tatsachlich, dass der Erwartunfswert des Qrts_Qpe.-
rators in der Re el mit cos cut schwin t, allerdin s nur, falls es im Anfan
zustand Terme C7.+icn ± Ansonsten ist (0) z.B. in einem fz.gcr!-
z#s£¢77d 17t) des HamiltonoDerators zeitunabhane:ie[ Null.
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4.9. Der Harmonische Oszillator

4.9.6    Koharente zustande

Fin besonderer Fall sind kofej!.r€7tfe Z"sfd.7!de. Dort ist die Wellenfunktion
zu allen Zeiten f=aucf6rmif= wie im Grundzustand des harmonischi=
Oszillators, daher mit minimaler Unscharfe. Sie schwingt im Potential
des harmonischen Oszillators als Ganzes (!) nit der Frequenz cL;.
cher Zustand ist von allen Zustanden des uantenmechanischen harmoni-
schen Oszillators einem klassischen Teilchen am ahnlichsten. Verallgemei-
nerungen von koharenten Zustanden sind in der Vielteilchen--Quantenme-
chanik und Quantenoptik sehr wichtig.

Formal ist ein koharenter zustand I A) des eindimensionalen harmonischen
Oszillators als |e€htsseitiger Eigenz±±±diL±±;s (nicht-hermiteschen) Ver-

=

nichtun erators a definiert:

wobei der Eigenwert
narteil von

a  1^)   -  A   1^)   ,

A eine beliebi ekom lexe Zahl ist. Real- und

(4.95)

A entsprechen den ErwartungswertenTJ:on a und P im k-oh-a=-
renten Zustand (s.u.).

Die Zustande  |^)  seien normiert.-Im Folgenden sind einige wichtige Ei-
genschaften zusammengefasst. 7
Man kann I A) wie jeden zustand

iiELausdrticken: |^) =

des harmonischen Oszillators in der Basis
Z=:=o c„ |7t) . Durch Einsetzen in (4.95) erha|t main

eine Rekursionsgleichung, mit der L6sung

|^)  =  e-I^12/2   £  #  |n).                                (4.96)

Man beachte, dass es zum frzc#g#7?gsopcrflfor at keinen rechtsseitigen Ei-

genzustand geben kann, weil nach Anwenden von cbt auf einen beliebigen
Zustand  Z=:=„m€n  C7`,|7t)  der Zustand  |7}m¢7t)  im Ergebnis nicht mehr vor-
kommt. Es gilt aber wegen (4.95) bei Anwendung nach links:

(^1 at  -  (^1 ^*  .

narteil von A der Starke des elektrischen bzw. des magnetischen Feldes.

(4.97)
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Aus Gl. (4.96) folgt, dass die

Wchrscheinlichkeiten    I (n|^) |2 = e-I^12  {jij£2l  Pot.sso#-/a.rm3.g

verteilt sind. In einem koharenten Zustand kommen somit ¢Jje Anregun=.
Die Erwartungswerte sind

(^IJvl^)-(^Iatc,l^)       -1^12

(^l(Air)2I^)  -   1^12

(4.98a)

(4.98b)

Die rcJ¢f{.zJc u7tscfed.r/e £# der beitragenden Anregungen nimmt daher wie
il_„

Entsprechend verhalt sich die Unscharfe der Energie:

(fr)  =  fro ((iv) + 1/2)  =  fro(|^|2 + 1/2), und  (Aft)2  =  (ho)2 |^|2, daher

#-#.
Die Erwartungswerte von a und P in einem koharenten Zustand lassen
sichleichtberechnen(ffo=/E,po=\/iiE):

(^lGl^)    -a(^l(at+a)l^)I,

-  ¢#(^I(at -a)1^)

fro

75
PO

75

2Re^-LJ:
2Im^
__i.

Somit ist

A -#o + b#.
Ftlr die Unscharfen erhalt man

(^l(AG)2l^)

(^l(AP)2l^)

(^lAPAGl^)

Die Unscharfen sind dieselben wie beim Grundzustand des harmonischen
Oszillators ! Insbesondere

_______

hat die die Orts-Impu
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4.9. Der Harmonische Oszillator

m6glichen Wert §,unabhan von A. Dagegen k6nnen die Erwartungs-
werte  (a)  ~  Re A und  (£)  ~  Im A beliebig groB
Unscharfen u±AP/(P)

werden. Die relativen
werden daher bei makroskopischen Di-

=°dneerpi|RI#:'L=nunahae¥=dyeer#:ut:=T::££:=:=::=:i:i:i==
Zustands ein GauBpaket ist. In der Tat ist

(ff|^)  =   (frff3)-i  exp

ein urn den Betra
Impuls von (i) ~ Im
nischen Oszillators.iE-

(ca - (City
2ff3

die Wellenfunktion

Fpeb±£_A_verschobenesGaufoschespaket(miteinem
A), d.h. der verschobene Grundzustand rdes harmo-

Dies kann man auch nit einer anderen Rechnung erkennen. Durch Einset-
zenvon (4.77),  |n)  =  ±  (at)n  |0) in (4.96) erhaltenwir

1')   -   e-,A,2,2  i
7}=0

A

7t!

e-'^'2/2  e^at  1o)

e`at-A.0  lo)

(at)"  b)

(4.105)

Die letzte Zeile kann man mit Hilfe der Vertauschungsrelationen von a
und cLt zeigen. Der dort auf |0) wirkende Operator e^at-^*a ist unitar. Wenn
A reell ist'
erhalten

d.h. (i) = 0, dann wird der Exponent zu A(cLt -ci) ~ f'

e-#p^Io)   -eip(#2^) lo)   -eip(G,lo)

der Gestalt
teren Kapitel noch genauer sehen
ff raumlich verschiebt.

und wir

(4.106)

der, wie wir in einem spa-
HEin Zustand urn die Strecke

DieLzalt_e_p±±[±£!s±±:=g eines koharenten Zustands I A (t = 0) ) =  I A) kann man
direkt aus der Darstellung (4.96) berechnen:

l^(f))-e-iji!  l^(o))       -e-i(iv+i,tall)     -
-  e-h%t
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Afb#;£2:;#fto#g::ingh#"¥-¥
i;ir;efinien:EigenenergienundEigenf¥ndt.io.n:nd?she.rm_:T:::fenr9:I:llg.?,r,S^..            -         .           1         A  _11___    TT:~L^Gelbes  Histo-

enmoden des harmonischen Osztllators. ]g±

LJJGelbe Linie:  Eriergie-E;wartungswert  des hohdrenten  Zu:tand~s.

ramm: Beitrd e der einzelnen
Zustands, kurz vor der

des Ortsoperators und

{qg:N*l{kow4owrfJ-)

kurve: Wetten nktion des hoharenten_-c44ha.Blauerpunkt:Erw_?rtung?wit:` iiiiiEEi-iiiji5T-i
momenta-

#|eEnergie.DieGaufokurve:der.Yell_enfuntti?nun.ddfrb.t:r_e..I.:,:5^t^
sckwingen wie bei-einem klassischen Pendel. (Screenspo_t a_us.Per fp^plet.sa:::u^:g
zum B:ch  ,,Quantum Mechanics"von I.L. Basdevant und I. Dalibard, Springer 2005,
http:llwww.quantan-pkysics.polytechhique.fr/en/index.html.)

Der Zustand bleibt koharent. Es andert sich mit der Zeit nur die Pfe¢se
von A und der Zustand
chen. Werm A(t = 0) reell ist, dann ist der

wie ein klassisches Teil-
X=szustandeinverschoi=

=aauBpake`t(oinelmpuls),analogzueinemklassischenausgelenkten
Pendel und wir erhalten

jRA  -a 2Re^(t)

co. -i# 2Im A(t)
75¥ 2 cos(cut) A(0)

i¥ 2 sin(cut) A(0)175

mit einer konstanten Breite (4.99) von AO =
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a (siehe Abbildung 4.20).
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4.9. Der Harmonische Oszillator

Koharente Zustande zu verschiedenen

Sie sind aber

Eigenwerten A sind nicht orthoge:

I(„1^)12    -€-I"-^12

im Sirme von

dRe^dim^     |^)(^|     =   fl   .

Deswe8en kann map .!sg±§±=±!eTz±±=±e±±±±±=±ip±J
sis verwendep. und beliebige andere Zusfande des

(4.110)

(4.111)

harmonisch=noH-
lators darin ausdrtlcken. Besonders wichtig wird dies in der Vielteilchen-
Quantenmechanik (z. B. Quantenelektrodynamik) und der zugeh6rigen Pfad-
integralformulierung.

Ausblick: In der (Quantenelektrodynamik) muss wegen der
Translationsinvarianz der Naturgesetze iede Fouriermode, d.h. jede Wel-.---,
lenzahl£,einzelnbehandeltwerden.ManfthrtErzeugungsperatorena£:

k'€.I
ein, die jeweils ein Photon nit Wellenzahl i und Polarisationsrichtung e-
erzeugen,undBasisT2=;IE=rfudl==TAnz=ahl=aeEat-hoto-h:n:

=ffied-n+i::€m=T:¥:eani,:=L±:d::%:::::::=L±;i:
Das ,,koharente Lic emes

asers it Impuls fig und Polarisation €- entspricht in dieser Darstellung
fatsachlich einem quantenmechanischen koharenten Zustand. In diesem',- i-I

magnetischen Fel-des elektrischen bzw.
±.in Zeit und Raum cosinus- und sinus-formig. Die Gesamt-Unscharfe
ist analog zu (4.103) minimal und unabhangig von der Feldstarke. Die re-
fafiylunscharfe.wirdmitgrQ.Se±§.rstarke.,,4g]e±4£±:j±±g;\±±g|e==:Js!£j=HTinf
diese Weise geht bei makroskopisch starken Feldem, d.h. groBer mittle-
rer Photonenzahl (7t£,e~) , aus der quantenmechanischen Beschreibung eine
klassische Beschr.eibung mit festen Feldstarken hervor. Bei den sogenann-
ten ,,squeezed states" von Licht ist die Unscharfe des elektrischen Feldes
kleiner und da fur di-e des magnetischen Feldes gr6Ber, oder umgekehrt,
bei gleichbleibender Gesamtunscharfe.
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