
4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

4.6    Ei enschaften der Wellenfunktion

4.6.1   Untere schranke fiir die EnergieEieine±_PoteL|tife-
blems

Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators lautet

(£  +v(*)) idyE) =E  Lfro)     .
Wir multiplizieren von links mit (dyE| und erhalten unter
dass die Eigenvektoren auf Eins normiert sind

der Armahme

E    ±    ±   (dyE|j2|dyE)   +(dyE|V(*)ldyE)

Die Operatoren I?a sind hermitesch und haben als solche reelle Eigenwer--
te. Demzufolge sind die Eigenwerte von i 2 gr6Ber oder gleich Null. Das
liefert die Ungleichung

E    2    (dyE|V(*)ldyE)=

2    Vmin

/ ¢*E(a) V (a) ly E(a) dD a}

dy*E(£) dyE(£) dDco    =   Vrin .
=4

Hierbei ist Vmin der Minimalwert des Potentials. Die Gl`eichheit kann nur
vorliegen, wenn  (dyE| PQ 2 |dyE)  =  0 ftlr c¥  =  1, 2, 3, d.h. wenn die untere
Schranke aller drei Erwartungswerte angenommen wird. Das ist nur der
Fall, wenn |dyE) Eigenvektor aller j}£ zum Eigenwert Null ist. Diese Eigen-
funktion hat die allgemeine Gestalt `

dyE=o(5)=ao+£ba#a+Z=Ca4ffQff¢
ol:--1                      ol± G

a,G--\

und ist nicht normierbar. Wir haben somit das Ergebnis

FUR DIE ENERGIE-EIGENWERTE  NORMIERBARER ZUSTANDE  GILT

E > min  v(£)                                                    (4.31)
a,
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4.6.2    Paritatso erator. Paritat der Wellenfunktionen bei
symmetrischen Potentialen

=,-

Wir wollen hier untersuchen, welche allgemeinen Eigenschaften man ab-
leiten kann, wenn das Potential symmetrisch ist, d.h. wenn V(-5) = V(5) .
Wir betrachten zunachst den Paritats-O erator S (oft auchLZLgenarmt), der
im Argument einer Funktion eine Sdeg'czzt7tg' am Koordinaten-Ursprung
bewhkt

Sty(5):±dy(-5)    e    (5|S|dy)=(-z|dy)    a    (5|S=(-5|      (4.32)

Aus (5|S|ey|  = (-5|gr|  = d(5 + ey| =  (5| -gr| folgt, dass auch S|gr|  = I -gr|
ZLI

gilt. Aus einer analogen Rechnung folgt, dass S hermitesch ist.
d.h. V(5) = V(-5), dann vertauschtWenn das Potential symmetrisch ist, d.:

±S=±T-:±!'l,=±r=====i--=+i;I.====_

jE: (3.~tJbinge-n)S mit dem Hamiltono erator
_-:=.__. _    _  _          -_ __===-_:==:F'iF== -I _-===r       ^~

Daraus folgt, dass ff und S
einen gemeinsamen, vollstandigen Satz von Eigenvektoren besitzen.
Einige Eigenschaften der £!.ge7tzwsfd."de z7o7i S lassen sich leicht bestimmen.
Die Eigenwertgleichung lautet

S |qAJ = in |¢J                                                                                            (4.33)

Aus S2  =  fl folgt m2  =  1, d.h., die
sind in ± ±1. Das bedeutet mit

enwerte des Paritats-O erators S

dymt_5,  =  ta,,S,dys,  = ±dymt5,          ,                                                         t4.34,

aber auch, dass die envektoren von S in der Ortsraumdarstellun
me±riLschebzw.anti-symmetrischeL|u_pL±±±g±:Lnsind.Mansprichtvonwel-
lenfunktionen gcr¢dcr Z}zz"  tt7ige7`¢czcr P¢7`!.£jz.£.  Da es ein gemeinsames Sy-
stem von Eigenvektoren von S und ff gibt, gilt:

BB±i±j||±|||±:E_m!||||±±rj:§_€f ten P otential kann man die Eigerrf u:nhiionen von H so
wdhlen  dass sie   erade bzw. un  Eiade paritde-bestEZE&               ~ -

Wenn Eigenwerte von fr entartet sind, k6nnen die Wellenfunktionen un-
terschiedlicher Paritat gemischt werden. Bei nicht-entarteten Eigenwerten
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

erhalt man jedoch zwingend Eigenfunktionen fester Paritat. Das gilt ins-
besondere fur gebundene Zustinde in eindimensionalen Potentialproble-
men (s.u.).

4.6.3    Gebundene zustande i sind nicht entartet

Wir zeigen, dass eindimensionale Potentialprobleme
bundenen Ei

keine ,,entarteten"
enzustande besitzen, das sind mehrere linear unabhanrige

gebundene Zustande zur selben Energie. Dazu gehen wir vom Gegenteil
aus und nehmen an, es gabe zwei entartete
selben Eigenwert E, d.h.

-gdyi'(ff)+V(ff)dyi(ff)

-#±'(ff)+V(ff)dy2(ff)

-G)1(ff)

--@2(co)

Eigenvektoren dyi und dy2 zum

Multiplizieren wir Gleichung (4.35a) von links mit ¢2 und Gleichung (4.35b)
mit dyi und subtrahieren diese Gleichungen voneinander so erhalten wir

-%m(¢2(tt)¢'l(ce)-¢i(ce)¢'Z(so))

£ca(¢2(ce)¢'i(ca)-¢i(ac)¢'2(tt))
ly2(tt)ly'i(ca) - ly 1(a})¢'2(a:)

Die Konstante c ist unabhangig von a; und lasst sich insbesondere aus
dem Verhalten fiir ff i co bestimmen. Im Falle gebundener Zustande ver-
schwinden die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen im Unendlichen.
Daraus folgt

C±zLimco(dy2(ff)fyi(ff)-dyi(ff)dy±(ff))±0
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und somit  (zunachst mit der Einschrankung dyi,2(ff) i 0)

dy2(a;)fyi(a;)     =     dyi(ff)dy£(ff)

fyi (I)             dyi (I)

dy 1 (tt)              dy 2(ca)

£ca+nrf u1(tt)    =    £ca\ndy2(ca)

Die Differentialgleichung kann unmittelbar integriert werden

lndyi(ff)     =    lndy2(ff)+d

¢i(a;)    =    ¢2(a;).ed    cx.   ¢2(a;)

Das heiBt, dass die beiden Zustande sich nur durch einen Phasenfaktor
unterscheiden und physikalisch identisch sind.1 Dies beweist die eingangs
aufgestellte Behauptung.

4.6.4   Zahl der Nullstellen gebundener zustanden irfD

Wir haben beim Potentialtopf gesehen, dass die Wellenfunktion dy(ff) im
Energieni=Gndzustand keine Nullstelle hat, und dass 7#z.£ edem hijheren

zJc¢w  ez.„c zwsj!.£zJ!.cfec N#JJsfczzc in  der Wellenfunktion  auftaucht.  Dies gilt
emein fur gcbw77dc7tc Zwsfj}.7!de z.7t ld und ist die Aussage des Knoten-

satzes.

Fine analoge Eigenschaft gilt auch fur die radiale Wellenfunktion des Was-
serstoffatoms, allerdings in Abhangigkeit von einer radialen Quantenzahl
IV„ aber nicht fur die Hauptquantenzahl rL, mit E„ ~ 1/7t2.

]Bei der Division durch dyi  oder dy2 muss man Bereiche (Punkte oder Intervalle der

x-Achse) ausschliessen, in denen dyi  =  0 oder dy2  =  0. Wir habe zunachst nur dyi  cx:  dy2
ausserhalb dieser Bereiche gezeigt. Wenn aber innerhalb eines solchen Bereiches etwa
dyi  = 0 und ¢2  i 0 gelten wtlrde, so waren dyi oder/und dy2 oder ihre Ableitungen am
Rande dieses Bereichs unstetig, was nicht m691ich ist.
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

4.6.5    Existenz reellwertiger Eigenfunktionen in ld
EJ

In einem System beliebiger Dimension- ohne Ma etfeld ist der Hamilton-
operator  £; + V(a)  reell; insbesondere gilt V*(5) = V(5).

(Mit Magnetfeld enthalt der Hamiltonoperator   [£ - eA|6)]2 (Gl. (3.11))
und wegen i + -ifav wtirde ein ein komplexer Anteil auftauchen.)
Die komplex konjugierte Schr6dingergleichung lautet dann

-%A¢(pr +V(a,¢(tt,*   -E¢(a,,*

mit reellem Potential V(5) . Ohne erftillt daher dy* (a;) unabhan-
von der Dimension des Problems dieselbe Schr6dingergleichung wie

dy(a3) zur selben Energie.

Damit ist auch jede Linearkombination von ¢ und ¢* L6sung des Eigen-
wertproblems zur selben Energie. Wir k6rmen speziell die reellwertigen
Kombinationen

¢ (a:) + ¢* (a:)
2

¢(a:) -¢* (a:)
2`

wanen.
Bei eindimensionq±§p Problemen gilt fur die g±ustande zu-
satzlich, da sie nicht entartet sein k6nnen, dass beide L6sungen identisch
sind. Wir haben somit gezeigt:

DB1±J4I±11±Jlfu!1±±19!1±111±r±g±4]4114±]1±11JEtlg±11ZZustindeeinesez1114i|||S||Sig]|qls|:n
PP9±±]1±ig1]21:9hl±111±±1111£14qgll£±f el4 honnen immer reell gewdhlt werden.

Wie in Abschnitt 4.6.6 gezeigt wird, verschwindet in diesem Fall auch der
Strom.
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4.6.6    Wahrscheinlichkeits-Strom und Kontinuitatsgleichun

Wir betrachten (nun wieder in drei Dimensionen) ein
zeitunabhdn endu eren Potential ohne l\Aa

Teilchen  I.7t  ei.7te7#
Zd. DaLnn ist der Hamilton-

operator reell (Kap. 4.6.5).

A+V(a,)¢(a,i,--£¢(5,t,

A+V(5,)¢.(5,t,-8itly.(5,t,

(4.36a)

(4.36b)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(5, t), das quantenmechanische Teilchen
zur Zeit t am Ort 5 anzutreffen, ist bekanntlich gegeben durch

p(5, t)  -lay(5, t) 12 (4.37)

Wir berechnen nun die zeitliche Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte.
Aus Gl.  (4.36a) und G1. (4.36b) erhalfenwir                            ---~  I       L`T-`-I-L`-~-~.

8ftp(a,i,   -(8ttdy*(a,i-(a,i, + dy*(a,". %tdy(a,t,
=:{[(-#A+V(5))dy*(5,t)].dy(„

--,t,[(-=A+V(5,)dy(5,t,])

-,,-i(qb(5,i)LLnd*(5:,t).-¢*(5:,t)And(a,i)

_o£(_2o)|mz(dy*(5,t)Ady(5,t)j*

--=."(dy*(a"Ady(£")
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

Die rechte Seite kann mit der Identitat

V Im  [dy*(5,t)Vdy(5,€)]     =    Im  [V(dy*(5,t)6dy(5,t))]

rirm (e¢(5,t»*(6Of,(a,t»
€R

Im(dy*(5,£)Ady(5,±))

•dy*(5,±,8dy(5,,,]
A

weiter vereinfacht werden, und wir erhalten schlieBlich die Kontinultats-
8le±chan8rhi+derso8er\amtenWahrscheinlichkeitsstromdichtei(5,i)_

KONTINUITATSGLEICHUNG

9,p(5,i)   ---Si(a,i)                                                           (4.38a)

7T   =    £ Im  (dy*(a,t) 6dy(5,9                                            (4.38b)
T\

Man kann auch jt = R.e (dy*(5, t) £  dy(J, t)) schreiben (wobei mit ,,prdy(I)''
wieder (ff |p*|dy) = -ifivdy(g) gemeint ist) und sieht dann, dass in j so etwas
wie eine Geschwindigkeit u = # auftaucht.

Es ist interessant, die Wellenfunktion nach Betrag und Phase zu trennen:

dy(5,i)  -  JTh)

>    ly*(a,i)6ly(5,t)   --   Jrfue-&P(ait) (S/rfu))eQap(es-,t)

e-bap(5it)/i¢Tfi)e6P(5it)tSp(5,t)

(6ffl)+ffl
€R
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Im  ( dy*(5,t)6dy(5,*))     =    p(5,t)Gap(£,t)

i    i(5,t,   -   -%p(5,i,6p(5,i,

Der Strom wird von

(4.40)

der Phase "getragen". Wenn die Wellenfunktion reell
ist, dann ist die Phase qo Null, und damit auch der Strom. Dann verschwin-
det auch die Divergenz des Stromes und mit der Kontinuitatsgleichung
ebenfalls die Zeitabhangigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

p-o  i  i(5,-o  i  6i(5,t,--0  i  8itp(5,i,-0.

Strom nit elektromagnetischem Feld

Es soll noch erwahnt werden, wie die Kontinuitatsgleichung aussieht, wenn
ein elektromagnetisches Feld anliegt. In diesem Fall gehen das Potential
und der Impuls gemaB Gl. (3.11) tiber in

v(£)  +  v(5)+gse
skalares Potential i elektrisches Feld

i -i-q®
Vektorpotential i magnetisches Feld E = rot A+

-
In der kinetischen Energie taucht durch  (£ - gA')2  eine Kopplung  PA+
zwischen Magnetfeld und Impuls des Teilchens auf. Die Kontinuitatsglei-
chung bleibt weiter gtiltig, es andert sich lediglich die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte:

j+(5,f) =£Im (dy*(5,£)Vdy(5,t)) -£A+p(5„            (4.41)

Zusatzlich zu dem Term, den wir bereits abgeleitet haben, tragt noch das
Vektoapotential zur Stromdichte bei.

111



4.7. Freie Teilchen

4.7    Freie Teilchen

Wir betrachten jetzt 77 z'cfe£-gcz7tt#de7tc
konstant ist, d.h.
narmte,, eie Fall"

Teilchen. Wenn das Potential V =  Vo
unabhangig vom Ort, sind die Teilchen 4e!. (der soge-

). Wir betrachten der Einfachheit halber 1 Dimension. In
:n muss man a; und A; durch J und i ersetzen. Der Hamil-drei Dimensionen muss man a; und A; durcl.

tonoperator ist im freien Fall fr  =  g; + Vo.

4.7.1    Ebene wellen

Die Eigenzusta,nde des Hamiltonoperators ftir ein konstantes Potential ha-
ben wir schon in Abschnitt 4.2 kennengelemt. Wenn es keine Ortsabhan-
gigkeit im Potential gibt, machen L6sungen mit E  <  Vo, die zu ff =  -co
oder a; = oo hin exponentiell divergieren, keinen Sim. Freie Teilchen wer-
den durch die oszillierenden L6sungen der stationaren Schr6dingng+ej-

£±±±ng -§;i; ¢(ff)  =  Edy(g) beschrieben, mit einer beliebigen Energie
E > Vo:

dy(a),t=0)    =    ¢(ca)    =    aeikce  +be-Qko

E - Vo .

Fin solcher Zustand ist nicht normierbar
+cO

/-cO
lay(ff) |2 da;  =  co

Er beschreibt nicht ein einzelnes Teilchen,
werden, rechts- und linkslaufende

(4.42)

sondern, wie wir gleich sehen
Str6me von unabhan en Teilchen fe-

ster Energie E, in der Art von cZ7e7'!e7c WcJJc#,I----
Die Zeitabhangigkeit des Eigenzustandes Gl. (4.42) ist durch den Zeitent-

_                                                                                                                                                                        _     :                 _                                          _   __     _                                                                                                          __

wicklungsoperator exp( -i fJt) gegeben:

¢(cc,t)  -  g-±hEt ¢(a,, .

Dies ist eine Schwingung der Form e-6Wt mit

E  -_  hu  =  ft#  + Vo .
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Ftir die Wellenfunktion Gl. (4.42) 1autet die Zeitentwicklung

dy(ca,t)    =    a, e¢(5±±=:±±±)     +    b e-i(k:=±:::±|  .

Diese Wellenflmktion ist
k. Dies ist die de Bro

(4.44)

auchperiodischimort,_,g±±±e±t±eJ±e±__±_get.=
lie Wellenlan

Ort konstanter Phase

Wir untersuchen, wie sich bei den ebenen Wellen Gl. (4.44) der Ort f fester
Phase zeitlich verandert. Wir betraLchten zunachst den Term  e£(k£-W€) :

kca~ut --const     i     co  -_  u_kt+C#

Diese Gleichung definiert die Pfe¢se7i
digkeit des Problems:

Der Term e¢(feff-w€), mit

eschwindi

Uphase f + ff o

:cz.f eine typische Geschwin-==,

Tph_ace..=  uk _i  azfzm                     (4.45)
dieser p ositiven Phasengeschwindigkeit, beschreibt

eine rechts-laufende Welle± da ftir konstante Phase bei zunehmender Zeit €
auch der Ort r zunimmt. E5azu korrespondierend ist die Funktion e€(fea'-wt)
eine Eigenfunktion der Impulsoperators mit Eigenwert p = fa fa.

Entsprechend beschreibt der Term
Impuls -fife.

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

e-d(fad;+~t) eine |inkslaufende Welle mit

Zunachst bestimmen wir den Beitrag, der von der rechtslaufenden Welle
geliefert wird

¢r    =    aekkE  e-ivt

3=  %1-(¢*£E¢)

#|a|2.k    =    |a|2E±77t

a

[Q/-I(f''A]e`'®f,,A;i'Of;'fa)

:rim(dy*¢k±
r.
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4.7. Freie Teilchen

Analog liefert die linkslaufende Welle die Stromdichte   j.i = |b|2 =f

4.7.2    Wellenpakete

Die Eigenzustande (4.42) sind raumlich ausgedehnt und nicht normierbar.
Aus ihnen k6nnen aber durch geeignete Linearkombination von L6sun-
genzuverschiedenenEneng±+p.,

dy(ca)---±Fco6(k)e\kcodk,

d.h. durch assende Wahl der Fourierkoeffizienten
stande konstruiert werden,  sogenannte  WcJJc"pekefc.

iel sind GauBsche Wellen akete

lokalisierte Zu-
Ein wichtiges LE±-

(s.u.). Fin solcher Zustand beschreibt
nach wie vor ein Ensemble von einzelnen propagierenden Teilchen.  Er
ist jedoch kein Ei enzustand des Hamiltono erators mehr. Die Form des

Die Zeitentwicklung des Zustands mit exp(-*j}€)  ergibt bei freien Teil-
chen

dy(ff,t,  -±/_
mit einer k-abhangigen Frequenz

11-

ho

¢(k) i(ktt-uJt)  dk   ,

fi2k2

EM +Vo.

(4.46)

lJJ(k)  -  a(ko)  +  (k -ko)
dk

+...

Wenn wir aus dy(I, t) einen globalen Phasenfaktor herausziehen (der kei-
nen Einfluss auf physikalische Messergebnisse hat), erhalten wir

dytcoj,=e,tkoa_utko>t]_±Fco6tk]i((k_ko)a -(k-ko)d#t))  dk___     --

2Wichtige Ausnahme im nicht-freien Fall: „koharente Zustande'' beim harmonischen

Oszillator (Kap. 4.9.6).
3Dieweggelassenenh6herenOrdnungenwerdenbeinicht-konstantemPotentialV(z)

wichti8.
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Der Exponent im Integral ist (k -fro) (I -#t). Das
akets bewe t sich daher mit der

Gruppengeschwindigkeit   t;g  :=

(4.47)

Maximum des Wellen-

hko         po=
'77                rn

Weil die Gruppengeschwindigkeit nicht nit der P asengeschwindigkeit
der einzelnen ebenen Wellen tlbereinstimmt, andert sich nit der Zeit
Form des Wellen

g,'e7t  Fall

akets. In Gl.  (3.59) wurde gezeigt, dass die-=T+-I-r:
ftir beliebige Anfangs-Wellenfunktionen sogar

linear mit der Zeit anwachst,

AQ(t, AQ(o,   i-   %mt .

Bcispz.cJ..EinGauBSLgivprel±et

8e8eben.

.(s.a. Ubungen) ist durch

dy(ff)  =  (7ro.2)-i  exp(-

Es hat die minimal m6

(ff - co)2
2cr2

liche Unscharfe

Unscharfe
mindestens
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

4.8    Streuung an einer potentialbarriere.

V--O-
A;bbLld:ul\g 4.9.. Streuung an der Potential-Barriere.

Win untersuchen nun quantenmechanisch die Streuung von Teilchen an
einem Potential. Gebundene Zustande haben wir bereits im letzten Ab-
schnitt behandelt; wir konzentrieren uns hier auf ungebundene ZustandeL
Wir betrachten sowohl den Fall einer Potential-Barriere so wie er in Abbil-
dung (4.9) dargestellt ist (Vo > 0), als auch den Fall einerPotential-Mulde
(Vo  <  0). In beiden F€i.1len interessieren uns aber ungebundene Zustande,
d.h. Energien E > 0.

____        ,

Von links  treffen Teilchen auf das Potential.__.

A der rtlckgestreuten
Wir werden die Intensitat

und die Intensitat I der transmittierten
berechnen. f3 und I bezeichnet man auch als
Transmissionshoe zt.c7tfc7t. Sie sind definiert als

exionskoe
Teilchen
I c7t bzw.

Zahl der reflektierten Teilchen
Zahl der einfallenden Teilchen

Zahl der transmittierten Teilchen
Zahl der einfallenden Teilchen

4.8.1    Allgemeine L6su~?g

Klassische Behandlung

RtT£1   /

Ftlr die klassische Behandlung ist es sinnvoll, das Potential abzurunden
(siehe Abbildung (4.10)), damit keine a-formige Kraften auftreten. Zu Be-
girm, d.h. weit vor der Potential-Barriere, ist die kinetische Energie Ekin
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A;bbIld:u]ng 4.10.. Klassische Behandlung der Potentialbarriere.

gleich der Gesamtenergie A. Im Bereich des Potentials gilt Ekin ± A -V(ff).
Das Teilchen wird nach Vorzeichen des Potentials von ihm ab ebremst
oder beschleunist. Es mtissen klassisch zwei Falle unterschieden werden:
1. Wenn die Gesamtener r6Cer ist als die Potential-Barriepey ]Az±=d das.
Teilchen nicht reflektiert und fliegt tiber die Potential-Barriere  hinweg.
Dies gilt insbesondere ftir eine Potential-Mulde (Vo < 0).

2.Istdiepotential-Barrierehingegengr6Ber_a_is_4iEG_es±=±e±e=8iff_+SO+±±Si-
den alle Teilchen an der Barriere reflektiert. Zur Ruhe kommen sie dabei
an einem Umkehrpunkt a;o, an dem Ekin = 0, d.h. wenn V(zo) = E. Klas-
sisch gilt daher:

1.  Vo  > E

2.  Vo < E

i      R--i,T--0
i       R-O,T--1

In diese tJberlegungen geht die tatsachliche Form des Potentials nicht ein.
Ftir die Quantenmechanik ist es leichter, mit dem rechteckigen Potential
aus Abbildung (4.2) zu rechnen.

Quantenmechanische Behandlung

In den Bereichen I und Ill ist die all

mit der Wellenzahl

emeine L6sun

dy(a?)     =     j4i.eGkg+A2.e-¢foz

2rmEiin
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Diese Wellenfunktion ist, wie wir schon gesehen haben, nicht normierbar,
und beschreibt einen Sfrom von nach rechts einlaufenden und einen Strom
von nach links reflektierten Teilchen, mit der Wellenzahl k.
Einzelne Teilchen dagefen entsprechen Wellenpaketen, also
binationen von L6sungen zu verschiedenen Wellenzahlen.

Linearkom-
Urn die Rech-

nung einfacher zu halten, betrachten wir im F._e±gfp±£p±±£±±±PP_utpeige=r±-
zustande G1. (4.48).                                +` ``

Hinter der Barriere (Bereich Ill karm es, we
nit von links -eirdaufehden Teilch6n

Wellen

en der vor ebenen Situtati-
nurnachrechtsauslauL±fL±£e±Ld£_T±i!-

eben. Daher muss dort A2 = 0 sein.

Im Bereich 11

¢(tE)    =    Bi.ersq:  +82.e-rs&

mitK
ESVo
E>Vo

d.h. die Wellenfunktion ist im Bereich 11 wellenarti
onentiell wenn E < Vo.

Die gesamte Wellenfunktion lautet somit

werm E

(4.49)

e6ka:+A2e-{k`     ;  a;S-±

e"tt   +82e-raaB`     .,   _%'2

Die StetigkeitsbedinangejLvon dy(ff) und dy' (a;) liefern 4 Randbedinggu|}=

jEzur Festlegung der 5 Unbekannten. Zusatzlich mtissen wir noch fest-han8tKonstante Ai1egen, wieviele Teilchen pro Zeiteinheit einfallen. Die
direkt mit der Stromdichte Gl. (4.46) der einfallenden Teilchen zusammen

7.e    =    :|Ai|2.fo
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Uns interessieren der Reflektions- und der Transmissionskoeffizient

fo|A2|2           |A2|2

I
k|Ai|2         |Ai|2

kl012             1012

k|Ai|2         |Ai|2

je ; j.r . . . einfallende; reflektierte Stromdichte

Der Strom der einfallenden Teilchen wird ex
k6nnen ihn jedoch beliebi
Verhaltnisse eingehen.

Es bleibt als L6sung

dy(ca)--

n, z.B.
rimentell

•, a: <_ i
;  -Z s ff < Z
;  ff 2 :

vorgegeben. Wir
da in A und I nur die

(4.50)

Die restlichen Konstanten kann man nun tiber die Randbedingungen be-
stimmen. Die Rechnung dazu ist relativ aufwendig. Sie wird im Folgenden
der Vollstandigkeit halber wiedergegeben. Das Ergebhis steht in Gl. (4.53)
und (4.54).

dy(-±)  :     efk(-±)+A.€-`fo(-i)     =    B[.era(-±)+82.e-rs(-2)

dy(!)  :                                  a.e5fo(±)     =     B].ere(±)+82.e-rs(±)

dy'(-i)  :                   e-jk±  -Ae¢*Z     =    -¢p(BIG-rsz  _82€roz)

¢'(±)..                                   Ce4k±     =    _bp(Biere±  -82e-ref)

mit p := £. In Matrixschreibweise und mit der Abktirzung g = e"i folgt

„     (  e-:fog  )  +e®kz  (  €-)
(  9g_±±    g9-±±  )   (  ::  )

=:JVI

„)    ( e-:kz  ) _e8k± ( € )    =   Op(  -:r2   _:i±  )   ( ::  )

=..N
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Sie spielt in den Verhältnissen R und T keine Rolle.
Einheit: Das Integral über I psi(x) I^2 dx muss 1 sein, 
daher ist die Eniheit von psi(x)  in 1 räuml. Dim.  
von der Dimension 1/Wurzel(Meter) 
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Das Inverse der Matrix ^4 lautet

JM-1 -
(a -g-1) (

11-q_ _2        q_2

gi      -a-i )
Wir multiplizieren ¢) von links mit M-1 =

(::)=„L.(e-;fez)+e®k±wl(£)

(g -g-1)
JV

(4.51)

und setzen das Ergebnis in ¢¢) ein. Mit Abktlrzungen sh := sinh(KL) und ch := cosh(+
ftihrt das zu

(  e-:k±  )  _ e®fo±  (  €  )    =    OAV,M-1  (  e-;k±  )  + e®fe±oAVM-1  (  €  )

ecfe±  (fl+€p,VM-1)  (  €  )    =    (fl_cp/vM-1)   (  e-;k5  )

Wir erhalten somit ftir die Koeffizienten A und a das Zwischenergebnis

(:)
=e-¢k£(fl+6AVM-1)-1(fl_¢p/VM-1)

Jr

Nun gilt es, die Matrix K zu berechnen. Dazu ben6tigen wir zunachst

N . M-1 JV2
1-.1

q-q-1'`         q-q-1

Daraus erhalten win

(fl-¢AVM-1)

(fl+¢AVJM-1)-l

(4.52)

( a +_Z-1   g +-:_1  ) = i (  :hL   =hL )



Mit der Determinanten der Matrix (fl + 6fw.M-1)

det   =   (1+¥)2+#  = 1+2¥_p2

berechnet sich die Matrix A zu

shJr
(1 -p2) + 2ff

(1+p2)         2£

2#         (1+p2)

Mit Gl. (4.52) und Gl. (4.51) 1auten die Koeffizienten

e-±kL

(1 -p2)sh + 2¢pch

e-thL12

(1 -p2)sh + 26pch

2e,-thL/2

(1 -p2)sh + 2¢pch`

(1 + p2)sh

2`p

JW-1

JW-1

ch2 - 1
sh2

-1-p2+2¥

£ocph+(1+p2)sh)
(1 -p2)sh + 26pch  +

:,Opch)
sh + ?pch

Das Ergebnis fur die gesuchtep Koustanten der Wellenfunktion lautet-==:_:===_.==_  ---------., r--`--__  _       _=_   _      -     _  _       -_    -     -

A =  ±  e-6k£  (1 + p2) sinh(ro£)

C-=giv2pe-dkL
a+ -_` -± e-±kL/2  (i _ dp) e-reL/2

82=      ±  e-bkL/2  (1+kp)  e+rsL/2

fo
Z =  (1 -p2) sinh(fo£) + 2¢pcosh(fez;)  mit  p = I

(4.53)

Daraus erhalt man
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Die wegen der Stromerhaltung ;.e  =  jt + jr  notwendige Summeuregel
j3 + I = 1 ist automatisch erfullt. Die Ergebhisse hangen von den dimen-='=

sionslosen Gr6Ben p  =
rametem i, Vo

fo/A.;. und  ffiL ab, die aus den ursprtinglich 3 Pa-
und E des

KL  -  2IT L=
A

found  p  =  I   =

PTobE§ebildet sind. Man kann sie auch als

mit  {  :- FzfiEh

jiFiFi;nd|IVO-E)

schreiben. Man sieht, dass in ffiL die Lan
ferenz (Vo - E) abhangt,

(4.55)

e i auftaucht, die von der Di£-
wahrend p eine

ist.
_:

Wir werden die beiden Falle

Funktion des Verhaltnisses E

1.  hohe Potential-Barriere (Vo > E > 0)

2.  hiedrige Potential-Barriere mit E > Vo > 0
oder Potential-Mulde A > 0 > Vo,

G5+rf
EE=-rl-.-_LT

die sich auch klassisch unterscheiden, im Folgenden separat diskutieren.
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4.8.2    Hohe Potential-Barriere (Vo > A > 0), Raster-Tunnel-
Mikroskop

WirbetrachtenzunachstdenFall,dassdieFp£±g±g.qe9.JtilcFSP=±=!±±±±+±
nicht ausreicht, die Barriere zu tiberwinden.Die Situation ist in Abb.(4.11)_   _                                                                       --     _      -

skizziert. Hier ist Vo  >  E  >  0 und daher k  €  R und K  €  R. Die Wel-
___

EHIII
11

-L/2                  +U2
ITTl

A;bbLrdul\g 4.11..  Energie geringer als Potential-Barriere.

auBerhalb des Barrieren-
Bereichs und einen ex onentiellen Abfall4 im
obige Rechnung gezeigt hat, gibt
zur klassischen Erwartung -

Barrieren-Bereich. Wie die
uantermechanisch - im Widerspruch

dennoch eine nicht-verschwindende Wahr-
scheinlichkeit, dass das Teilchen die Potentialbarriere tiberwindet. Man

vom Tunneleffekt. In denspricht
Gr6Ben reel

Gleichungen (4.54) und (4.55) sind alle

wirbetrachtenden_Spezialfalleinersehrbreiten±±±±i/_9:±S|rL±9!b]e_±F±r.:£=£r:

1  <<  r6.L   - Zm/V.-fj

In diesem Fall kann sinh(K£) in Gl. (4.54) vereinfacht werden

sinh2(ffiL)

=T

e2r6L  + e-2raL  _ 2  ~  e2rcL

~4p2
(1  + p2)2

4 €-2roL

•L

4Der exponentiell ansteigende Beitrag verschwindet nicht, wird aber vom abfallenden

Teil dominiert.
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Der Transmissionekoeffizient I)crscfezt)!.7tczef cze77torcfe cxpo7ie7! £feJZ mit der Bar-

rierenbreite und der Barrierenh6he. Er wird aber nur fur unendlich breite____                             __    _   ___    __

oder unendlich hohe Potentialbarrieren zu Null.

Eire inzwischen alltagliche Anwendung.des Tunneleffektes findet sich in
Flash-Speichem. Dort wird ein Transistor (MOSFET) mit einem yFloating

ganz von einer Isolatorschicht umgeben ist. DurchGate" benutzt, welches
Anlegen einer geeigneten Spannung werden die Potentiale so eingestellt,
dass Elektronen auf das Floating Gate tunneln, wo sie ohne auBere Span-
"m!giv2Avgf 3ZjdrHfydIvrdfi:A.                                                                V   _/ / / /  |_/_  /  / (l I

Eine weitere Anwendung des Tunneleffektes ist das       a.fe   \ \±;±±;th4",."

Raster-Tunnel-Mikrosko

(Nobelpreis 1986 H.Rohrer, G.Binnig (IBM-Rtischlikon))

Beim Scanning Tunneling Mikrg=sc.opfj§I:EQ wird eine Metallspitze tiber
eine Probenoberflache mittels-;I'iezoantrieb " gefuhrt, siehe Abbildung (4.12).
Die leitende (oder leitend gemachte) Probe wird zeilenweise abgetastet.
Zwischen der Spitze und der Probe wird ein Potential angelegt, wodurch
ein flieBt, der vom Abstand der Spitze zur lokalen Pro-
benoberflache abhangt. Mit Hilfe einer Piezo-Mechanik kann die Spitze
auch senkrecht zur Probenoberflache bewegt werden. Es gibt verschiede-
ne Arten, das Tunnel-Mikroskop

itze immer so
zu betreiben. In einer Betriebsart wird
dass der Tunnel-Strom konstant ist. Die

hierfur notwendige Verschiebung ist ein MaB fur die H6he der Proben- =.
oberflache (genauer: fur die Zustandsdichte der Elektronen).

Abbildung 4.12: R¢sfcr-Tw7t7icJ-M!.kroshop.
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Ein STM hat atomare Das erscheint zunachst unglaubwtirdig,
da die Spitze makroskopische Dimensionen hat. Der Grund ist, dass we-
gen der exponentiellen Abhangigkeit des Tunnel-Stromes vom Abstand
das „unterste Atom"__,

der Spitze den dominanten Beitrag zum Strom lie-
fert (siehe Abbildung (4.13)).

-I:---_i_::-:---::_--

A:bb[ldu]:\8 4.13.. Spitze des Raster-Tunnel-Mikroskops.

4.8.3    Niedri e Potential-Barriere (E > Vo > 0)
oder Potential-Mulde (E > 0 > Vo)

//(     /¢    4
®,,

dy     ¢      /,

Wir betrachten nun die Falle, in denen das Teilchen klassisch nicht an der
Barriere reflektiert wtlrde.(j3  =  0;  I  =  1), also den in Abbildung (4.14)
dargestellten Fall einer niedrigen Potential-Barriere, und  den Fall einer
Potential-Mulde. Quantenmechanisch wird die uns hier interessierende

11                   Ill

L/2                  + L/2

`,,

A;bbirdung 4.14.. Energie gr6f oer als Potential-Barriere.

Situation ebenfalls durch die Gleichungen (4.54) und (4.55) beschrieben.
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Wegen E  >  Vo sind nun ffi, p und I imaginar, und man dr{ickt die Glei-
chungen besser tiber  |rc|  und  |p|  aus. Aus G1.  (4.54) und Gl.  (4.55) wird
wegen sinh2(i|fo|)  =  -sin2 |K|   :

REFLEXIONS-UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT (E  >  max{0, Vo})

I -                       4lpl2
(1  |p|2)2sin2(|fo|L)  + 4|P12                                                                     (4.56)

R -_ i - T

mit     lKl- (E-Vo)'    und   lpl-

Im Barrierenbereich ist die oszillierend:

ly||     =     Bie¢lralG  +  82e-tlralce

jpit der de-Broglie Welleulang£J2]=[£g£] «J.
auch der klassische Wert I =

Quantenmechanisch kann
1 @zw. f3 = 0) erreicht werden. Das ist

mer dann der Fall,j±££ppn sin I r3L I  = 0, bzw. |foI = 777r. Anscilaulich bedeu-
tet das, dass die Barrierenbreite ein halbzahliges Vielfaches der Wellenlan-
e i ist und die Welle in -die Potentialbarriere ,,hineinasst". Werm man

die Ausbreitung eines Wellenpaketes untersucht, so findet man, dass das
Teilchen in diesen Fallen besonders lange im Potentialbereich anzutreffen
ist. Dieses Phanomen nennt man Streuresonanz. Es ist auch als R¢77!s¢wcr-

£ffi{:i bekannt, nach dem 1921 von Ramsauer beobachteten Effekt, dass
Elektronen bestimmter Energien in Edelgasen nicht absorbiert werden. In
Abbildung (4.15) ist der Transmissionskoeffizient einmal als Funktion der
reduzierten Energie € und einmal als Funktion einer reduzierten Lange A
aufgetragen. Im letzteren Bild erkennt man das Resonanzphanomen.

Da obige Uberlegungen auch ftlr Vo < 0 gelten, besagt die quantenmecha-
nische Rechnung, dasses auch an niedri en Potentialto und P otentialmul-
deft Rc#ck#o7tc7t. gibt. Dies ware klassisch keinesfalls m691ich.
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Abbildun 4.15.. Transmissionskoe als Funktion von €
7 (links) trlwi--a-ls i;unktion von A f ur c #is%`:ch,s'.

4.8.4    Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte_          --                     I--
Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte I dy (a;) I 2 eines quantenmechani-

=:ed:eT:i:Cb::tnes[:r[::Cunhnde:[S[:Ch£!±£±£±£±£i£!±±±!±8£!±j±8£!±J±±9[,unterschiedlich

•  Im Gebiet I entstehen durch Reflexionen an der Potential-Barriere

=li::#[Wellen, die nach links laufen. Daraus resultiert ei
die, wie in Abbildung (4.16)dargestellt, zu einer
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte fuhrt.

f=:-:- : 1+,A,2+2er
|A| cos(2kff -qo)

A    -lAl.€¢q'

R    --lA12

|dy(ff)|2    =    1 +R+2V'Zicos(2ka;-qo)
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N.B.: Zur Oszillation in der
linken Abbildung:
kappa hängt von E-V_0 ab:

E-V_0 = V_0  ( epsilon -1)
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

11)  Im Gebiet 11 kommt es darauf an, ob E  <  Vo oder E >  Vo, d.h. ob K
reell oder imaginar ist. Wenn ffi reell ist, so findet man ein exponen-
tielles Wenn rc aber imaginar ist, so beobachtet
im Bereich der Potentialbarriere oszillierendes Verhalten.

|dy(z)|2   =   |B]|2e2rsc + |82|2€-2" + 2Re (Bf82)

manauc-h

Ill)  Im Gebiet Ill lauft die Welle nur nach rechts, es kann daher keine
Interferenz

__i,

geben.DieAufenth-a-1-t-;-w-inrscriein]lichkeitsdichteistdort
tiberall konstant.

¢(a,) -cethR   a lay(a;)|2   =   |0|2  = I =  1 -f3 .

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten sind in Abbildung (4.16) fur
die drei diskutierten Falle aufgetragen.

Wir haben hier nur den eher unrealistischen Fall behandelt, dass die ein-
1aufenden Teilchen in einem Impulseigenzustand prapariert werden und
raumlich v611ig unbestimmt sind. Der interessantere Fall ist sicherlich der,
dass die einfallenden Teilchen als ]±E=[£gzzzz:flL£:£jJrapariert werden. Die ma-
thematische Behandlung ist dann wesentlich komplizierter,  liefert aber
dieselben Reflexions- und Transmissionskoeffizienten.
zu findet man z.B. im Buch von Shankhar.
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=1il
x/L

A
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40.    lY(X)|2          25
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5

0

lT(x)12

Abbildung 4.16:

-3              -1                 1                 3
x/L

-3              -1                 1                 3
x/L

I ( nicht aber die
Wellenfunk±ion ap(cc)) bein Streuproblemfur die drei diskutierten Falle Vo > E >
0, E >  Vo > 0 c/7td E > 0 > Vo.
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Die vertikale Skala gilt sowohl für
die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
als auch (in willkürlichen Einheiten) 
für Energie und Potential 
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Oberes Bild:
Der Transmissionskoeffizient ist hier
wegen der hohen Barriere sehr klein 
(aber nicht Null).
Daher ist der Reflektionskoeffizient R fast 1
und das räumliche Mittel der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte im linken Bereich
fast 2 (= Summe von einlaufender und
reflektierter Welle; einlaufende Welle wurde
auf 1 normiert, s.S. 119).
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Mittleres Bild:
Hier ist der Transmissionskoeffizient fast 1,
daher R fast Null, und daher das räumliche
Mittel der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
im linken Bereich knapp oberhalb von 1.


