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4.6 Eigenschaften der Wellenfunktion

4.6.1 Untere Schranke fiir die Energien eines Potentialpro-
blems

Die Eigenwertgleichung des Hamiltonoperators lautet
P? =
<% + V(X)> [YE) = E |¥E)

Wir multiplizieren von links mit (¢g| und erhalten unter der Annahme,
dass die Eigenvektoren auf Eins normiert sind

E = o (sl P*lus) + (sl V(X) [gs)

Die Operatoren P, sind hermitesch und haben als solche reelle Eigenwer-

te. Demzufolge sind die Eigenwerte von P2 grofier oder gleich Null. Das
liefert die Ungleichung

E > (e V(X)) = / V3(F) V(@) vu(@) dPx

= Vmin ! ¢E(f) wE(f) dD;U = Vmin -
et

Hierbei ist V,,;, der Minimalwert des Potentials. Die Gleichheit kann nur
vorliegen, wenn (Y| P2 |lYg) = 0 fir a = 1, 2,3, d.h. wenn die untere
Schranke aller drei Erwartungswerte angenommen wird. Das ist nur der
Fall, wenn |¢z) Eigenvektor aller P2 zum Eigenwert Null ist. Diese Eigen-
funktion hat die allgemeine Gestalt

3

YVE=0(Z) = ap + Z baZa + Z CaBZals
a=1 -y

a,f=1

und ist nicht normierbar. Wir haben somit das Ergebnis

FUR DIE ENERGIE-EIGENWERTE NORMIERBARER ZUSTANDE GILT

E > min V(%) : (4.31)
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4.6.2 Paritiatsoperator. Paritit der Wellenfunktionen bei
symmetrischen Potentialen

Wir wollen hier untersuchen, welche allgemeinen Eigenschaften man ab-
leiten kann, wenn das Potential symmetrisch ist, d.h. wenn V' (—Z) = V (Z).

Wir betrachten zunichst den Paritits-Operator S (oft auch P genannt), der
im Argument einer Funktion eine _Spiegelung am Koordinaten-Ursprung
bewirkt

~

SY(&) :=y(-F) & (FS|Y)=(-zly) & (FS=(-7 (432

Aus (Z|8])) = (—Z|§) = 6(Z + §) = (&| — ¥) folgt, dass auch S|§) = | — )
gilt. Aus einer analogen Rechnung folgt, dass S hermitesch ist.

Wenn das Potential symmetrlsch ist, d.h. V(&) = V(—Z), dann vertauscht
S mit dem Hamiltonoperator H (s. Ubungen). Daraus folgt, dass A und S

einen gemeinsamen, vollstandlgen Satz von Eigenvektoren besitzen.

Einige Eigenschaften der Eigenzustinde von S lassen sich leicht bestimmen.
Die Eigenwertgleichung lautet

S | = ™M Ve . (4.33)
Aus 82 = 1 folgt m®> = 1, d.h., die Eigenwerte des Paritits-Operators S

sind m = =£1. Das bedeutet mit

U (=) = (2| S |¥s) = 29U (B) (4.34)

aber auch, dass die Eigenvektoren von S in der Ortsraumdarstellung sym-

Inetrische bzw. anti-symmetrische Funktionen sind. Man spricht von Wel-
lenfunktionen gerader bzw. ungerader Paritit. Da es ein gemeinsames Sy-
stem von Eigenvektoren von S und H gibt, gilt:

Bei einem symmetrischen Potential kann man die Eigenfunktionen von H S0
wihlen, dass sie gerade bzw. ungerade Paritiit besitzen.

Wenn Eigenwerte von H entartet sind, kdnnen die Wellenfunktionen un-
terschiedlicher Paritédt gemischt werden. Bei nicht-entarteten Eigenwerten
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

erhilt man jedoch zwingend Eigenfunktionen fester Paritdt. Das gilt ins-
besondere fiir gebundene Zustinde in eindimensionalen Potentialproble-
men (s.u.).

20.4.2023

4.6.3 Gebundene Zustinde i@sind nicht entartet

Wir zeigen, dass eindimensionale Potentialprobleme keine , entarteten”ge-
bundenen Eigenzustédnde besitzen, das sind mehrere linear unabhéngige

gebundene Zustinde zur selben Energie. Dazu gehen wir vom Gegenteil

aus und nehmen an, es géibe zwei entartete Eigenvektoren 3; und ¢, zum
selben Eigenwert F, d.h.

2 y1@) + V@) =) (4.352)
~ @) + Vo) Bn@) (4.35)

Multiplizieren wir Gleichung (4.35a) von links mit v, und Gleichung (4.35b)
mit ¢; und subtrahieren diese Gleichungen voneinander so erhalten wir

ﬁ,2
— 5 (V2(2)¥1(2) — Y1 ()94 () =3
= 2 ($2(@) (=) — 1 (@)¥h(2)) 0
.l Vo (x) Y1 (x) — P1(2) () =

Die Konstante c ist unabhingig von z und lédsst sich insbesondere aus
dem Verhalten fiir x — oo bestimmen. Im Falle gebundener Zustande ver-
schwinden die Wellenfunktionen und ihre Ableitungen im Unendlichen.
Daraus folgt

= Jim (Va(e)¥ (&) ~ r(@W4(a) ) =0
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und somit (zunéchst mit der Einschrankung ¢ »(z) # 0)

va(z)i(z) = di(z)dy(z)
Yi(x)

D) _ )
(I) Vo ()
ilnwl(m = 2 inua(a)

Die Differentialgleichung kann unmittelbar integriert werden

Inyyi(z) = Inye(z)+d
e

@) = @)l x )

Das heifdt, dass die beiden Zustidnde sich nur durch einen Phasenfaktor
unterscheiden und physikalisch identisch sind.! Dies beweist die eingangs
aufgestellte Behauptung.

4.6.4 Zahl der Nullstellen gebundener Zustinden inﬁd)

Wir haben beim Potentialtopf gesehen, dass die Wellenfunktion (z) im
Grundzustand keine Nullstelle hat, und dass mit jedem hoheren Energieni-
veau_eine zusitzliche Nullstelle in der Wellenfunktion auftaucht. Dies gilt
allgemein fiir gebundene Zustinde in 1d und ist die Aussage des Knoten-

satzes.
———

Eine analoge Eigenschaft gilt auch fiir die radiale Wellenfunktion des Was-
serstoffatoms, allerdings in Abhéangigkeit von einer radialen Quantenzahl
N,, aber nicht fiir die Hauptquantenzahl n, mit E,, ~ 1/n*.

IBei der Division durch v, oder ¥, muss man Bereiche (Punkte oder Intervalle der
x-Achse) ausschliessen, in denen ¢; = 0 oder ¥ = 0. Wir habe zunéichst nur ¥ o 3
ausserhalb dieser Bereiche gezeigt. Wenn aber innerhalb eines solchen Bereiches etwa
Y1 = 0 und v, # 0 gelten wiirde, so wiren ¢; oder/und #; oder ihre Ableitungen am
Rande dieses Bereichs unstetig, was nicht moglich ist.
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

4.6.5 Existenz reellwertiger Eigenfunktionen in 1d

In einem System beheblger Dimension ohne Magnetfeld ist der Hamilton-

operator 2— + V(Q) reell; insbesondere gilt V*(:f:’) V(Z).

(Mit Magnetfeld enthilt der Hamiltonoperator [P 5 _ eA(Q)] (GL (3.11))

und wegen P — —iiV wiirde ein ein komplexer Anteil auftauchen.)
Die komplex konjugierte Schréodingergleichung lautet dann

i AY(@) + V(@) = Bula)

mit reellem Potential V' (7). Ohne Magnetfeld erfiillt daher 1*(z) unabhan-
gig von der Dimension des Problems dieselbe Schrodingergleichung wie
Y (x) zur selben Energie.

Damit ist auch jede Linearkombination von ¢ und ¢* Lésung des Eigen-
wertproblems zur selben Energie. Wir konnen speziell die reellwertigen
Kombinationen

biey = $EHE
) = Y(x) ;i%b*(x)
wiahlen.

Bei eindimensionalen Problemen gilt fiir die gebundenen Zustidnde zu-
satzlich, da sie nicht entartet sein konnen, dass beide Losungen identisch
sind. Wir haben somit gezeigt:

Die Wellenfunktionen der gebundenen Eigenzustinde eines eindimensionalen
Dotentialproblems ghne Magnetfeld konnen immer reell gewihlt werden.

Wie in Abschnitt 4.6.6 gezeigt wird, verschwindet in diesem Fall auch der
Strom.
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4.6.6 Wahrscheinlichkeits-Strom und Kontinuitidtsgleichung

Wir betrachten (nun wieder in drei Dimensionen) ein Teilchen in einem
zeitunabhingigen dufleren Potential ohne Magnetfeld. Dann ist der Hamilton- it magnetfeld s.u)

operator reell (Kap. 4.6.5).

(- £ 2+v@)v@n - gu@o (4362)

STRS

( - Z A+ v<f>)w*(f, ) = (@) (4.36b)

Die Wahrscheinlichkeitsdichte p(Z,t), das quantenmechanische Teilchen
zur Zeit t am Ort Z anzutreffen, ist bekanntlich gegeben durch

p(Z,t) = [¥(Z,t)|? (4.37)

Wir berechnen nun die zeitliche Ableitung der Wghfscheinlichkeitsdichte.
Aus Gl. (4.36a) und GIl. (4.36b) erhalten wir : )

%p(f, t) = (%w*(i, t)) - (T, t) + () - %w(i‘, t)
. %{ (-2 a+v@)v@n] vao
—*(T,t) [( - B A+ V(f))v,b(i’, t)] }

o
- i {sE sy -y EsvEs )

Z z*

= _i%(—m) Im (w*(f, t)AY(Z, t))

- (w*(f, HAY(E, t))
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4.6. Eigenschaften der Wellenfunktion

Die rechte Seite kann mit der Identitit

V Im [w*(f,t)w(f,t)] = Im —ﬁ(w*(f,t)ﬂ7w(f,t))]

= Im | (Vo(&.0)"(Vo(@. 1) +4"(@.1) IY,
= A

¥(Z,1)

v~

€R

= Im (w*(f,t) A zp(f,t)>

weiter vereinfacht werden, und wir erhalten schlieSlich die Kontinuitéts-
gleichung mit der sogenannten Wahrscheinlichkeitsstromdichte 7(Z,t)

KONTINUITATSGLEICHUNG

C,%p(:i:’,t) = —Vj(@,1) (4.38a)
j = %Im (zp*(f,tﬁw(f,t)) (4.38b)

Man kann auch j = Re (v*(, ) 157 (7,t)) schreiben (wobei mit ,,ﬁw(x)”
wieder (z[p|v) = —ihV(z) gemeint ist) und sieht dann, dass in j so etwas
wie eine Geschwindigkeit v = £ auftaucht.

Es ist interessant, die Wellenfunktion nach Betrag und Phase zu trennen:

U(Z,t) = \/P(fvt) (4.39)
= PEOVOELD = Vo De #ED (@\/m) Sl

+/p(Z,t)e @) [p(Z, 1)e¥ T iV (T, t)

— VPO (VA ) +V/AE OV D Vel

N

€R
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- ( (O, t)) = 0@ 0V 1

= (@t = —p(@ t)Ve(Z,t) (4.40)

Der Strom wird von der Phase "getragen". Wenn die Wellenfunktion reell
ist, dann ist die Phase ¢ Null, und damit auch der Strom. Dann verschwin-
det auch die Divergenz des Stromes und mit der Kontinuitétsgleichung
ebenfalls die Zeitabhangigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte:

p=0 = j(@)=0 = Vj@t)=0 = %(f,t):o.

Reelle Wellenfunktionen liefern keinen Strom.
Bei reellen Wellenfunktionen ist p(Z,t) zeitunabhingig.

Strom mit elektromagnetischem Feld

Es soll noch erwdhnt werden, wie die Kontinuititsgleichung aussieht, wenn
ein elektromagnetisches Feld anliegt. In diesem Fall gehen das Potential
und der Impuls gemaf3 Gl. (3.11) tiber in

V(@) — V(@) +q ()

skalares Potential — elektrisches Feld

{

P — P—q A®@
—~—
Vektorpotential - magnetisches Feld B=rotA
In der kinetischen Energie taucht durch (P — ¢A)? eine Kopplung PA
zwischen Magnetfeld und Impuls des Teilchens auf. Die Kontinuitétsglei-
chung bleibt weiter giiltig, es dndert sich lediglich die Wahrscheinlich-
keitsstromdichte:

-

7@, 1) = % Im (w*(f, V(7 t)) = %A’ p(Z,1) . (4.41)

Zusitzlich zu dem Term, den wir bereits abgeleitet haben, tragt noch das
Vektorpotential zur Stromdichte bei.
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4.7. Freie Teilchen

4,7 Freie Teilchen

Wir betrachten jetzt nicht-gebundene Teilchen. Wenn das Potential V' = V4
konstant ist, d.h. unabhéngig vom Ort, sind die Teilchen frei (der soge-
nannte,,ﬁeze Pall ) Wir betrachten der Einfachheit halber 1 Dimension. In
drei Dimensionen muss man z und k durch 7 und k ersetzen. Der Hamil-
tonoperator ist im freien Fall H = %; + Vo.

4.7.1 Ebene Wellen

Die Eigenzusténde des Hamiltonoperators fiir ein konstantes Potential ha-
ben wir schon in Abschnitt 4.2 kennengelernt. Wenn es keine Ortsabhén-
gigkeit im Potential gibt, machen Losungen mit £ < Vp, die zu z = —o0
oder z = oo hin exponentiell divergieren, keinen Sinn. Freie Teilchen wer-
den durch d1e oszillierenden Losungen der stationdren Schrodingerglei-
chung — - dz2 ¥(xr) = E(r) beschrieben, mit einer beliebigen Energie
E > Vy E-V_0

V(x,t=0) = ¢(x) = ae* +be (4.42)
i3
und — = E-V1}.
2m

Ein solcher Zustand ist nicht normierbar

+00
/ |z/1(x)\2da: == 59

Er beschreigb's nicht ein einzelnes Teilchen, sondern, wie wir gleich sehen
werden, rechts- und linkslaufende Strome von unabhingigen Teilchen fe-

Die Zeltabhanglgkelt des Elgenzustandes Gl. (4.42) ist durch den Zeitent-
wicklungsoperator exp(—; Ht) gegeben:

(e t) = e F 4(a).
Dies ist eine Schwingung der Form e*“* mit
h2k?
E = Suw il (4.43)

2m
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Fir die Wellenfunktion Gl. (4.42) lautet die Zeitentwicklung

v(z,t) = a2 | peilkzivy (4.44)

Diese Wellenfunktion ist auch periodisch im Ort, mit der Wellenldnge A =
2m/k. Dies ist die de Broglie Wellenlénge, Gl. (1.1).

Ort konstanter Phase

Wir untersuchen, wie sich bei den ebenen Wellen Gl. (4.44) der Ort 7 fester
Phase zeitlich verandert. Wir betrachten zunichst den Term ei(kz—«t) .

w const
kx —wt = const = r = —t+ = VUphaset + Zo

k k

Diese Gleichung definiert die Phasengeschwindigkeit eine typische Geschwin-
digkeit des Problems:

i = D R (4.45)
k 2m  2m

Der Term ¢i**~«% mit dieser positiven Phasengeschwindigkeit, beschreibt
eine rechts-laufende Welle, da fiir konstante Phase bei zunehmender Zeit ¢
auch der Ort z zunimmt. Dazu korrespondierend ist die Funktion ef(k==«%)

eine Eigenfunktion der Impulsoperators mit Eigenwert p = hk.

Entsprechend beschreibt der Term e~i***«% eine linkslaufende Welle mit
Impuls —hk.

Wahrscheinlichkeitsstromdichte

Zunichst bestimmen wir den Beitrag, der von der rechtslaufenden Welle
geliefert wird

wr = aezk::z: e—zwt

[~ 4
- ) h *d al h * - —twt _tkzx
oo mIm(w dm¢) - mJa’F/Im<zp ik e ?be )
h hk

= —fal-k = |aP = = |a =

m m m

"
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Korrektur:

Der Phasenfaktor

hangt hier von x und t ab
und ist deswegen
physikalisch relevant.
Beispiel: Erwartungswert
des Impulsoperators p

-> rauml. Ableitung von psi

4.7. Freie Teilchen

Analog liefert die linkslaufende Welle die Stromdichte j, = [b|? =2 .

4.7.2 Wellenpakete

Die Eigenzusténde (4.42) sind rdumlich ausgedehnt und nicht normierbar.
Aus ihnen konnen aber durch geeignete Linearkombination von Lésun-

gen zu verschiedenen Energien, L

1 *® ~ :
= —= k) e dk
d.h. durch passende Wahl der Fourierkoeffizienten J(@, lokalisierte Zu-

stinde konstruiert werden, sogenannte Wellenpakete. Ein wichtiges Bei-

spiel sind Gaufssche 7Wellenpg-1<etg (s.u.). Ein solcher Zustand beschreibt
nach wie vor ein Ensemble von einzelnen propagierenden Teilchen. Er
ist jedoch kein Eigenzustand des Hamiltonoperators mehr. Die Form des
Wellenpakets dndert sich daher im Allgemeinen mit der Zeit ! 2

Die Zeitentwicklung des Zustands mit exp(—1iHt) ergibt bei freien Teil-
chen

1 0 ~ ‘
Y(z,t) = y / Y(k) ek g | (4.46)
mit einer k-abhédngigen Frequenz
h2 2
hw = —k + V.
2m

Wi@ehmen nun 9\11, dass die Amplitude " (k) ein Maximum bei einer Wel-

lenzahl ko hat. Wir entwickeln w(k) um k:>

dw (ko)
dk

Wenn wir aus ¢(z, ) einen globalen Phasenfaktor herausziehen {derkei=
e RN 5§ hvsikalise : at), erhalten wir

w(k) = w(ko) + (k— ko)

(k ko)z — (k— ko)dw_o‘ )dk A

— pl(koz—w(ko)t) _ ~
Y1) = e o=/

?Wichtige Ausnahme im nicht-freien Fall: , kohirente Zustinde” beim harmonischen
Oszillator (Kap. 4.9.6).

’Die weggelassenen hoheren Ordnungen werden bei nicht-konstantem Potential V (z)
wichtig.
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(4.47)

Der Exponent im Integral ist (k — ko)(z — §7t). Das Maximum des Wellen-
pakets bewegt sich daher mit der

b _dw  hky _ po
Gruppengeschwindigkeit v, := B
Weil die Gruppengeschwindigkeit nicht mit der Phasengeschwindigkeit

der einzelnen ebenen Wellen iibereinstimmt, &ndert sich mit der Zeit dlei

Form des Wellenpakets. In Gl. (3.59) wurde gezeigt, dass die Unschirfe

im freien Fall fiir beliebige Anfangs-Wellenfunktionen sogar mindestens

linear mit der Zeit anwéachst,

AQ() AQO) > —-t.

2m

Beispiel: Ein Gauisches Wellenpaket (s.a. Ubungen) ist durch

{e—~ 170)2) ‘

b(@) = (70®) % exp(——

gegeben. Es hat die minimal mogliche Unscharfe

(Az) (Ap) = 5 .

die jedoch bei Ze1tentvv1cklung mit dem freien Hamiltonoperator £ = 4 Va
wie \/ 1 +( nd N zummmt
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

4.8 Streuung an einer Potentialbarriere

e % Vaé&

|
|
i
|

I W III

-L/2 +L/2

Abbildung 4.9: Streuung an der Potential-Barriere.

Wir untersuchen nun quantenmechanisch die Streuung von Teilchen an
einem Potential. Gebundene Zustinde haben wir bereits im letzten Ab-
schnitt behandelt; wir konzentrieren uns hier auf ungebundene Zusténde._
Wir betrachten sowohl den Fall einer Potential-Barriere, so wie er in Abbil-
dung (4.9) dargestellt ist (V; > 0), als auch den Fall einer Potential-Mulde
(Vo < 0). In beiden Féllen interessieren uns aber ungebundene Zusténde,
d.h. Energien E>0.

Von links treffen Teilchen auf das Potentia‘l. Wir werden die Intensitat
R der rﬁckgestreufen und die Intensitit 7' der transmittierten Teilchen
berechnen. R und T bezeichnet man auch als Reflexionskoeffizienten bzw.
_’I’mnsmissionskoefﬁzienten.. Sie sind definiert als

Jrefl Zahl der reflektierten Teilchen

. Jun  Zahl der einfallenden Teilchen

R+T =1

T Jirans _ Zahl der transmittierten Teilchen
Jon  Zahl der einfallenden Teilchen

4.8.1 Allgemeine Losung

Klassische Behandlung

Fiir die klassische Behandlung ist es sinnvoll, das Potential abzurunden
(sieche Abbildung (4.10)), damit keine §-formige Kraften auftreten. Zu Be-
ginn, d.h. weit vor der Potential-Barriere, ist die kinetische Energie Ey;,
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Abbildung 4.10: Klassische Behandlung der Potentialbarriere.

gleich der Gesamtenergie E. Im Bereich des Potentials gilt Ey;, = £ — V().
Das Teilchen wird je nach Vorzeichen des Potentials von ihm abgebremst
oder beschleunigt. Es miissen klassisch zwei Fille unterschieden werden:

1. Wenn die Gesamtenergie grofer ist als die Potential-Barriere, wird das
Teilchen nicht reflektiert und fliegt iiber die Potential-Barriere hinweg.
Dies gilt insbesondere fiir eine Potential-Mulde (1, < 0).

2. Ist die Potential-Barriere hingegen grofier als die Gesamtenergie, so wer-

den alle Teilchen an der Barriere reflektiert. Zur Ruhe kommen sie dabei
an einem Umkehrpunkt z;, an dem Ey;, = 0, d.h. wenn V/(z,) = E. Klas-
sisch gilt daher:

1. W>FE = R=1T=0
2. Vo< E = R=01T=1]

In diese Uberlegungen geht die tatsdchliche Form des Potentials nicht ein.
Fiir die Quantenmechanik ist es leichter, mit dem rechteckigen Potential
aus Abbildung (4.2) zu rechnen.

Quantenmechanische Behandlung

In den Bereichen I und Il ist die allgemeine Losung

Y(r) = A;-e*® 4 Ay e
mit der Wellenzahl & ZT;E und E>0. (4.48)
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Diese Wellenfunktion ist, wie wir schon gesehen haben, nicht normierbar,
und beschreibt einen Strom von nach rechts einlaufenden und einen Strom
von nach links reflektierten Teilche_r't, mit der Wellenzahl k.

Einzelne Teilchen dagegen entsprechen Wellenpaketen, also Linearkom-
binationen von Lésungen zu verschiedenen Wellenzahlen. Um die Rech-

zustédnde Gl. (4.48).

Hinter der Barriere (Bereich III) kann es, wegen der vorgegebenen Situtati-
on mit von links einlaufenden Teilchen, nur nach rechts auslaufende Teil-
chen (Wellen) geben. Daher muss dort A; = 0 sein.

_Im Bereich II gilt

(@) = Bi-e®+ By

- E<V
mit Kk = \/ 2m(V°2 Ey _lIkl EsWw (4.49)
h ilk| E>W

d.h. die Wellenfunktion ist im Bereich II wellenartig, wenn £ > V4, und
exponentiell wenn E < V;.

Die gesamte Wellenfunktion lautet somit

Ay e*® + Aye i < -2
V() = {Bie”™ +Bye™’ ; —£<z<3
e x> £

Die_Stetigkeitsbedingungen von v (z) und ¢’ (z) liefern 4 Randbedingun-
gen zur Festlegung der 5 Unbekannten. Zusétzlich miissen wir noch fest-
legen, wieviele Teilchen pro Zeiteinheit einfallen. Die Konstante A; hangt
direkt mit der Stromdichte Gl. (4.46) der einfallenden Teilchen zusammen

, h
Jo = —|A1|2 - k
m
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Uns interessieren der Reflektions- und der Transmissionskoeffizient

R o= || ElAl SEL oo e delieiiernte Siromii
= LT KIAE AP Je; Jr - - . €infallende; reflektierte Stromdichte
7+ - il FCTGEEE
— je k |A1|2 |A1|2 . 27.4.2023

Der Strom der einfallenden Teilchen wird experimentell vorgegeben. Wir
konnen ihn jedoch beliebig Wahlgn z.B. A, = 1,da in R und T nur die

Verhéltnisse emgehen Bei A_1 ist auch die physikalische Einheit weggelassen.
Sie spielt in den Verhéltnissen R und T keine Rolle.

r - Einheit: Das Integral dber I psi(x) I*2 dx muss 1 sein,
Es bleibt als Losung daher ist die Eniheit von psi(x) in 1 rauml. Dim.

von der Dimension 1/Wurzel(Meter)

zk:z: +@ —tk:z: C T S :2Ii
Y(z)=( By e +Bye ™ ; —L<z<i (4.50)
ik L
etk x> L

Die restlichen Konstanten kann man nun iiber die Randbedingungen be-
stimmen. Die Rechnung dazu ist relativ aufwendig. Sie wird im Folgenden
der Vollstandigkeit halber wiedergegeben. Das Ergebnis steht in Gl. (4.53)
und (4.54).

Ww(-L): e*(—%) 4 A.e k%) = B;.e"%) 4 By.e "%
W(k) : C-ek%) = B,.e"%) 4 By.e M%)

P (—%): e"*F — AeiT = —ip(Bie "% — Bye %)
v (%): Ce*5 = —ip(B1e"T — Bye <7)

mit p := £. In Matrixschreibweise und mit der Abkiirzung g = e~ folgt

i) (602 >+e’k%(c>
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Sie spielt in den Verhältnissen R und T keine Rolle.
Einheit: Das Integral über I psi(x) I^2 dx muss 1 sein, 
daher ist die Eniheit von psi(x)  in 1 räuml. Dim.  
von der Dimension 1/Wurzel(Meter) 
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Das Inverse der Matrix M lautet

-l 1 g
- _(q—q‘l)( q

(&1

D=
|
Q Q
| (S0
[ S
\/
Il
~~
Q
! =
5
[ay
Nt

Wir multiplizieren i) von links mit M~! =

B, . -1 e_ik% ikL ax—1 A
(32 ) =M ( 0 +e"2 M c (4.51)

und setzen das Ergebnis in i) ein. Mit Abkiirzungen sh := sinh(xL) und ch := cosh(+
fiihrt das zu

—ikL —ikL
€ s _ ikL A a Vi -1 € 2 ikL . 1 A
( " ) e 2(0) = 1pNM ( S )—}—e 2 ipN M (C)
—ikL
etk 3 (]1 +z'pNM_1> ( g ) = (]1 —ipNM—l) ( 4 " ) )

Wir erhalten somit fiir die Koeffizienten A und C das Zwischenergebnis

-1
( é ) = e~k (11 +ipNM_1) (11 —z'pNM—1> ( (1) ) . (452

K

Nun gilt es, die Matrix K zu berechnen. Dazu bendtigen wir zunéchst

" 1 1 4 ¢ =5 1 N =3
N-M-1 = A2 = (qq 1)= (c )

q—q? q—q? -2 gq+gq” sh\ —1 ch

Daraus erhalten wir

ip
R sh
(]l—ipNM_1> = ( )
: .-
s 1=
h 3 -1
i -1 1+585F =%
(1+ipNM—1) =
~% - 1490
ipch
L (1 %
i . :
o1+



Mit der Determinanten der Matrix (i + ipAM™1)

s 2 2 . 2 .
ipch p tpch och®—1 2 ipch
—_— e = — —d 1 —_ D ——
det (1+ sh) +sh2 142 -h p iz p+2Sh
berechnet sich die Matrix K zu
2 i
o <h (1+ p%) 2%
1 — p2) + 2%ech i
( p?) + sh 2§§ (1 +p2)
Mit Gl. (4.52) und Gl. (4.51) lauten die Koeffizienten
~ (@ =p?)sh+2i
C (1 — p?)sh + 2ipch %ip
B & g il M1 (1 — p?)sh + 2ipch + (1 + p?)sh
B, (1 — p?)sh + 2ipch 2ip
- T _, [ sh+ipch
(1 — p?)sh + 2ipch ip

Das Ergebnis fiir die gesuchten Konstanten der Wellenfunktion lautet

A=Le* 1+ p?) sinh(xL)

C=21i2p s

B as ___é_ e—ikL/Q (1 _ ip) e—mL/2

B e RE (14 ip) o+ (4.53)

El I

Z = (1 — p?)sinh(kL) + 2ipcosh(kL) mit p =

Daraus erhalt man
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT

(14 p?)? - sinh®(kL)

R=|A]?=
=i I | (1 -+ p2)2 Sinh2(K;L) - = 4p2
(4.54)
4p? ; K
T = |C[* = =1-R, t p=—.
-— € (1 4 p2)2sinh?(kL) + 4p? g

Die wegen der Stromerhaltung j. = j: + Jr notwendige Summenregel
R + T = 1 ist automatisch erfiillt. Die Ergebnisse hdngen von den dimen-

sionslosen Groflen p = x/k und L ab, die aus den urspriinglich 3 Pa-
rametern L,V und E des Problems éebildet sind. Man kann sie auch als

nL=27r=;\— mit X = ﬁlﬂ‘h/ =
- T (4.55)
Tt PN . M
und p = - % 1

schreiben. Man sieht, dass in kL die Lange \ auftaucht, die von der Dif-
ferenz (Vy — E) abhéngt, wihrend p eine Funktion des Verhiltnisses £ /Vay
ist.

Wir werden die beiden Fille

e
1. hohe Potential-Barriere (Vy, > E > 0)

-2
2. niedrige Potential-Barriere mit £ > V5 > 0
oder Potential-Mulde E > 0 > Vj, _"r_L
>

¥ = o

die sich auch klassisch unterscheiden, im Folgenden separat diskutieren.
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4.8.2 Hohe Potential-Barriere (1, > E > 0), Raster-Tunnel-

Mikroskop

Wir betrachten zundchst den Fall, dass die Energie des Teilchens klassisch
nicht ausreicht, die Barriere zu iiberwinden.Die Situation ist in Abb.(4. 11)
skizziert. Hier ist V; > E > 0 und daher k¥ € R und x € R. Die Wel—

I II 11
/2 +U2

Abbildung 4.11: Energie geringer als Potential-Barriere.

lenfunktion zeigt somit oszillierendes Verhalten auflerhalb des Barrieren-
Bereichs und einen exponentiellen Abfall* im Barrieren-Bereich. Wie die
obige Rechnung gezeigt hat, gibt es quantenmechanisch — im Widerspruch
zur klassischen Erwartung — dennoch eine nicht-verschwindende Wahr-
scheinlichkeit, dass das Teilchen die Potentialbarriere {iberwindet. Man
spricht vom Tunneleffekt. In den Gleichungen (4.54) und (4.55) sind alle
Groflen reell.

Wir betrachten den Spezialfall einer sehr breiten und /oder hohen Barrlere

1<<k-L % Vlm v-€) - [

In diesem Fall kann sinh(xL) in Gl. (4.54) vereinfacht werden

€2ch 4+ e—2nL —9 e?nL

. 12 - ~
sinh“(kL) = 1 e >> 1

4p2 —2kL
0+7)?  —

= T =

*Der exponentiell ansteigende Beitrag verschwindet nicht, wird aber vom abfallenden
Teil dominiert.
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Der Transmissionskoeffizient verschwindet demnach exponentiell mit der Bar-
rierenbreite und der Barrierenhohe. Er wird aber nur fur unendlich breite
oder unendlich hohe Potentialbarrieren zu Null.

Eine inzwischen alltdgliche Anwendung des Tunneleffektes findet sich in
Flash-Speichern. Dort wird ein Transistor (MOSFET) mit einem , Floating
Gate” benutzt, welches ganz von einer Isolatorschicht umgeben ist. Durch
Anlegen einer geeigneten Spannung werden die Potentiale so eingestellt,
dass Elektronen auf das Floating Gate tunneln, wo sie ohne &ufiere Span-

nung lange Zeit bleiben. V/III7)1r7e07
: . : LULLLEN
Eine weitere Anwendung des Tunneleffektes ist das c.h VAL Baveitos

Raster-Tunnel-Mikroskop
(Nobelpreis 1986 H.Rohrer, G.Binnig (IBM-Riischlikon))

Beim Scanning Tunneling Mikroscope (STM) wird eine Metallspitze tiber
eine Probenoberflache mittels , Piezoantrieb” gefiihrt, siehe Abbildung (4.12).
Die leitende (oder leitend gemachte) Probe wird zeilenweise abgetastet.
Zwischen der Spitze und der Probe wird ein Potential angelegt, wodurch
ein , Tunnel-Strom” fliet, der vom Abstand der Spitze zur lokalen Pro-
benoberflache abhingt. Mit Hilfe einer Piezo-Mechanik kann die Spitze
auch senkrecht zur Probenoberfliche bewegt werden. Es gibt verschiede-
ne Arten, das Tunnel-Mikroskop zu betreiben. In einer Betriebsart wird
die Spitze immer so nachjustiert, dass der Tunnel-Strom konstant ist. Die
hierfiir notwendige Verschiebung ist ein Ma8 fiir die Hohe der Proben-
oberfléche (genauer: fiir die Zustandsdichte der Elektronen).

£4

o gt

Abbildung 4.12: Raster-Tunnel-Mikroskop.
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Ein STM hat atomare Aufldsung. Das erscheint zunachst unglaubwiirdig,
da die Spitze makroskopische Dimensionen hat. Der Grund ist, dass we-
gen der exponentiellen Abhangigkeit des Tunnel-Stromes vom Abstand
das ,unterste Atom” der Spitze den dominanten Beitrag zum Strom lie-
fert (sieche Abbildung (4.13)). i

_l)ffﬁ'l o o

Abbildung 4.13: Spitze des Raster-Tunnel-Mikroskops.

26.4.2021

4.8.3 Niedrige Potential-Barriere (£ > 1 > 0)

oder Potential-Mulde (£ > 0 > 1))

Wir betrachten nun die Fille, in denen das Teilchen klassisch nicht an der
Barriere reflektiert wiirde (R = 0; 7" = 1), also den in Abb1ldung (4. 14)
dargestellten Fall einer medngen Potential-Barriere, und den Fall einer
Potential-Mulde. Quantenmechanisch wird die uns hier interessierende

¥ adm

: |
o R

’_;
. II 111 T

L2 +L/2

Abbildung 4.14: Energie grofier als Potential-Barriere.

Situation ebenfalls durch die Gleichungen (4.54) und (4.55) beschrieben.
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

Wegen E > Vj sind nun «, p und Y imagindr, und man driickt die Glei-
chungen besser iiber |x| und |p| aus. Aus Gl. (4.54) und Gl. (4.55) wird
wegen sinh®(i|x|) = —sin® |x| :

REFLEXIONS- UND TRANSMISSIONSKOEFFIZIENT (E > max{0, V;})

" 4lpf?
! = R sn(WIE) + 4107
(4.56)
R=1-T
: 2m K Vi
mit = [ oE-V), und o= =1 @5
Im Barrierenbereich ist die Lésung nun auch oszillierend:
by = Bleilnu 4 B2e—i|~|x lkappal L =2 pi L/lambda
mit der de-Broglie Wellenldange A = 2 /|k|. Quantenmechanisch kann

auch der klassische Wert 7' = 1 (bzw. R = 0) erreicht werden. Das ist im-
mer dann der Fall, wenn sin [kL| = 0, bzw. |s|L = n7. Anschaulich bedeu-
tet das, dass die Barrierenbreite ein halbzahliges Vielfaches der Wellenlan-
ggx ist und die Welle in die Potentialbarriere ,hineinpasst”. Wenn man
die Ausbreitung eines Wellenpaketes untersucht, so findet man, dass das
Teilchen in diesen Fillen besonders lange im Potentialbereich anzutreffen
ist. Dieses Phanomen nennt man Streuresonanz. Es ist auch als Ramsauer-
Effekt bekannt, nach dem 1921 von Ramsauer beobachteten Effekt, dass
Elektronen bestimmter Energien in Edelgasen nicht absorbiert werden. In
Abbildung (4.15) ist der Transmissionskoeffizient einmal als Funktion der
reduzierten Energie ¢ und einmal als Funktion einer reduzierten Lange A
aufgetragen. Im letzteren Bild erkennt man das Resonanzphénomen.

Da obige Uberlegungen auch fiir V; < 0 gelten, besagt die quantenmecha-
nische Rechnung, dass es auch an niedrigen Potentialtopfen und Potentialmul-
den Reflektionen gibt. Dies wére klassisch keinesfalls moglich.
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0 5 10 0 50 100
€ prop.zu L/ A

N.B.: Zur Oszillation in der
Abbildung 4.15: Transmzsszonskoejfﬁzzent als Funktion von € : inken Abbildung:

kappa hangt von E-V_0 ab:
fu(_%i— = 7 (links) und als Funktion von \ fiir € = 1:05rechts).

2m|Vo| E-V_0=V_0 (epsilon-1)

4.8.4 Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte |v/(z)|? eines quantenmechani-
schen Teilchens errechnet sich aus den Gleichungen (4.50), unterschiedlich
fiir die Gebiete I, II, und III.

e Im Gebiet I entstehen durch Reflexionen an der Potential- Barnere
auch Wellen, die nach links laufen. Daraus resultiert eine Interferenz
die, wie in Abbildung (4.16) dargestellt, zu einer oszillierenden Aut-
enthaltswahrscheinlichkeitsdichte fiihrt.

W(z)|?) = 1+ |A]* + 2Re (A%e¥*)
N
|A| cos(2kz—p)
A = |A]-e¥
R = |AF
[Y(z)]? = 14+ R+ 2VRcos(2kz _g-p) (==> raumlicher Mittelwert ist 1+R )
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N.B.: Zur Oszillation in der
linken Abbildung:
kappa hängt von E-V_0 ab:

E-V_0 = V_0  ( epsilon -1)
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4.8. Streuung an einer Potentialbarriere

IT) Im Gebiet II kommt es darauf an, ob E < V; oder E > Vq, d.h. ob &
reell oder imaginér ist. Wenn « reell ist, so findet man ein exponen-
tielles Abklingen. Wenn « aber imagindr ist, so beobachtet man auch
im Bereich der Potentialbarriere oszillierendes Verhalten.

()] = |Bi[*e™ +|Byf*e™* + 2Re (B} By)

IIT) Im Gebiet III lauft die Welle nur nach rechts, es kann daher keine
Interferenz geben. Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte ist dort
tiberall konstant.

P(z)=Ce™ = Wiall* = [C]P=T=1-R.

Die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten sind in Abbildung (4.16) fiir
die drei diskutierten Fille aufgetragen.

Wir haben hier nur den eher unrealistischen Fall behandelt, dass die ein-
laufenden Teilchen in einem Impulseigenzustand prapariert werden und
rdumlich vollig unbestimmt sind. Der interessantere Fall ist sicherlich der,
dass die einfallenden Teilchen als Wellenpaket prapariert werden. Die ma-
thematische Behandlung ist dann wesentlich komplizierter, liefert aber
dieselben Reflexions- und Transmissionskoeffizienten. Die Rechnung da-

zu findet man z.B. im Buch von Shankhar.
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Die vertikale Skala gilt sowohl fiir

die Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
als auch (in willkirlichen Einheiten)

fir Energie und Potential

10}

A 8t V(x)
6f
ANA
2
el b

-3 A
x/L
30/
46 - PP 25
20+
15
10} v *10
V(x)
5.
L
S— -1
x/L
10t
12 (x)[?
5.
M
0f
|
_S'r
; V(x)
= fise— —
x/L

(¢ W
o )

Oberes Bild:

Der Transmissionskoeffizient ist hier
wegen der hohen Barriere sehr klein

(aber nicht Null).

Daher ist der Reflektionskoeffizient R fast 1
und das raumliche Mittel der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte im linken Bereich
fast 2 (= Summe von einlaufender und
reflektierter Welle; einlaufende Welle wurde
auf 1 normiert, s.S. 119).

Mittleres Bild:

Hier ist der Transmissionskoeffizient fast 1,
daher R fast Null, und daher das raumliche
Mittel der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
im linken Bereich knapp oberhalb von 1.

Abbildung 4.16: Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichten |y (x)|? ( nicht aber die 4
Wellenfunktion v(z)) beim Streuproblem fiir die drei diskutierten Fillle Vo > E >

0,E>Vy>0und E > 0>V,
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Oberes Bild:
Der Transmissionskoeffizient ist hier
wegen der hohen Barriere sehr klein 
(aber nicht Null).
Daher ist der Reflektionskoeffizient R fast 1
und das räumliche Mittel der Aufenthalts-
wahrscheinlichkeitsdichte im linken Bereich
fast 2 (= Summe von einlaufender und
reflektierter Welle; einlaufende Welle wurde
auf 1 normiert, s.S. 119).
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Mittleres Bild:
Hier ist der Transmissionskoeffizient fast 1,
daher R fast Null, und daher das räumliche
Mittel der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdichte
im linken Bereich knapp oberhalb von 1.


