
Kapitel 4

Eindimensionale Potential
.-           \_ -----    _---. +.        _ _ robleme

Wirwerdennundieschr6dingerdichunginderortsq_g_rL=±S±±±+Ilg_±±±__einii
ge einfache Potentialproblem£.Ibsen. Wir betrachten ein spinloses Teilchen
aer Masse in, das sich in einem Potential bewegen kann. Pg±ipigfgz2££gJ.ggg.
zzz.£tt7'z¢bhe.7tgi.g.  /Sf4£{.o7t#rer FflzzJ.  Der  Hamiltonoperator  ist  dann nach Gl.
(3.10)

fr-#+v(a-,
und die Schr6dingergleichung fur die Wellenfunktion lautet (3.31 )

±h8ttdy(a,i)---#=V2dy(a"V(a)dy(£A

Wir behandeln die Schr6dingergleichung, indem wir zunachst die Eiger±
wertgleichung yon fr (stationare Schr6dingergleichung 3.36)

J} Idyn)
i  REEEml

16sen. Sie unterscheidet sich von der vollen zeitabhangigen Schr6dinger-
gleichung

®(t» -H,¢(t,,
dadurch, dass sie sich auf Eigenzustande |dyn) bezieht und dass±fi# durch
E„  ersetzt ist.  Die stationare  Schr6dingergleichung im Ortsraum  er  a -
tEF#iFaaher, indem wir in obiger zeitabhangiger Schr6dingergleichung
dy(57 €) durch dyn(ff) ersetzen und ifif durch E„.
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4.1. Pandbedingungen fur die Wellenfunktion

STATIONARE  SCHRODINGERGLEICHUNG  IM ORTSRAUM

t_gv2  +  vt5jj  dynt5,  =  Endynt5,                     t4.1,

(Man beachte, dass E„ der Eigenwert des Hamilton-Operators zum Ei-
nicffiTvomortgenzustand |¢n) , kann.) Diese Gleichung werden

wir im Folgenden in einigen einfachen eindimensionalen Fallen Ibsen.

Wie wir in Kap. 3.4 gesehen haben, besitzen die Eigenzustande die einfa-
che Zeitabhangigkeit |dy7L(t))  = e-±Ent  |¢n(0)), d.h. im Ortsraum

)   __  e-±hEnt dyn(a. (4.2)

Die allgemeine L5sung der Schr6dinferfleichunf ist eine  Linearkombi-
nation der Ei im Allgemeinen mit unterschiedlichen Ener-
gien und somit unterschiedlichen Zeitentwicklungen (s.S.  68). Diese Li-
nearkombination ist so zu wahlen, dass die jeweiligen A7t/#71gsbcd{.7tgow-
gc7t erftillt sind. Die Gesamtenergie E des Zustands erhalt man als Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators.

4.1    RandbedinfunEen ftir die wellenfunktion

Zuerst leiten wir Randbedingungen der Ortsraum-Wellenfunktion fur die
Eigenzustande_ van fr rier.

4.1.1    Normierbarkeit ektrum

In der klassischen Mechanik ist ein Teilchen cZ7tt77de7i, werm seineEner8ie
kleiner ist als der Wert V(a; i  oo) des Potentials im Unendlichen (wenn
dieser Grenzwert existiert). Seine Bewegung ist dann auf einen endlichen
raumlichen Bereich beschrankt. Wenn die Energie gr6Ber ist, kann das Teil-
chen ins Unendliche entkommen.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

In der Quantenmechanik ist die Situation im Wesentlichen dieselbe, man
muss sie aber etwas anders formulieren.

Gebundene Zustande

Bei gebundenen Zustanden ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen ,,im
Unendlichen" anzutreffen Null. Genauer:

Gebundene Zustande sind 7tor"!.crb¢rc
•   .ustande vjHri.

Wegen der unitaren Zeitentwicklung dy(5, i) = e-*f}t dy (5, 0) bleibt die Nor-
mierung ftlr alle Zeiten erhalten. Aus der Normierbarkeit folgt

±= (¢ily)  =   i   dDce (ndiq:) (a:i¢)   -_  i   idy(5)r2 dD£  =  I  dn
-cso                                                                 --cso

Czr  (|¢(5)|2rD-1,

wobei D ftir die Dimension des jeweiligen Problems steht (D=1,2,3). Weil
das Integral tiber den Radialanteil konvergiert, gilt:
Die Wahrscheinlichkeitsdichte I dy (5) I 2, ein Teilchen in einem ,,gebundenen
Zustand" anzutreffen, fallt bei groBen r mindestens wie r-D ab.
Man karm zeigen:

Das Enerriespektrum von febundenen Zustanden ist diskret.

iel: Die ebundenen Zustande von Elektronen in einem Atom.

Spezialfall: Fin Eigenzustand, dessen Wellenfunktion auf ein endliches Vo-
lumen beschrankt ist. In einem endlichen Volumen ist der Hilbertraum
abzahlbar (diskrete Weuenz-ahlen). Deswegen folgt dann so fort, dass das
Energiespektrum diskret sein muss.

Man l<a:r\]:\ anch ze±8en, dass der E_rprartungswer_t des Impulsoperators in _eat
7tc77'z  gcz7«7tdc7tc«  Zt/sffl7zdL.2ffl z's£.  Dies ist plausibel, weil gebundene Zu-
stande im Wesentlichen in einem endlichen Volumen lokalisiert sind.
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4.1. Flandbedingungen ftlr die Wellenfunktion

ebundene Zustande (Streuzustande)

Ungebundene Zustande sind 7i!.cJif r!o7.m{.erb¢re Eedzustande iForri±:.   .

Sie beschreiben Teilchen, die sich aLusbreiten, zum
(nicht normierbaren) ebenen Welle. Diese

Beispiel in der Art einer
treuzustande selber sind nicht

sikalisch realisierbar.  Durch Linearkombination von ebenen Wellen
kann man normierbare Wellen akete konstmieren, die__       __   i_= sikalisch reali-
.sierbar sind. Diese Linearkombinantionen sind aber keine Eigenzustande
von j}. Rechnungen kann man oft leichter nit ebenen Wellen durchftihren
als mit Wellenpaketen. Es gilt:

Das EnerriesDektrum von ungebundenen Zustanden ist kontinuierlich.

iel: die Ionisationszustande eines Atoms. Wir werden
Zustandespaterh-aherbesprecrie-nT

4.1.2    Steti

ungebundene

Wir behandeln zunachst den eindimensionalen Fall. Die Aussagen gelten
entsprechend auch in drei Dimensionen (s.u.).

1)  Die Wellenfunktion dy(z)  ist immer

Beweis per Widerspruch: Wir betrachten

i+e (=ca¢(so,, d£   .-
a? 0 - E:

tlJ(cao + a)   -  OfJ(cao -a)  .

Wir lassen zunachst auch unstetige  Wellenfunktionen wie  z.B.  ¢(ff)   =
®(a7) mit der Ableitung dy'(ff) = J(ff) zu. Die Verwendung der Ableitung in
der Gleichung impliziert selber daher noch nicht die Stetigkeit von dy(ff).
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Kapitel 4[ Eindimensionale Potentialprobleme

Ware dy unstetig bei a;o, so wtirde die rechte Seite ftir €  i  0 nicht ver-
schwinden. Dann mtisste in der Tat ±dy(a;)  cK  a(z -zo) gelten, wodurch
aber die

t,'JWT.owl)

(%cody*(E)).(*cody(co))dco

ac    i  6(a:-a:o).6(a:-Eo„ce   =   6«0   --
_cO                                                                                  ! (¢1

--#mJ1%cody(ca)r2dca
-Cro

Cso

Esrta::s=t:::1:dp,Lc;hse£±_a±:=:::===:==:=::=±=======:=±;;=z::=:
funtion dy(a7) tlberall stetig sein.

L22Fie Ableitung_ ¥  ist bei endlichen Potenti±±±±

Wir integrieren die Schr6dingergleichung von a;o - € bis fro + €

_#m:of+a_#¢nttt„;of+evtes]uce„£=Enf+€lynttt]dac
CEO -e                                                     a:0-e                                                                   a:O-e

Die rechte Seite ist von der Ordnung a(€), da ¢(a;) keine a-Beitrage besitzt,
denn sonst wtirde die kinetische Energie erst recht divergieren. Somit gilt

Le++not;,,n\cao+€]_Wcao_E]]=+2±#+e++moTevtca]¢nttt]dtt
a: 0 - a

Wenn V(z) tiberall endlich.ist, verschwindet hier die rechte Seite. Daher
ist fdy"(a,, stetig.

Fin unendlich groBes Potential ist physikalisch eigentlich nicht realisier-
bar. Um`Rechnungen wesentlich zu vereinfachen, betrachtet man aber oft
statt eines realisierbaren sehr groBen Potentials in der Rechnung einen un-
endlich groBen Wert (Beispiel in Kapitel ®.
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4.1. Randbedingungen ftlr die Wellenfunktion

3)  Sprung der Ableitung von dy bei potentialen nit 6-Anteil     __„.iL`

Werm V einen 6-Funktionsbeitrag V(a;) = a . 6(a -a;o) + (endliche An-
darn gilt

ffo+e zo+6

I   V(q})¢(ce)dce  +     I   C.6(tt-tto)¢(q3)dce    =   C¢(a:o)
cCo-e                                                       a:0-a

Ein solches Potential wird z.B. verwendet, urn Potentialbarrieren auf rech~
nerisch einfach Art zu beschreiben. Damit wird aus Gl. tap ein Sz7rtJ7tg I.ng
der Ableitun (ch                                            ,.8f tyJ*

!i+mo(dy'(ffo+€)    -dy'(ffo-€))    =    # edy(fro)                         (4.3)-

4)  Die Wellenfunktion verschwindet bei unendlichem Potential__     __                                                                                                                                                                               --_-    _                                                         ,

Wenn V(ff)  =  co in einem Intervall ff  €  (ga, ffb), dann verschwindet die
Wellenfunktion in diesem Intervall,
Teilchens unendlich ware.

da sonst die otentielle Ener ie des

5)  Unstetigkeit von  ¥  am Rand eines unendlichen Potentials

Wenn V(a;) ± oo in einem Intervall `z €  (a;a, a;b), dann ist zwar die Wellen-
funktion Null im Intervall, und tiberall stetig, aber die Ableitung wird in
der Regel an den Grenzen des Intervalls unstetig sein.

Randbedingungen dreidimensionaler Probleme

Aus ahnlichen Uberlegungen folgt ebenso in drei Dimensionen, dass die
Wellenfunktion und deren artielle Ableitun en tiberall SELtigseinmtls_-
iE§± wenn das Potential tiberall endlich ist. Weitere allgemeine Eigenschaf-
ten der Wellenfunktion werden wir spater besprechen.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

4.2    Konstantes potential

Besonders wichtig bei Potentialproblemen ist der Fall,dass das Potential
in einem Intervall ho7ts£¢7tf ist. I^7ir behandeln das eindimensionale Pro-_                                                       _ __                          "-I-t=___  _         I-

blem. Es sei also

In diesem Intervall

V(a;)  = Vo = konst.     ftir  cL  <  I  <  b .
-_----.`

wird dann die Schr6dingergleichung Gl. (4.1) zu

-#m¢„(a,-(E-Vo,¢ap_

(Schwingungsgleichung), nit der allgemeinen L6sung

(4.4)

LOSUNG  DER SCHRC)DINGERGLEICHUNG  FtJR KONSTANTES
POTENTIAL-

dy(a;)  =    ai e"            +     bi e-rs`                                                     (4.5a)--
=    a2  eikz            +     b2  e-£feff                                                           (4.5b)

£LLt.g± :=a3_C;oS,(fez::   :: :Ln:::) '=   # (E_vo)        ((4455:;_`-

Diese drei L6sun en sind jz. uivalent I.

Werm E < Vo, dann ist fo reell, und dieFormulierung der ersten Zeile ist
bequem. Die Wellenfunktion dy(z) hat dann im Intervall [a, b] i.a. exponen-

•®

tiell anstei ende und abfallende Anteile !
Werm E `> Vo,dann ist fo reell, und die zweite oder dritte Zeile sind, je nach
Randbedingugen, bequeme Formulierungen. Die Wellenfunktion zeigt dann
im Intervall [cL, b] oszillierendes Verhalten.
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

4.3    Gebundene zustande im potentialtopf

Fin Potentialtopf beschreibt in idealisierter Form eine Region, in der ein
Teilchen gefangen ist, z.B. einen dotierten Bereich in einem Halbleiter.

_4.3.1    Potentia|topfmi±_±±nendl++h hQben war±±£n

Wir behandeln zunachst einen Potentialtopf nit unendlich hohen Wan-
den:

A;bbflLd:uns 4.1.. Potentialtopf mit unendlich hohen Winden

v(ff,-(: ftir 0 < ff < I/
sonst

Es gibt hier die drei skizzierten, c[ualitativ verschiedenen Teil±e±if]tg. Fine
oft sirmvolle Strategie bei solchen Potentialproblemen ist, zuerst allgemei_-
I_e L6sunfen ftir die We_llenfunktion in depJE±±gepieten `zu fipde`r±±±pd
die.s e dann nit den Rapdb edipg±±ngepg±±i8PS! _ Z.t±±±±±£PZ±±g±±=£±
Die Energie E, d.h. der Eigenwert von fJ, ist 7zi.c7if ortsabhangig _!

Ftir den unendlich hohen Potentialtopf finden wir:
Gebiete I & Ill: Hier ist V = co und daher dy = 0, da sonst

V(z) |dy(a;) |2 dz = co

G|bietH:Hieristdaspo£C7tfjgLkyH;±£g!:I.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potehtialprobleme

1. Versuch: Wir setzen E < Vo jHrtyan und verwenden G1. (4.5a):

ly(tt) = cL erB   +  b e~rcE

mit reellem fo ±

Die Stetigkeit der Wellenfunktion bei a; = 0 verlangt = 0, also cL = -b.
Die Stetigkeit bei a; = I verlangt ±j:±±\±2E, somit e"i - e-rsL = 0. Daraus
folgt K=0 und damitj[i{zL= cL(e° -e°)=A Wir finden also keine L6sung
mit A  <  Vo  ! Spater werden wir allgemein sehen, dass bei gebundenen
Zustanden die Energie E immer gr6Ber als das Minimum des Potentials
sein muss.

2. Versuch: Wir setzen _F > Vo an und verwenden (wegen der Randbedin-
gungen) Gl. (4.5c):

a;)     =    asinka;  +  6cosfoz;

mit a,bea

(4.6)

Die Wellenfunktion muss mehrere Bedingungen erfullen:

1.  Die Sfc££.gke€.£ dc7` WcZZc#fu7ik££._a.z?_ ergibt hier die Randbedingungen
= 0 und = 0 , und daher

b=O

asin(k£)    -   0

Die zweite Bedingung zusammen mit der Normierung kann nur mit
sin(kL)  = 0 erftlllt werden, da mit a = 0 die Wellenfunktion wieder
identisch verschwinden wtirde. Also muss k  =  ZiF mit einer ganz-

eYit=LnTcdfeTiDeunL;Leubaii:EEZLusLtacnud[;h5a:LaE:uantenzahl n
terisiert. Der Wert n =  0 ist ausgeschlossen, da dann wieder dy  =  0
ware. Wir k6nnen uns-auf positive 7b beschranken, denn negative 7t
ergeben mit sin(-7ikff)  =  -sin(7ikcr) bis auf die Phase (-1) dieselbe
Wellenfunktion.

bei a = 0 und ff = I beliebi
unstetig sein,da dort das Potential unendlich ist. Hieraus erhalten
wir im vorliegenden Fall keine weiteren Bedingungen an ¢.
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

3.  Normierung der Wellenfunktion: Zum einen muss dy(a;)  tiberhaupt
normierbar sein, was in dein eT=dlichen Intervall [0, I,] kein Problem
ist. Zum anderen k6nnen wir die Normierungskonstante cL in Ab-
hangigkeit von der Quantenzahl 7t berechnen:

Cro

-      lcL12

-    lal2

Also®-

I
n7r

-CX3

dff  sin2(¥ff)

/fr
Lrun
=Tr

72,7r
dgr  sin2gr   nit  gr = TZ

-,a,2Z.

i, mit beliebiger Phase fur a, welches wir reell wahlen.

Insgesamt erhalten wir die

L6SUNG FtJR FIN TEILCHEN IM UNENDLICH HOHEN POTENTIALTOPF'-

rtyn(ca)=  \|=in(kncam < ca <  L.,  (nd!:!±=:::I::)             (4.n_-
k n = n=A ;   7t  -1, 2, . . .                                                                                 (4.8)

-

En= ft%#  +vO   =   #f a@+vO                                t4.9>- -
Es sind somit hier Ener ie und Wellenzahl nit nur diskreten
m6glichen Werten, in Abhangigkeit von der Quantenzahl n,. Die Enerrif
nimmt mit 7t2 zu und mit 1 /L2 ab.

InAthildun_g|4£)sind Wellenfunktionen zu den drei tiefsten`ten dargestellt. M-an erkennt, dass die iiveT1.lenfunktion des Grundz-ustands

nur am Rand Null wird. Bei Anre

Eigenwer-

kommt ein weiterer Null-
durchgang (,,K7tofe7t") hinzu.

_-.     .  _   _                    ,

4̀e+``  "noJe`     so /
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Kapitel 4E Eindimensiohale Potentialproblem

T(x)

x/L

Abbildung  4.2: nktionen  von

9„'3

4„al

1„£,

H  zu  den  drei _n±e¢_Ith
E_igenwerteri. Dies ist eine k_a_mbinierte Darstel_l_u_n& Es sind diinn die Eigenener~
giengezeichnet(rechteAchse,Vo--0),undaufHchederEigepf_nnyggiv_Wth.
di!ewellenfunfe±±jg__¥=en:.Manbeachte,dassfiirjedeEigenfunktioneinphasenfaklor
(insbesonder;d-~i-FV;;zeichen)beliebigg;wdhltwer-de;kann.

Krafttibertra auf die Wande

Die Kraft errechnet sich aus der Energie

F dE_TFTL

it2qT2n2       2          h:2FT2n2

2rm        1}          in, I;3

Die Energie eines Zustands ist ein einem breiteren Topf geringer. Deswe-
gen wirkt eine Kraft auf die Wande, die versucht, sie auseinanderzuschie.-EL
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

4.?3.2    Potentialtopf mit e?_±l_ic_her_Ii€±f..

Wir betrachten nun einen Potentialtopf mit endlicher Tiefe

V(ff) -
Vo  < 0     fur|a;I  S  !

0              sonst

wie er in Abbildung (4.3) skizziert ist. Wir haben hier den

-L/2             +L/2

(4.10)

Koordinatenur-

A:bbTld:ur\g 4.3.. Potentialtopf endlicher Tief a.

sprung im Verfleich zum vorherifen BeisDiel urn  -±  verschoben.  Da-
durch wird das Potential in a; s etrisch, V und die Rech---,

en vereinfachen sich. Wir behandein in diesem Abschnitt qebunde-
enden Potentials E  <  0. DerZustande, das heict im Fall des vorlie

andere Fall (E >  0) wird anschlieBend besprochen. Wir werden bald all-
gemein zeigen, dass die Energie eines gebundenen Zustands gr6Ber als
das Potential-Minimum sein muss, insgesamt also hier i/o < E < 0.

•__I

Wir unterscheiden wieder die drei Bereiche konstanten Potentials, wie in
Abbildung (4.3) skizziert. Die Schr6dir'`gergleichung lautet bei konstantem
Potential

-#mdy''(ca)--(E-V)rfu(ca),
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

wie in Abschnitt 4.2 besprochen.

In den Bereichen I und Ill ist V = 0. Im endlich tie fen Topf ist die Wellen-
funktion dort nicht-~ivull !    Die allgemeine L6sung hat jeweils die Form

dy(ff)

mit

= Ale-rs ff + A2e+"

r6--
_ ng. '`^#'  k; a,

und A  <  0. Im Bereich I muss A

(4.11)

=  0 sein, da die Wellenfunktion an-
sonsten ftir a; + -oo ex onentiell anwachsen wtirde und somit nicht nor-
mierbar ware. Im Bereich Ill ist analog A£JJ = 0.

Im Bereich 11 gilt V = Vo < 0 und die allgemeine L6sung lautet

¢(d3) =  B.e:_kce_+ 82e-:kce

mit        fo -
_

.,(.,.i -

ist sornit

Az  eroff

Bi e±kE   + 82 e-kktB

AfJJ   e-ffi£

;  z = -Z
.L
A_ri

Den Grenzfall E  =  0 mtissen wir vorab

(4.12)

(4.13)

separat diskutieren. Hierbei ist
rc  =  0.  Die Wellenfunktion ist dann in deh auBeren Bereichen I und Ill
konstant. Die Konstante muss Null sein, da die Wellenfunktion sonst nicht
normierbar ware. Die Ableitung der Wellenfunktion ist dann in den Berei-
chen I und Ill ebenfalls Null. Bei a; = ±Z mtissen beide stetig sein. Damit
ist das Problem im Bereich H so wie beim Potentialtopfproblem rnit unend-
lich hohen Wanden. Von den L6sungen dieses Problems wissen wir be-
reits, dass nur die Wellenfunktionen an den Potentialwanden verschwin-
den, nicht aber ihre Ableitungen. Wenn auch die Ableitung verschwindet,
ist die Wellenfunktion komplett Ni±±!. Dies ist aber keine physikalisch ak-
zeptableL6sung.Dahergibtes]se±peL6sungziE==±.Wirhabendeshalb
die Einschrankun Vo < E < 0
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

Wie wir bald zeigen werden,
) die Ei

kann man bei einem s mmetrischen
enfunktionen von ff in s etrische und anti-

mlnetrische Funktionen trennen. Die Wellenfunktionen lauten dann

symmetris_ch      ife) =

y!s``J  a Y13 C-XJ

mmetrisch        dya (z) =

nyz (I) a -Y!.( `X)

Nun werten wir die Steti
stanten aus

(Bei ff

keitsbedin

eroa;

j28s(feff)
e-rccE

eAZ

sin(kg)
__

-Aa   e-rsa3

ap:      4€-rs(±)

dy:(Z)  :      -As  €-rs`±'

dya(±)  :      -Aa  e-ro(±)
_

4ifl:       Aae-rs(±)

_L-__

Bs  cos(kz)

DB

(4.14a)

(4.14b)

I zur Bestimmung der Kon-

s  sin(kz)

Ba  sin(kf )

£  Ba  cos(fag)

H
=HREquEIA#Ei|

0 £            (4.15b)

ergeben sich keine neuen Beziehungen, weil die Symmetrie
der Wellenfunktion schon in den Ansatzen ftir dys und dya genutzt wurde.)
Diese beiden Gleichungen liefern die Quantisierungsbedingungen ftir die
erlaubten Energieeigenwerte. Es gibt allerdings keine direkte al ebraische
L6sung fur die Eigenenergien. Man kann sie numerisch bestimmen. Sehr
viel mehr ersieht man aber aus einer graphischen Dar§tel|±±ng.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

und drticken die Ener
lvol  -lEl:

77

=      £772

=   #lEl

=

fog    -±

rs£     (4±1)     I
hfa

mittels Gl. (4.12) und E - Vo  =

2mfi!E!   -

Die Gr6Be Vo ist ebenfalls dimensionslos. Sie s

-
Vo  - 772

ezifiziert die Tiefe des Po-
5. Die zur Wellenzahl pro-tentials in ,,nat{irlichen" Einheiten des Sstems

portionale Variable 77 parametrisiert die L6sungen. Der Bereich der erlaub-
ten Energien, Vo S E < 0, korrespondiert zum Wertebereich 0 < 77 <

Bctn~-JviwirdK=o.
Zusammen mit G1.  (4.11) wird  aus  den Bedingungsgleichungen  (4.15a)
und (4.15b)

symmetrisch:          t an (77 )

anti-symmetrisch:          t an (77 )

Die graphische L6sung dieser Gleichungen erhalt man aus den Schnitt-
punkten der in Abbildung (4.4) dargestellten Kurven f bzw. -£ mit der
K~ezutan(7)imBereicho-<--„<vi=.

mmetrische Lijsun Werm 77 von 0 bis EM variiert, nimmt f die Werte
c>o bis Null an. Daher tritt unabhangig von Vo immer ein Schnittpunkt mit
tan 77 auf. Es existLert so"L+ immer mindestens ein s mmetrischer, ebundener

leicht die Zahl der gebundenen Zustande bei gege-Z#sfcz77d. Wir k6nnen
_

benem Potentialparameter 7o bestimmen: Der Tangens hat Nullstellen bei
77  =  7m Die Zahl der Schnittpunkte von f mit tan(vy) nimmt immer urn

Fins zu, wenn der Maximalwert von 77, alsovi:,die Werte n,7r tiberschrei-

tet. Die Zahl der symmetrischen Eigenwerte ist somit IV+
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

A;bb[ldun8 4.4.. Graphische Bestimmung der Energie-Eigenwerte im Potential-

topf. Auf getragen ist t~an(n) i}ber n  €  (0, `/*) und auf oerdem die Funktionen
-±K und ±k. ES Wurde V7o = LOO gewdhlt.

Antis mmetrische L0sun

wachst urn Eins, wenn\F
Die Zahl der Schnittpunkte von -i mit tan(77)

rs

die Werte 7t7r + 7r/2 tiberschreitet. Die Zahl der

anti-symmetrischen Eigenwerte ist demnach IV_ -int(j± + 1/2)

Zur Festlegung der Wellenfunktion G1. (4.14) nutzen wir die Stetigkeitsbe-
en Gl. (4.15a) und Gl. (4 15b)

As

Ao

Bs  eK±   COS(kz)

_Ba ers3  Sin(kz)

aus und erhalten daraus mit der dimensionslosen
rJ - k±..

Large € - a,/(

9 6 -- -
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obleme

-2           -1              0              1

?

A;bblldun8 4.5.. Wellenfunktionen dyn(€) zu alle~n drei gebundenen Eigenzustdn-
den des Poftentialtopfes mit einer Potentialh6he fro = 13.

4P-Bs(

qfua(€)--Ba

(

cos(7)  e"(€+1) . E

cos(T]€)

COS(")  e-rs(€-1) .±

-Sin(vy)  ere(€+1) . ±

sin(77€)

Sin(77)  e-ro(€-1).i

€ < -1
-1 S € S +1

€ > +1

€ < -1
-1 S € S +1

€ > +1

(4.16a)

(4.16b)

Die Parameter Ba,s ergeben sich aus der Normierung. Fin Beispiel ist in
Die Wellenfunktion zur tiefsten Ener

mmetrisch. Sie hat kei."e NwZJsfczze. Die Zahl der Nullstellen ist 7t - 1
wobei die t4¢7tfc7zz¢feJ rL  =  1, 2, 3 . . .  die erlaubten Energien E„ durchnu-
meriert. In Abbildung (4.5) gibt die Null-Linie der Wellenfunktionen wie-
der gleichzeitig auf der rechten Achse die zugeh6rige Eigenenergie E„ all.
In den verwendeten Einheiten befinden sich die Potentialwande bei ±1.
Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist die Aufenthaltswahrschein-_c__=-

1ichkeit auBerhalb des Topfes nicht Null. Man erkennt, dass stattdessen
uantenzahl n zunehmend aus den__                               =_i_        __=__               -=_             _       '-'a__-..-.--.die Wellenfunktion mit steigender

Potentialbereich hinausraat.
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4.4. Unabhangige Freiheitsgrade: Produktansatz

4.4    Unabhan e Freiheits rade: Produktansatz

Oft hat das betrachtete physikalische System voneinander unabhangige
Freiheitsgrade, zum Beispiel bei raumlich getrennten Teilsystemen, oder

;:b:::eF?:a:J::ts5t:dg:eefii¥=tf:igo'spfrda#fffgr:e+n#:;feieyh.gun#
Wir betrachten zwei Freiheits rade A und 8,
ren{|apA)}und{|qoB)}(Beispiel:{|ff)}und{|-gr)},die

mit zugeh6rigen Basisvekto-
zueinander paarweise

orthonormal sein sollen. Der zugeh6rige Produktraum wird von den Ba-
sisvektoren |qoA, apB)  =  |pA) ® |apB) aufgesparmt. Die Freiheitsgrade A und
8 sind unabhan werm der Hamiltonoperator aus zwei Teilen j}A und
j}B besteht, die getrermt auf die Freiheitsgrade A bzw. 8 wirken:

f7 HA  +  HB  ,   rrilt

HA lpA , apB)

HB lpA , pB)

Darn gilt auch

Die L6sungen der

(j}AiapA))   ®   |q9B)       und

pA,  ®   (j}B,pB,)    .

[frA,frB]   =   0  .

enwert leichun ftlr den Gesamt-Hamiltonoperator

j}Idy.)    -    E.Idyl

bekornmt man nun durch den P7iodt/kf¢7is¢fz

ldyn,in)     -     ldy#)   ®   ldy£)  ' (4.20)

wobei |¢#) und |dy£) jeweils Linearkombinationen von { |qoA) } bzw. { I pB) }
sind und L6sungen der Eigenwertgleichungen zu j}A bzw. JIB:

HA|Ifj£)    =    E€lqfu€)

i rB |qf rBm)     --    EBm'iqf uBm)  .
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Beweis:

j} ldyn,in)
(j}A  +  J}B)   (ldyf)  ®  1¢£))

(j}A|dy#))   ®  |dy£)    +    |dy#)  ®   (j}B|dy£))
E# |dyn,in)    +    Ef |dyn,in)

(E£  +  EBm)
En,in  lay",in)

Die J±±genenergie En.in ist somit die Summe_ der Einzelenergien, und man
schreibt sie am einfachsten mit einem doppelten in-de=

]2±i§pie±±:=Ein Teilchen in einem Potential V(5) = Vi (a;) + V2 (gr) + V3 (z) . Der
Ortsraum wird von den Basisvektoren
Der Hamiltonoperator ist

EE]

P
Z=
¢3
Z=

+  v(G)

I.F) -   lz)  ®  lay

+  Vi(Gff)  +  ¥  +  V2(Ggr)  +  ¥  +  V3(Gz)
2m    `     -a\-g,-'    -2m

frz j}ey j}z

8esparmt.

j}Z wirkt nur auf |g), etc. Die Eigenvektoren von fr kann man dann als
Produkt

lip)     =     |dyff)   ®   |dyty)   ®    |dyz)

a vr ,,, qr ,y/ + (a,
(4.25)

dyu,   -    IcZz/dy"(I/)  |z/)         (I/  =  a;,gr,z)

Eigenvektoren von j}" sein mtissen, d.h. zum Beispiel

fly |ofH)    =    Eu |¢H)  .
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Beispiel: Quaderförmiger 3d Potentialtopf mit Längen (L_x, L_y, L_z),
mit unendlich hohen Wänden. Dann hat V(x) die angegebene Form.
Gesamt-Eigenzustände kann man mit (n_x, n_y, n_z) nummerieren. Die 
Energie ist dann proportional zu n_x^2 / L_x^2 + n_y^2 / L_y^2 + n_z^2 / L_z^2 .
Energieentartung tritt z.B. auf, wenn L_x = L_y = L_z. Dann ist die
Energie prop. zu (n_x^2 + n_y^2 + n_z^2)  d.h. es gibt mehrere Zustände 
zu derselben Energie z.B. Zustände (1,1,2) und (1,2,1) und (2,1,1) .



4.4. Unabhangige Freiheitsgrade: Produktansatz

Beispiel 2: Ein Teilchen mit- Spin i, das sich in einem raumlich konstan-

Teilchen hat Ortsfreiheitsgrade nit Basisvektoren I 5) , und einen Spinfrei-
heitsgrad mit Basisvektoren |o) = I + z) und I -2;). Der Produktraum wird
von den Basisvektoren |5, cr) = |5) ® |cr) aufgespannt. Der Hamiltonopera-
tor ist, wie schon in Kap. 3.2 erwahnt,

#
H   --g=+V(6)     I  uB^§,.                          (4.2:8)-

--..plc,
=..  fl5:

j}5 wirkt nur auf |5) und j}a wirkt nur auf |cr). Die Eigenvektoren von fr
kann man deshalb als Produkt

lp)    -    ldy5)   ®   lx)

schreiben, wobei

|dy5)   =    |d3cody(5)|5)     .und   |x)  =  I+.x°|o)
a.-±JZ

Eigenvektoren von j}5 bzw. fro sein mtissen, d.h.

j}g|dy5)    =     E5|dy5)     und    jl°|x)   =  EX|x)   .

loo

(4.29)

(4.30)
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Anderer Fall (Gegenbeispiel):  Das Magnetfeld sei ortsabhängig:

Lösungsweg:  Wähle z-Achse in Richtung des Magnetfelds --> aus H^sigma  wird  dann    - mu B(x) S^z
                       (B=Größe des Magnetfelds, S^z = Spin-Operator in z-Richtung)
                      
                      Löse Eigenwertgleichung getrennt für  (1) I psi_up>  und     (2) I psi_down> (siehe Seite 61)
                      (1) Für  Ipsi_up > : 
                           Wegen - mu B(x) S^z  I+z> =  - mu B(x) (hquer/2)  I+z>     
                            bekommt man ein effektives Potential              V(x) - mu (hquer/2) B(x)  für Ipsi_up>  
                      (2) Entsprechend mit dem anderen Vorzeichen:    V(x) + mu (hquer/2) B(x)  für Ipsi_down>

                      Einen beliebigen Zustandsvektor kann man wie immer als Linearkombination der Eigenzustände von H schreiben.
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4.5    Anwendungen: Quantentopf, Quantendraht,
uanten unkt

Quantentopf (Quantum well)

Fin Quantentopf ist eine Schichtstruktur, bei der
Richtung'') die Bewegung von Teilch{

_    ___         _.-I     _

in einer Richtun
Teilchen wie in einem

eingeschrankt ist. Beispiel: Fin Halbleiter nit einer sehr dtinnen Schicht,. re  L=

die eine geringere Bandlticke hat als die dickeren Schichten oberhalb und
unterhalb. Wenn die Dicke der mittleren Schicht kleiner ist als etwa die
de-Broglie-Wellenlange der Elektronen, dann wird die

ieniveaus in
antisierun

z-Richtunf wichtig (in Halbleitern unterhalb von eini-
gen Dutzend Nanometem) In der x- und -Richtun sind die Begrenzun-
gen der Schichten sehr viel weiter entfemt, so dass die Teilchen sich in
diesen Richtungen im wesentlichen frei verhalten (Vz  =  Vtr = 0 i ebene
Wellen |dy£) und I dyer) mit kontinulerl==ren Energiewerten). Bei Dotierung
entsteht ein sogenanntes zweidimensionales Elektrongas  (2DEG). Einen
Quantentopf erhalt man auch durch Aufbringen einer sehr dtinnen Me-
tallschicht auf einen Isolator.

Die wichtigste Anwendung sind Laserdioden bei denen inzwischen ftlr
die aktive Schicht meist Quantent6pfe verwendet werden. Durch die Be-
grenzung von Elektronen und L6chern auf den Quantentopf erhalt man
eine h6here Rekombinationswahrscheinlichkeit und damit eine h6here Ef-
fizienz. Die Lichtemission findet meist in x-y-Richtung statt.

~=#:ec(°mna:eTrialA)
•quantum well (matchal 8)

n-ty|]e (material A)

n-substrate
(material A)

metal contact

A;bblldvir\g 4.6.. Auf bau einer Laserdiode mit einem nahezu zweidimensionalen
Quantentopf als ak±ivem Bereich.  (hitp://en.wikipedia.org/wikif tyser_diode, 3.5.2oi5.)
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4.5. Anwendungen: Quantentopf,Quantendraht, Quantenpunkt

Quantendraht (Quantum wire)

Dies ist eine Struktur, bei der die Bewegung in zwei RaumrichtFLg£=nq+ .
gentifend kleiner Skala eingeschrankt ist. Die Herstellung ist schwieriger
alsbeiQuantent6pfe=:`Mankannzu:iiBeispielHalbleiterverwenden,de-
ren Oberflache nicht entlang einer Kristallebene verlauft und daher Stu fen
aufweist. Das Aufbringen von dtlnnen Schichten ftihrt zu Quantendrahten
entlang der Stu fen. Fine andere M6glichkeit ist das geeignete Aufbringen
von Metallatomen auf einer isolierenden Oberflache. Wie Quantendrahte
verhalten sich auch Kohleustoff-Nanor6hrchen (Carbon nanotubes).
Wenn keine internen St6rstellen auftreten, erfolgt derTrans ort von Teil-
chen im Quantendraht ,.ballistisch" (wie eine ebene W±±±§). Man kann zei-

±:fin,d*b=cdee,rGF=t±_r*±ist (!),jE!gen, dass darn der
anzzahli en Vielf

einwaLndigen Kohlenstoffnanor6hrchen betragt er (wegen zweier
cher Moden) ein vielfaches von 4¥ .

2-25 nm

mt. Bei
raundi-

A:bbLld:ur\8 4.7..  Kchlens t of f nanortjhrchen. (httpr/ljnm.snrnjoumals.orglcontentl48mo39lF 1.ndium.gif 3.5.2ol5)

Q__qantenpunkt(Quantum=__i_et)

Sogenannte Quantenpunkte sind Strukturen von typischerweise einigen
tausend Atomen, in denen Elektronen in allen Raumrichtun

. schrankt sind.  Sie haben deswegen__-
diskrete Ener

eT!ffT=
im Unter-

schied zu den sonst in Festk6rpem auftretenden Bandern. Man spricht
von ,,ktinstlichen Atomen'', die man imPrinzip auch wieder zu gr6Be-
ren Strukturen in der Art von ,,Molektllen" oder Drahten zusammenfugen
karm.
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Die Herstellung kann auf unterschiedlichste Art erfolgen, etwa (i) durch
Abscheiden von Nanokristallen aus einer =Le.sL±±pg (sogar im Bereich von
Kilogramm), (ii) lithographiss?, (iii) durchMolekularstrahle itaxie MBE)

(selbstorganisiert, bei stark verschiedenen Gitterkonstanten von Suthrat
und Quantenpunktmaterial), oder (iv) dynamischdurch elektrische Felder
in einem Quantentopf nit zusatzlich aufgebrachten Elektroden.

Die wichtigsten Anwendungen liegen im Bereich der Lichterzeugung, we-
gen der _bei der Herstellung steuerbaren diskreten Energieniveaus, deren
Differenz wie bei Atomen die Frequenz des emittierten Lichts ergibt. Zu
den Anwendungen geh6ren die EinzelohotonerzeuguI±g (!)  (mit m6gli-
chen Anwendungen in der Quanteninformationsverarbeitung), Varianten
von l±§£!:im_ und von einzelnen |EPLs. Die technisch wichtigste Anwen-
dung ist derzeit (seit 2013) eine Hintergrundbeleuchtung nit verbesser-
tem Farbspektrum bei LCD-Femsehem, bei denen blaue LEDs tiber Fluo-
reszenz blaue, grtine, und rote Quantenpunkte mit genau definierten Wel-
1enlangen zum Leuchten bringen.

ALbblldun8   4.8..   Links:   Fluoreszierende   kommerziell   hergestellte   Zncdses
Quantexpunkte,   ca.   10mg   pro   Flasche.   Rechts..   In   Gruppen   angeordnete
Indiumarsenid-Quantexpunkte auf einer Galliumarsenid-Oberf odche , IFW Dres-
den. Ch. Deneke, et al, Applied Pkysics Letters 89, 263110 (2006).
(http:I/en.wiklpedia.org|w{ki/Quantum_dot ( links) , http:|fuluni).hzdr.de/db|Pic? poid=37 245 ( recht s) . 3.5.2015)
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