Kapitel 4
Eindimensionale Potentialprobleme

Wir werden nun die Schrodingergleichung in der Ortsdarstellung fir eini-_
ge einfache Potentialprobleme 16sen. Wir betrachten ein spinloses Teilchen
der Masse m, das sich in einem Potential bewegen kann. Das Potential sei

zeitunabhingig (Stationdrer Fall). Der Hamiltonoperator ist dann nach GI.
(3.10)

A~
—

- P2 ol
H:%+V(Q)

und die Schrédingergleichung fiir die Wellenfunktion lautet (3.31)

o h2 Differentialgleichung

1h§w( z,t) = —2—V2¢( 1) + V(2)¢(a,t) . in Raum und Zeit

Wir behandeln die Schrédingergleichung, indem wir zunéchst die Eigen-
wertgleichung von H (stationédre Schrodingergleichung 3.36)

H [yn) = Ey)un)

l6sen. Sie unterscheidet sich von der vollen zeitabhdngigen Schrédinger-

gleichung
/ O = Alv(o)

dadurch, dass sie sich auf Eigenzustidnde |¢,) bezieht und dass ik d! durch

L., _ersetzt ist. Die stationdre Schrodingergleichung im Ortsraum erhal-
fen wir daher, indem wir in obiger zeltabhanglger Schrédingergleichung
Y(Z,t) durch ¢, (z) ersetzen und ik durch E,,.
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4.1. Randbedingungen fir die Wellenfunktion

STATIONARE SCHRODINGERGLEICHUNG IM ORTSRAUM

(-h—z v? + V(:E)) Un(Z) = E, Yn(T) (4.1)

2m

(Man beachte, dass FE,, der Eigenwert des Hamilton-Operators zum Ei-
genzustand [v¥,,), mimom Ort abhdngen kann.) Diese Gleichung werden
wir im Folgenden in einigen einfachen eindimensionalen Fillen losen.

Wie wir in Kap. 3.4 gesehen haben, besitzen die Eigenzustdnde die einfa-
che Zeitabhingigkeit |1, (t)) = e #Ent |4, (0)), d.h. im Ortsraum

~ — o—#En -
Yn(T,t) = e ‘wn(a:ﬁ. (4.2)

Die allgemeine Losung der Schrédingergleichung ist eine Linearkombi-
nation der Eigenfunktionen, im Allgemeinen mit unterschiedlichen Ener-
gien und somit unterschiedlichen Zeitentwicklungen (s.S. 68). Diese Li-
nearkombination ist so zu wahlen, dass die jeweiligen Anfangsbedingun-
gen erfiillt sind. Die Gesamtenergie £ des Zustands erhilt man als Erwar-
tungswert des Hamiltonoperators.

4.1 Randbedingungen fiir die Wellenfunktion

und Nebenbedingungen
Zuerst leiten wir Randbedingungen der Ortsraum-Wellenfunktion fiir die
Eigenzustinde von H her.

4.1.1 Normierbarkeit, Spektrum

In der klassischen Mechanik ist ein Teilchen gebunden, wenn seine Energie
kleiner ist als der Wert V(z — oo) des Potentials im Unendlichen (wenn
dieser Grenzwert existiert). Seine Bewegung ist dann auf einen endlichen
rdaumlichen Bereich beschrinkt. Wenn die Energie grofier ist, kann das Teil-
chen ins Unendliche entkommen.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

In der Quantenmechanik ist die Situation im Wesentlichen dieselbe, man
muss sie aber etwas anders formulieren.

Gebundene Zustinde

Bei gebundenen Zustdnden ist die Wahrscheinlichkeit, das Teilchen ,im
Unendlichen” anzutreffen Null. Genauer:

Gebundene Zusténde sind normierbare Eigehzustinde \MIQI !

Wegen der unitaren Zeitentwicklung ¥ (7, t) = e~ #Ht (£, 0) bleibt die Nor-
mierung fiir alle Zeiten erhalten. Aus der Normierbarkeit folgt

o o] o o]

1= = [ @) e = [ w@Pes = [ [ @@

—00 —0o0

wobei D fiir die Dimension des jeweiligen Problems steht (D=1,2,3). Weil
das Integral {iber den Radialanteil konvergiert, gilt:

Die Wahrscheinlichkeitsdichte [(Z)|?, ein Teilchen in einem ,,gebundenen
Zustand” anzutreffen, fillt bei groflen r mindestens wie r—” ab.

Man kann zeigen:

Das Energiespektrum von gebundenen Zustianden ist diskret.

Beispiel: Die gebundenen Zustiande von Elektronen in einem Atom.

Spezialfall: Ein Eigenzustand, dessen Wellenfunktion auf ein endliches Vo-
lumen beschrinkt ist. In einem endlichen Volumen ist der Hilbertraum
abzdhlbar (diskrete Wellenzahlen). Deswegen folgt dann sofort, dass das
Energiespektrum diskret sein muss.

Man kann auch zeigen, dass der Erwartungswert des Impulsoperators in ei-

nem gebundenen Zustand Null ist. Dies ist plausibel, weil gebundene Zu-

stainde im Wesentlichen in einem endlichen Volumen lokalisiert sind.
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4.1. Randbedingungen fir die Wellenfunktion

Ungebundene Zustinde (Streuzustinde)

Ungebundene Zustdnde sind nicht normierbare Eigénzustidnde vorri- .

Sie beschreiben Teilchen, die sich ausbreiten, zum Beispiel in der Art einer
(nicht normierbaren) ebenen Welle. Diese Streuzustinde selber sind nicht
physikalisch realisierbar. Durch Linearkombination von ebenen Wellen
kann man normierbare Wellenpakete konstruieren, die physikalisch reali-
sierbar sind. Diese Linearkombinantionen sind aber keine Eigenzustande
von H. Rechnungen kann man oft leichter mit ebenen Wellen durchfiihren
als mit Wellenpaketen. Es gilt:

Das Energiespektrum von ungebundenen Zustdnden ist kontinuierlich.

Beispiel: die Ionisationszustdnde eines Atoms. Wir werden ungebundene
Zustdnde spater ndher besprechen.

4.1.2 Stetigkeit

Wir behandeln zunéchst den eindimensionalen Fall. Die Aussagen gelten
entsprechend auch in drei Dimensionen (s.u.).

1) Die Wellenfunktion ¢(z) ist immer stetig.

Beweis per Widerspruch: Wir betrachten

zTo+e

[ (@) @ = v@+e) - vlea—e).

ro—¢€

Wir lassen zundchst auch unstetige Wellenfunktionen wie z.B. ¢(z) =
O(z) mit der Ableitung ¢’(z) = d(x) zu. Die Verwendung der Ableitung in
der Gleichung impliziert selber daher noch nicht die Stetigkeit von ¥ (z).
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

Wire ¢ unstetig bei z,, so wiirde die rechte Seite fiir ¢ — 0 nicht ver-
schwinden. Dann miisste in der Tat 2 (z) o< §(z — z() gelten, wodurch
aber die kinetische Energie divergieren wiirde:

KT (d . d [ d
- - 2 [ (Zv@) (2v@)a = 2 [1iyela

o /J(x—:co)-d(x—xo)d:c = /) = o
o €]
Einen Zustand mit unendlicher kinetischer Energie kann man nicht erzeu-

gen, daher muss fiir alle physikalisch realisierbaren Zustinde die Wellen-
funtion 9 (z) tiberall stetig sein.

15.4.2021

2) Die Ableitung %% ist bei endlichen Potentialen stetig.

Wir integrieren die Schrodingergleichung von zy — € bis zg +

52 zo+e P2 zo+e ™
—o— | () dz + /V(x)wn(x) dz = E, / Un(z) dz .
To—E€ Zo—€ o

Die rechte Seite ist von der Ordnung O(¢), da 1 (z) keine §-Beitrige besitzt,
denn sonst wiirde die kinetische Energie erst recht divergieren. Somit gilt

To+e€
. , : 2m . ,
ll_rf(l) <1Pn (o +€) — Un '(mo — s)) = +F ll_r)r(l) / V(z) Yn(z) dz .

ro—E€

Wenn V' (z) tiberall endlich .ist, verschwindet hier die rechte Seite. Daher
ist 2, (z) stetig.

Ein unendlich grofies Potential ist physikalisch eigentlich nicht realisier-
bar. Um Rechnungen wesentlich zu vereinfachen, betrachtet man aber oft
statt eines realisierbaren sehr grolen Potentials in der Rechnung einen un-
endlich groflen Wert (Beispiel in Kapitel )
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4.1. Randbedingungen fir die Wellenfunktion

3) Sprung der Ableitung von ¢’ bei Potentialen mit /-Anteil ._,_,,,i\-—\

Wenn V (z) einen J-Funktionsbeitrag V (z) = C - 6(z — o) + (endliche An-
teile) enthélt, dann gilt

zo+¢€ Tot+€E
/ V(z)y(xz)dx — / C-6(x—zo)Y(z)dz = C1(zo)
rog—€ Zo—¢€
Ein solches Potential wird z.B. verwendet, um Potentialbarrieren auf rech-

nerisch einfach Art zu beschreiben. Damit wird aus Gl. (2?) ein Sprung in

der Ableitung von v(z): W 65" wnbon
2
tim (/o +e) — $'(e0-2)) = 3 Cviam) 4.3)

4) Die Wellenfunktion verschwindet bei unendlichem Potential

Wenn V (z) = oo in einem Intervall z € (z,,z;), dann verschwindet die
Wellenfunktion in diesem Intervall, da sonst die potentielle Energie des

Teilchens unendlich wére.

5) Unstetigkeit von 3£ am Rand eines unendlichen Potentials

Wenn V (z) = oo in einem Intervall z € (z,, z}), dann ist zwar die Wellen-
funktion Null im Intervall, und uiberall stetig, aber die Ableitung wird in
der Regel an den Grenzen des Intervalls unstetig sein.

Randbedingungen dreidimensionaler Probleme

Aus dhnlichen Uberlegungen folgt ebenso in drei Dimensionen, dass die
Wellenfunktion und deren partielle Ableitungen {iiberall stetig sein miis-
sen, wenn das Potential tiberall endlich ist. Weitere allgemeine Eigenschaf-
ten der Wellenfunktion werden wir spéter besprechen.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

4.2 Konstantes Potential

Besonders wichtig bei Potentialproblemen ist der Fall, dass das Potential
in_einem Intervall konstant ist. Wir behandeln das eindimensionale Pro-

blem. Es sei also

V(z) = Vo =konst. fira <z <Db.

——
-

In diesem Intervall wird dann die Schrédingergleichung Gl. (4.1) zu

K2 Die Schrddingergleichung ist eine

—— Y'(z) = (E - W) ¢(x) Differentialgleichung, die LOKAL (4.4)
2m das Verhalten der Wellenfunktion

beschreibt

(Schwingungsgleichung), mit der allgemeinen Losung

= Wellengleichung

LOSUNG DER SCHRODINGERGLEICHUNG FUR KONSTANTES

POTENTIAL
Y(z) = ae"® + b e (4.5a)
= ayelf”® + by e:“” (4.5b)
% = ag cos(kz) + bs sin(kz), (4.5¢)

i !
2
mit —— = E—Vj, dh. k?=—k%* = 3 (E -V, (4.5d)

von p"2 /2m und p = hquer k

Diese drei Losungen sind dquivalent !

Wenn F < V,, dann ist & reéll, und die Formulierung der ersten Zeile ist
bequem. Die Wellenfunktion ¢ (z) hat dann im Intervall [a, b] i.a. exponen-

tiell ansteigende und abfallende Anteile !

Wenn E > V;, dann ist & reell, und die zweite oder dritte Zeile sind, je nach
Randbedingugen, bequeme Formulierungen. Die Wellenfunktion zeigt dann

im Intervall [a, b] oszillierendes Verhalten.
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4.3. Gebundene Zustéande im Potentialtopf

4.3 Gebundene Zustinde im Potentialtopf

Ein Potentialtopf beschreibt in idealisierter Form eine Region, in der ein
Teilchen gefangen ist, z.B. einen dotierten Bereich in einem Halbleiter.

4.3.1 Potentialtopf mit unendlich hohen Wianden

Wir behandeln zunéchst einen Potentialtopf mit unendlich hohen Win-
den:

Abbildung 4.1: Potentialtopf mit unendlich hohen Wiinden

V() Vo fir0O<z <L
xr) =
oo sonst

Es gibt hier die drei skizzierten, qualitativ verschiedenen Teilgebiete. Eine
oft sinnvolle Strategie bei solchen Potentialproblemen ist, zuerst allgemei-

ne Losungen fiir die Wellenfunktion in den Teilgebieten zu finden, und
diese dann mit den Randbedingungen geeignet zusammenzusetzen.

Die Energie E, d.h. der Eigenwert von H, ist nicht ortsabhingig !

o >

Fiir den unendlich hohen Potentialtopf finden wir:
Gebiete I & III: Hier ist V(z) = oo und daher ¢(z) = 0, da sonst

By = / V(z) [(z) dz = oo

Gebiet II: Hier ist das Potential konstant.
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

Auchfir E = V_0
1. Versuch: Wir setzen E < V; 0 an und verwenden Gl. (4.5a):

Y(z) =ae™ + be ™

mit reellem x = /22 (Vp — E).

Die Stetigkeit der Wellenfunktion bei z = 0 verlangt ¢(0) = 0, also a = —b.

Die Stetigkeit bei z = L verlangt (L) = 0, somit e** — e7*L = 0. Daraus

folgt £ = 0 und damit % (z) = a(e” — e°) = 0. Wir finden also keine Losung
-— —

mit £ < Vj ! Spéter werden wir allgemein sehen, dass bei gebundenen

Zustdnden die Energie £ immer grofier als das Minimum des Potentials
sein muss.

2. Versuch: Wir setzen £ > V; an und verwenden (wegen der Randbedin-
gungen) Gl. (4.5¢):

Y(r) = asinkz + bcoskz (4.6)
mit k= \/Zm(b;; Vo) abecC

Die Wellenfunktion muss mehrere Bedingungen erfiillen:

1. Die Stetigkeit der Wellenfunktion ergibt hier die Randbedingungen
(0) = 0 und ¥(L) = 0, und daher

b = .0
asin(kL) = 0

Die zweite Bedingung zusammen mit der Normierung kann nur mit
sin(kL) = 0 erfuillt werden, da mit a = 0 die Wellenfunktion wieder
identisch verschwinden wiirde. Also muss £ = “* mit einer ganz-
zahligen Quantenzahl n gelten, die den gebundenen Zustand charak-
terisiert. Der Wert n = 0 ist ausgeschlossen, da dann wieder ¢ = 0
wiére. Wir konnen uns auf positive n beschranken, denn negative n
ergeben mit sin(—nkz) = — sin(nkz) bis auf die Phase (—1) dieselbe

Wellenfunktion.

unstetig sein, da dort das Potential unendlich ist. Hieraus erhalten
wir im vorliegenden Fall keine weiteren Bedingungen an 7).

2. Die Ableitung der Wellenfunktion darf bei z = 0 und = = L beliebig
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4.3. Gebundene Zustdnde im Potentialtopf

3. Normierung der Wellenfunktion: Zum einen muss ¢(z) {iberhaupt
normierbar sein, was in dem endlichen Intervall [0, L] kein Problem
ist. Zum anderen kénnen wir die Normierungskonstante a in Ab-
hangigkeit von der Quantenzahl n berechnen:

1= (Yl¥) = / dz [(z)|?

= |a|2/ dz 51n2(—x)

nm
= |a]®* — / dy sin?y mit y = —x
0

nm L
L nm L
_ 2 . 2 &

Also @: %, mit beliebiger Phase fiir a, welches wir reell wahlen.

(In der Regel hangt die Normierungskonstante von n ab; hier nicht)
Insgesamt erhalten wir die

LOSUNG FUR EIN TEILCHEN IM UNENDLICH HOHEN POTENTIALTOPF

2
Yn(z) = \/E sin(kpz) , 0 < z < L; (¥(z) = 0 sonst) 4.7)
k"ZBLE n=12,... (4.8)
h2k2 Kt
En:?rrt—+% = 3 P& + W 4.9)

Es sind somit hier Energie und Wellenzahl quantisiert, mit nur diskreten
moglichen Werten, in Abhingigkeit von der Quantenzahl n. Die Energie
nimmt mit 72 zu und mit 1/L? ab.

In Abbildung (4.2) sind Wellenfunktionen zu den drei tiefsten Eigenwer-
ten dargestellt. Man erkennt, dass die Wellenfunktion des Grundzustands
nur am Rand Null wird. Bei jeder Anregung kommt ein weiterer Null-

durchgang (,, Knoten") hinzu.
f
c;/_ ¢ "nolc f 20 \/
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentlalprobleme\
\‘(E*

1

¥(x)

1
!

x/L

Abbildung 4.2: Eigenfunktionen von H zu den drei niedrigsten Energie-
Eigenwerten. Dies ist eine kombinierte Darstellung. Es sind diinn die Ezgenener-
gien gezeichnet (rechte Achse, Vo = 0), und auf Hohe der Eigenenergien jeweils
die Wellenfunktionen. Man beachte, dass fiir jede Eigenfunktion ein Phasenfaktor

(insbesondere das Vorzeichen) beliebig gewdhlt werden kann.

&u en {w. <ﬁ eines einzelnen Eigenzustands:
Kraftiibertragung auf die Wande

%) = e 'fa/ = (et))
Die Kraft errechnet sich aus der Energi zetic l
ie Kraft errechnet sich aus der Energie it hkw‘

dE Migemers iale/l ‘i'.l‘;é

S Zoa) »Zc e qw
h2m2n2 2 h2m2n?
om L3  mlL3 -b&n.%l(am
m &> (t)

Die Energie eines Zustands ist ein einem breiteren Topf geringer. Deswe-
gen wirkt eine Kraft auf die Wiande, die versucht, sie auseinanderzuschie;

ben !
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4.3. Gebundene Zustéande im Potentialtopf

- 4.3.2 Potentialtogf mit endlicher Tiefe

Wir betrachten nun einen Potentialtopf mit endlicher Tiefe

(4.10)

V(z) = Vo <0 fiirjz| <%
0 sonst

wie er in Abbildung (4.3) skizziert ist. Wir haben hier den Koordinatenur-

V=0 o — —» X

I II III

-L/2 +L/2

Abbildung 4.3: Potentialtopf endlicher Tiefe.

sprung im Vergleich zum vorherigen Beispiel um —% verschoben. Da-
durch wird das Potential in z symmetrisch, V' (z) = V(—z), und die Rech-
nungen vereinfachen sich. Wir behandeln in diesem Abschnitt gebunde-
ne Zustﬁnde,fdas heifst im Fall des vorliegenden Potentials £ < 0. Der
andere Fall (E > 0) wird anschlielend besprochen. Wir werden bald all-
gemein zeigen, dass die Energie eines gebundenen Zustands grofler als

das Potential-Minimum sein muss, insgesamt also hier v, < £ < 0.

Wir unterscheiden wieder die drei Bereiche konstanten Potentials, wie in
Abbildung (4.3) skizziert. Die Schrodir gergleichung lautet bei konstantem
Potential

o y(z) = (B~ V)¥(a),
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

wie in Abschnitt 4.2 besprochen.

In den Bereichen I und IIl ist V' = 0. Im endlich tiefen Topf ist die Wellen-
funktion dort nicht Null ! Die allgemeine Losung hat jeweils die Form

Y(z) = A1e™"* + Aze™™
2m(—FE)

T V(x) -E . In den Bereichen I und Il ist V(x) = 0

T

(4.11)

und £ < 0. Im Bereich I muss A/ = 0 sein, da die Wellenfunktion an-
sonsten fiir z — —oo exponentiell anwachsen wiirde und somit nicht nor-
mierbar wire. Im Bereich III ist analog A/ = 0.

Im Bereich II gilt V' = V; < 0 und die allgemeine Losung lautet

Y(x) = B1e*® + Bye™*®

: 2m (4.12)
mit -k-= —ﬁ,T vV (E = VE))
Die gesamte Wellenfunktionem ist somit
Al er® < —%
’LU—(.’:E) = £ B, etkz + B, e~ tkz : _% <z< % (413)
A e x> %

Den Grenzfall £ = 0 miissen wir vorab separat diskutieren. Hierbei ist
k = 0. Die Wellenfunktion ist dann in den dufleren Bereichen I und III
konstant. Die Konstante muss Null sein, da die Wellenfunktion sonst nicht
normierbar wire. Die Ableitung der Wellenfunktion ist dann in den Berei-
chen I und III ebenfalls Null. Bei z = +£ miissen beide stetig sein. Damit
ist das Problem im Bereich II so wie beim Potentialtopfproblem mit unend-
lich hohen Wanden. Von den Losungen dieses Problems wissen wir be-
reits, dass nur die Wellenfunktionen an den Potentialwinden verschwin-
den, nicht aber ihre Ableitungen. Wenn auch die Ableitung verschwindet,
ist die Wellenfunktion komplett Null. Dies ist aber keine physikalisch ak-
zeptable Losung. Daher gibt es keine Lésung zu £ = 0. Wir haben deshalb
die Einschrankung Vp < £ < 0.
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4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

Wie wir bald zeigen werden, kann man bei einem symmetrischen Potenti-
al (V(z) = V(—=z)) die Eigenfunktionen von H in symmetrische und anti-
symmetrische Funktionen trennen. Die Wellenfunktionen lauten dann

Wenn V(x) = V(-x), dann gilt fir die EIGENfunktionen: psi_n (-x) = plusminus psi_n (x)

A, e* s ¥ < %
symmetrisch Ys(z) = { By cos(kz) ; —% <z<i (414a) :
VALZER ALY A, e 23
A, e** S —%
(anﬁ')symmetrisch Ya.(z) =< B, in(km) , —L <z <L (414b)
A, e™ ;x> L
1&(1) R AR T =3 v/
Nun werten wir die Stetigkeitsbedingungen zur Bestimmung der Kon-
stanten aus
Pvs(L): A, e™3) = B, cos(ki) I ¥ H(E)
= tan(k—=) = — A(é'/
Ly . _K(L) . i 2 k
1/)3(5) Ay e = = s Sln(kg) \—-\,_—/
= & (4.15a)
Ya(%): —A, e(3) = B, sin(k£) I "
= tan(kg) = —E
w;(%) ; A, e ™3 = E B, cos(k%) N——
D é (4.15b)
(Bei z = —Z% ergeben sich keine neuen Beziehungen, weil die Symmetrie

der Wellenfunktion schon in den Ansatzen fiir ¥, und v, genutzt wurde.)
Diese beiden Gleichungen liefern die Quantisierungsbedingungen fiir die
erlaubten Energieeigenwerte. Es gibt allerdings keine direkte algebraische
Losung fiir die Eigenenergien. Man kann sie numerisch bestimmen. Sehr

viel mehr ersieht man aber aus einer graphischen Darstellung. Dazydstgs
sinnvoll, zu dimensionslosen Griflen iiberzugehen. Wir definiere @
v’
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Kapitel 4. Eindimensionale Potentialprobleme

und driicken die Energie E durch 7 aus, mittels Gl. (4.12) und £ — V; =
Vol — |E:

n = k% = & 2;_1_7;,/15'_'1/0
~ A = #(Wm-1E8)
2
2m _ 4 mL |‘/0|
- glEl - (S
4.11) — —
= T = 3 2h§|EI= Vo =77

Die Grofie Vj ist ebenfalls dimensionslos. Sie spezifiziert die Tiefe des Po-
tentials in ,natiirlichen” Einheiten des Systems. Die zur Wellenzahl pro-
portionale Variable n parametrisiert die Losungen. Der Bereich der erlaub-

ten Energien, V) < E < 0, korrespondiert zum Wertebereich 0 < 7 < \[‘70.

Bein = Vo wird k = 0.

Zusammen mit Gl. (4.11) wird aus den Bedingungsgleichungen (4.15a)
und (4.15b)

L Vo —n?
. K n
symmetrisch: tan(n) = 124 = -
. k3 n
. ) | kL n
anti-symmetrisch: tan(n) = - i =@
K= T/ 2
2 VVo—n

Die graphische Losung dieser Gleichungen erhélt man aus den Schnitt-
punkten der in Abbildung (4.4) dargestellten Kurven 7 bzw. —f mit der

Kurve zu tan(n) im Bereich 0 < 1 < 1/Vs.

Symmetrische Losungen: Wenn 7 von 0 bis V, variiert, nimmt £ die Werte

5o bis Null an. Daher tritt unabhingig von V;, immer ein Schnittpunkt mit
tan n auf. Es existiert somit immer mindestens ein symmetrischer, gebundener
Zustand. Wir konnen leicht die Zahl der gebundenen Zustéande bei gege-
benem Potentialparameter V, bestimmen: Der Tangens hat Nullstellen bei

n = nm. Die Zahl der Schnittpunkte von # mit tan(n) nimmt immer um

oS

Eins zu, wenn der Maximalwert von 7, also 1/ V;, die Werte n7 iiberschrei-

tet. Die Zahl der symmetrischen Eigenwerte ist somit NV, = int(@ +1).

ist Eins bei | V_0 | = (hquer*2 / 2m) (2pi/L)*2
o


evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Line

evertz
Typewriter
ist Eins bei I V_0 I = (hquer^2 / 2m)  (2pi/L)^2


4.3. Gebundene Zustande im Potentialtopf

10
ot fram K
tan (7) 0
a u‘l':ynu.

2 4 6 5 10
-
7m= ° P

Abbildung 4.4: Graphische Bestimmung der Energie-Eigenwerte im Potential-

topf. Aufgetragen ist tan(n) iiber n € (0,/ Vo) und auflerdem die Funktionen
—% und . Es wurde V; = 100 gewiihit.

Antisymmetrische Losungen: Die Zahl der Schnittpunkte von —% mit tan(n)

wichst um Eins, wenn \/V; die Werte nr + /2 iiberschreitet. Die Zahl der

anti-symmetrischen Eigenwerte ist demnach N_ = int(@ + 1/2).

Zur Festlegung der Wellenfunktion Gl. (4.14) nutzen wir die Stetigkeitsbe-
dingungen GI. (4.15a) und GI. (4.15b)

A, = B,et cos(k%)

[NlS

A, = —B,e€" sin(k%)

aus und erhalten daraus mit der dimensionslosen Lénge { = z/(%) und
7= k%: o

96 WS/


evertz
Underline

evertz
Rectangle


obleme

Abbildung 4.5: Wellenfunktionen 1, () zu allen drei gebundenen Eigenzustin-
den des Potentialtopfes mit einer Potentialhohe Vy = 13.

cos(n) en(et) , €< —1

Ys(§) = B cos(né) y =158 S 41 (4.16a)
cos(n) e"‘“‘l)'% , €>+1
— sin(n) (D) & , €< —1

Ya(§) = Baq  sin(né) , —1<€<+1 . (4.16b)
iy sin(n) er(€-1-§ , €>+1

Die Parameter B, , ergeben sich aus der Normierung. Ein Beispiel ist in
der Abbildung (4.5) dargestellt. Die Wellenfunktion zur tiefsten Energie

ist symmetrisch. Sie hat keine Nullstelle. Die Zahl der Nullstellen ist n — 1,
wobei die Quantenzahl n = 1,2,3 ... die erlaubten Energien E, durchnu-
meriert. In Abbildung (4.5) gibt die Null-Linie der Wellenfunktionen wie-
der gleichzeitig auf der rechten Achse die zugehorige Eigenenergie £, an.
In den verwendeten Einheiten befinden sich die Potentialwidnde bei +1.
Im Gegensatz zur klassischen Mechanik ist die Aufenthaltswahrschein-
lichkeit auerhalb des Topfes nicht Null. Man erkennt, dass stattdessen
die Wellenfunktion mit steigender Quantenzahl n_zunehmend aus dem
Potentialbereich hinausragt.
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4.4. Unabhéangige Freiheitsgrade: Produktansatz

4.4 Unabhingige Freiheitsgrade: Produktansatz

Oft hat das betrachtete physikalische System voneinander unabhingige
Freiheitsgrade, zum Beispiel bei rdumlich getrennten Teilsystemen, oder
bei einem Potential der Form V(%) = V;(z) + Vz(y) + V3(z) (siehe unten).
Ob die Freiheitsgrade unabhédngig sind, hdngt v wirkungen
ab, d.h. vom jeweiligen Hamiltonoperator. f PR L"g

Wir betrachten zwei Freiheitsgrade A und B, mit zugehorigen Ba51svekto-
ren {|p*)} und {|x?)} (Beispiel: {|z)} und {|y)}, die zueinander paarweise
orthonormal sein sollen. Der zugehorige Produktraum wird von den Ba-
sisvektoren |p?, oP) = |¢?) ® |p?) aufgespannt. Die Freiheitsgrade A und
B sind unabhéngig, wenn der Hamiltonoperator aus zwei Teilen A4 und
HB besteht, die getrennt auf die Freihei i

H = HA + HP, mit (4.17)
H4jp% 0% = (B%1¢") ® |¢?) und (4.18)
HE oA, 6Py = ") ® (B2 |6P)) . (4.19)
Dann gilt auch
[A4, AP = 0 .

Die Losungen der Eigenwertgleichung fiir den Gesamt-Hamiltonoperator

Hlyy = E|)

bekommt man nun durch den Produktansqu_'_
[Ynm) = |¥5) ® |¥5), (4.20)
wobei |12) und [12) jeweils Linearkombinationen von {|p4)} bzw. {|5)}

sind und Lésungen der Eigenwertgleichungen zu H4 bzw. HZ:

HA|y2y = E2|yf) (4.21)
HP|yP) = EZq5). (4.22)
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Beweis:

Alnm) = (8% + 8%) (10d) © W)
= (B*wd) © wR) + W) © (A% 1v))
= E2|Ynm) + EE|¢Ynm)
(Ey + Ep) 1),
— En,m l¢n,m>

Die Eigenenergie E,, ,, ist somit die Summe der Emzelenerglen und man
schreibt sie am einfachsten mit einem doppelten Index.

Beispiel 1: Ein Teilchen in einem Potential V(%) = V;(z)+Va(y)+Vs(z). Der

Ortsraum wird von den Basisvektoren |7) = |z) ® [v) ® [z) aufgespannt.
. . Beispiel: Quaderférmiger 3d Potentialtopf mit Langen (L_x, L_y, L_2),
Der Hamlltonoperator 1St mit unendich hohen Wanden. Dann hat V(x) die angegebene Form.
Gesamt-Eigenzusténde kann man mit (n_x, n_y, n_z) nummerieren. Die
Energie ist dann proportional zu n_x"2 /L_x"2 + n_y"2 /L_y*2 +n_z"2/L_z"2.
22 _,  Energieentartung tritt z.B. auf, wenn L_x =L_y =L_z. Dann ist die

2 Y 4 "7 7 A\ Energie prop. zu (n_x*2 + n_y*2 + n_z"2) d.h. es gibt mehrere Zusténde
AW, o % + V(Q) zu derselben Energie z.B. Zustande (1,1,2) und (1,2,1) und (2,1,1) . (4'23)
ﬁz py pz
T Vl(Q,;) + o - Vz(Qy) + Ve.(Qz) . (4-29)

H* wirkt nur auf |z), etc. Die Eigenvektoren von H kann man dann als
Produkt

¥) = [¥°) ® [¢¥) ® [¢7) (4.25)
schreiben, W(%‘ei/":\{c (X‘/ a \rx &) 1{’[)’/ V‘[Q’

/ dv () V) (v =12,9,2) (4.26)

Eigenvektoren von H” sein miissen, d.h. zum Beispiel

HY |[y¥) = EY|ypY). (4.27)

o
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Beispiel: Quaderförmiger 3d Potentialtopf mit Längen (L_x, L_y, L_z),
mit unendlich hohen Wänden. Dann hat V(x) die angegebene Form.
Gesamt-Eigenzustände kann man mit (n_x, n_y, n_z) nummerieren. Die 
Energie ist dann proportional zu n_x^2 / L_x^2 + n_y^2 / L_y^2 + n_z^2 / L_z^2 .
Energieentartung tritt z.B. auf, wenn L_x = L_y = L_z. Dann ist die
Energie prop. zu (n_x^2 + n_y^2 + n_z^2)  d.h. es gibt mehrere Zustände 
zu derselben Energie z.B. Zustände (1,1,2) und (1,2,1) und (2,1,1) .


4.4. Unabhéangige Freiheitsgrade: Produktansatz

Beispiel 2: Ein Teilchen mit Spin £, das sich in einem rdumlich konstan-
ten Magnetfeld B und einem ortsabhingigen Potential V () bewegt. Das
Teilchen hat Ortsfreiheitsgrade mit Basisvektoren |Z), und einen Spinfrei-
heitsgrad mit Basisvektoren |o) = |+ z) und | — z). Der Produktraum wird
von den Basisvektoren |Z, o) = |7) ® |o) aufgespannt. Der Hamiltonopera-
tor ist, wie schon in Kap. 3.2 erwéhnt,

~ . -
B =L 4+9vQ) -uBs (4.28)
2m T N ——
R =: A°

=: %

7 wirkt nur auf |#) und A° wirkt nur auf |o). Die Eigenvektoren von H
kann man deshalb als Produkt

T) = [%%) ® |x) (4.29)

schreiben, wobei

%) = / Prp@|H) wund x) = 3 x° o) (4.30)

o==%z2
Eigenvektoren von HZ bzw. H sein miissen, d.h.

g% = EF|9%) und H°|x) = EX|x) .

Anderer Fall (Gegenbeispiel): Das Magnetfeld sei ortsabhangig:

Lésungsweg: Wahle z-Achse in Richtung des Magnetfelds --> aus HAsigma wird dann - mu B(x) S*z
(B=GroRe des Magnetfelds, S*z = Spin-Operator in z-Richtung)

Ldse Eigenwertgleichung getrennt fiir (1) | psi_up> und  (2) | psi_down> (siehe Seite 61)
(1) Fir lpsi_up>:

Wegen - mu B(x) S*z 1+z> = - mu B(x) (hquer/2) |+z>

bekommt man ein effektives Potential V(x) - mu (hquer/2) B(x) fir Ipsi_up>
(2) Entsprechend mit dem anderen Vorzeichen: V(x) + mu (hquer/2) B(x) fiir Ipsi_down>

Einen beliebigen Zustandsvektor kann man wie immer als Linearkombination der Eigenzustande von H schreiben.

20.4.2023
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Anderer Fall (Gegenbeispiel):  Das Magnetfeld sei ortsabhängig:

Lösungsweg:  Wähle z-Achse in Richtung des Magnetfelds --> aus H^sigma  wird  dann    - mu B(x) S^z
                       (B=Größe des Magnetfelds, S^z = Spin-Operator in z-Richtung)
                      
                      Löse Eigenwertgleichung getrennt für  (1) I psi_up>  und     (2) I psi_down> (siehe Seite 61)
                      (1) Für  Ipsi_up > : 
                           Wegen - mu B(x) S^z  I+z> =  - mu B(x) (hquer/2)  I+z>     
                            bekommt man ein effektives Potential              V(x) - mu (hquer/2) B(x)  für Ipsi_up>  
                      (2) Entsprechend mit dem anderen Vorzeichen:    V(x) + mu (hquer/2) B(x)  für Ipsi_down>

                      Einen beliebigen Zustandsvektor kann man wie immer als Linearkombination der Eigenzustände von H schreiben.
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4.5 Anwendungen: Quantentopf, Quantendraht,
Quantenpunkt

_Quantentopf (Quantum well)

Ein Quantentopf ist eine Schichtstruktur, bei der in einer Richtung (Z-
Richtung”) die Bewegung von Teilchen wie in einem Potentialtopf stark
eingeschrénkt ist. Beispiel: Ein Halbleiter mit einer sehr diinnen Schicht,
die eine geringere Bandliicke hat als die dickeren Schichten oberhalb und
unterhalb. Wenn die Dicke der mittleren Schicht kleiner ist als etwa die
de-Broglie-Wellenlédnge der Elektronen, dann wird die Quantisierung der
Energieniveaus in z-Richtung wichtig (in Halbleitern unterhalb von eini-
gen Dutzend Nanometern). In der x- und y-Richtung sind die Begrenzun-
gen der Schichten sehr viel weiter entfernt, so dass die Teilchen sich in
diesen Richtungen im wesentlichen frei verhalten (V, = V,, = 0 — ebene
Wellen |¢,) und |¢,) mit kontinuierlichen Energiewerten). Bei Dotierung
entsteht ein sogenanntes zweidimensionales Elektrongas (2DEG). Einen
Quantentopf erhidlt man auch durch Aufbringen einer sehr diinnen Me-
tallschicht auf einen Isolator.

Die wichtigste Anwendung sind Laserdioden, bei denen inzwischen fiir
die aktive Schicht meist Quantentdpfe verwendet werden. Durch die Be-
grenzung von Elektronen und Léchern auf den Quantentopf erhilt man
eine hohere Rekombinationswahrscheinlichkeit und damit eine héhere Ef-
fizienz. Die Lichtemission findet meist in x-y-Richtung statt.

metal contact
//p-type (material A)

: - Kquantum well (material B)

| \n-type (material A)

n-substrate
(material A)

metal contact

Abbildung 4.6: Aufbau einer Laserdiode mit einem nahezu zweidimensionalen
Quantentopf als aktivem Bereich. (http://en.wikipedia.org/wiki/Laser_diode, 3.5.2015.)

101



4.5. Anwendungen: Quantentopf, Quantendraht, Quantenpunkt

_guantendraht (%antum wire)

Dies ist eine Struktur, bei der die Bewegung in zwei Raumrichtungen auf
geniigend kleiner Skala eingeschrénkt ist. Die Herstellung ist schwieriger )
als bei Quantentépfen. Man kann zum Beispiel Halbleiter verwenden, de-
ren Oberfliche nicht entlang einer Kristallebene verlduft und daher Stufen
aufweist. Das Aufbringen von diinnen Schichten fiihrt zu Quantendréhten
entlang der Stufen. Eine andere Méglichkeit ist das geeignete Aufbringen
von Metallatomen auf einer isolierenden Oberfliche. Wie Quantendrahte
verhalten sich auch Kohlenstoff-Nanoréhrchen (Carbon nanotubes).

Wenn keine internen Storstellen auftreten, erfolgt der Transport von Teil-
chen im Quantendraht , ballistisch” (wie eine ebene Welle). Man kann zei-
gen, dass dann der Leitwert (Conductance) G = + = £ guantisiertist (!), in
ganzzahligen Vielfachen von 252—2_, wobei der Faktor 2 vom Spin kommt. Bei
einwandigen Kohlenstoffnanorshrchen betrigt er (wegen zweier raumli-

cher Moden) ein Vielfaches von 4%.

Abblldung 4.7: KOhlenS tOﬁ:nanor(.jhrChen . (http://jnm.snmjournals.org/content/48/7/1039/F1.medium.gif, 3.5.2015)

Quantenpunkt (Quantum dot)

Sogenannte Quantenpunkte sind Strukturen von typischerweise einigen
tausend Atomen, in denen Elektronen in allen Raumrichtungen einge-
schrénkt sind. Sie haben deswegen diskrete Energieniveaus, im Unter-
schied zu den sonst in Festkérpern auftretenden Bandern. Man spricht
von ,kiinstlichen Atomen”, die man im Prinzip auch wieder zu grofse-
ren Strukturen in der Art von ,,Molekiilen” oder Drihten zusammenfiigen

kann.
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Die Herstellung kann auf unterschiedlichste Art erfolgen, etwa (i) durch
Abscheiden von Nanokristallen aus einer Losung (sogar im Bereich von
Kilogramm), (ii) lithographisch, (iii) durch Molekularstrahlepitaxie (MBE)
(selbstorganisiert, bei stark verschiedenen Gitterkonstanten von Subtrat
und Quantenpunktmaterial), oder (iv) dynamisch durch elektrische Felder
in einem Quantentopf mit zuséatzlich aufgebrachten Elektroden.

Die wichtigsten Anwendungen liegen im Bereich der Lichterzeugung, we-
gen der bei der Herstellung steuerbaren diskreten Energieniveaus, deren
Differenz wie bei Atomen die Frequenz des emittierten Lichts ergibt. Zu
den Anwendungen gehoren die Einzelphotonerzeugung (!) (mit mogli-
chen Anwendungen in der Quanteninformationsverarbeitung), Varianten
von Lasern und von einzelnen LEDs. Die technisch wichtigste Anwen-
dung ist derzeit (seit 2013) eine Hintergrundbeleuchtung mit verbesser-
tem Farbspektrum bei LCD-Fernsehern, bei denen blaue LED:s tiber Fluo-
reszenz blaue, griine, und rote Quantenpunkte mit genau definierten Wel-
lenldngen zum Leuchten bringen.

Abbildung 4.8: Links: Fluoreszierende kommerziell hergestellte ZnCdSeS
Quantenpunkte, ca. 10mg pro Flasche. Rechts: In Gruppen angeordnete

Indiumarsenid-Quantenpunkte auf einer Galliumarsenid-Oberfliche, IFW Dres-
den. Ch. Deneke, et al, Applied Physics Letters 89, 263110 (2006).

(http://en.wikipedia.org/wiki/Quantum_dot (links), http:/fwww.hzdr.de/db/Pic?pOid=37245 (rechts). 3.5.2015)
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