Kapitel 3

Zeitentwicklung

Bisher haben wir uns mit Momentaufnahmen befasst. Ein wesentliches
Anliegen der Physik ist es aber, vorherzusagen, wie sich der Zustand ei-
nes Systems entwickelt. Fiir die Quantenmechanik heifst das: Wie sieht der

Zustand |y (t)) zur Zeit t > to aus, wenn er zur Zeit t = t, bekannt ist?

3.1 Zeitentwicklungsoperator

Die Norm des Zustandes muss zu allen Zeiten Eins sein

(W@O)|p(E) = 1, (3.1)

denn die Norm ist reell und [{+(#)|1(t)}|? ist die ,, Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Zustand | (t)) zu finden, wenn es im Zustand |¢(t)) ist”. Die-
se Wahrscheinlichkeit ist natiirlich gleich Eins. Die Zeitentwicklung wird
deswegen durch einen unitdren Operator beschrieben:

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR U (¢, to),

A

(1)) = Ult,to) [¢(t)) - (3.2)
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und (Postulate S.35)
I<a_jl psi(t) >I"2

ist die Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung des
Zustands Ipsi> den
Zustand la_j> zu finden.

Dazu missen Ipsi> und la_j>
normiert sein.
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3.1. Zeitentwicklungsoperator

Die Unitaritat UTU = i sicherti dass sich die Norm von |¢ (%)) nicht &ndert:

(B(1) [9(t)) = (W(to)| (Ut t0)T U(t, to) [W(t0)) = (v(to) [ ¥(tn))

Wir verlangen sinnvollerweise, dass die Zeitentwicklung in separaten Zeit-
schritten durchgefiihrt werden kann, d.h. es soll die folgende Gruppenei-

genschaft gelten:

Ulta, to) = U(ta, t1) - U(ts, to) (3.3)

Um U(t, ty) zu bestimmen, betrachten wir eine infinitesimale Zeitentwick-
lung. Man kann U in eine Taylorreihe entwickeln, (i der aMeriil)

Uto+dt,tg) = L—Hdt + ..., (3.4)

wobei der Faktor (—+) eine Konvention ist.

Der Operator H wird Hamilton-Operator genannt. Er beschreibt das Ver-

halten des Systems bei kleinen zeitlichen Anderungen und ist das Ge-

genstiick zur Hamiltonfunktion in der klassischen Mechanik (s.u.). Aus der

Unitaritit von U folgt, dass H hermitesch ist, denn

i= Uf(to+dt, to) Ulto+dt,to)
g i i i 4
== (11 - }—_lH* dt) (11 - ﬁHdt) + O ((dt)?)
o o 2 (ﬁ‘” ~ H) dt + O ((dt)?)
h/\
= H = H'

Aus Gleichung (3.3) folgt

J(t+dt,te) = UL+ dt,t)-U(t,to)
= (- Hd) U(tt) + O((dr))
- U(t,to)—%f{f](t,to) dt + O ((dt)?)

Ut +dt, to) — U(t, to) ~ —’i_l A U(t,to) dt
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Dies ist ein Differentialquotient’, und wir erhalten die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

ih—Ul(t, te) = H-U(t,to) (3.5)

Anmerkung: Durch vorgegebene duflere Felder kann der Hamiltonope-
rator H(t) eines Systems selbst zeitabhingig sein, so wie auch in klas-
sischen Systemen der Erzeuger der Zeitentwicklung (Hamilton-Funktion)
zeitabhéngig sein kann. Eine_solche explizite Zeitabhiingigkeit schreibt man
auch oft mit einem unteren Index wie ,,I:{_t_'_’ . Wir werden der Ubersicht-
lichkeit halber die Zeitabhingigkeit meist nicht explizit notieren. Wenn H

keine explizite Zeitabhiingigkeit haben darf (sogenannter ,stationdrer Fall”), wer-

den wir dies ausdriicklich erwihnen.

3.1.1 Formale Losung fiir den Zeitentwicklungsoperator

Die Gleichung (3.5) kann man formal 16sen, in einer fiir Anwendungen oft
niitzlichen Form. In diesem Abschnitt schreiben wir die Zeitabhangigkeit
von H(t) ausdriicklich mit. Wenn H explizit von der Zeit abhéngt, gilt im

allgemeinen {IA{ (t,), H (tz)J # 0. Wir betrachten nur den hdufigen Fall, dass  Allgemeiner Fall
S siehe Kap. A.13

alle Hamiltonoperatoren kommutieren: [ﬁ (t1), H (tg)] = 0 fiir alle Zeiten

t1,t, im Intervall ¢, bis t. Dann kann die Bewegungsgleichung mit dem
Ansatz

A

U, to) = o I Ay

gelost werden.

'Das quantenmechanische System ist von weiteren Parametern, wie z.B. seiner Grofie

abhingig. Wenn wir diese Abhingigkeit beriicksichtigen, sollten wir 2 U (t,...) schrei-

ben. Traditionell notiert man nur die Zeitabhangigkeit explizit und schreibt %U (t,t0)-

Mit beiden Schreibweisen ist dasselbe gemeint ! Gleiches gilt fiir den Hamiltonoperator,

den Zustandsvektor, etc.. Man wechselt zur Schreibweise %, wenn die betrachtete Funk-

tion ausdriicklich von mehr Argumenten abhédngt, insbesondere bei der Wellenfunktion

w (-75, t) 2 N.B. In der klassischen Mechanik gibt es eine Trajektorie x(t). Deswegen muss man
beim Ableiten von Funktionen f(x(t),t) nach t spezifizieren, ob auch nach dem 1. Argument abgeleitet
werden soll.

57 In der Quantenmechanik sind x und t unabhangige Variablen, die getrennt in der Wellenfunktion
psi(x.t) auftauchen.Es gibt hier kein x(t).
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3.1. Zeitentwicklungsoperator

Beweis: Die Hamiltonoperatoren H(t) sind alle hermitesch. Zu jedem Zeit-
punkt ¢ haben sie deshalb eine Eigenbasis {|p,(t))}, mit H(t) |¢n(t)) =
E,(t) |¢n(t)) und reellen Eigenwerten E,,(t).?

Da die Hamiltonoperatoren alle vertauschen, [H (t,), H(t;)] = 0, kénnen
sie gemeinsam diagonalisiert werden (s. Anhang, Theorem A.8), d.h. die
Eigenbasis kann unabhingig von ¢ gewidhlt werden. Dann hidngen nur die
Eigenwerte E,(t) von der Zeit ab. Die Eigenvektoren kénnen auch ortho-
normal gewdhlt werden. Dann lautet die

SPEKTRALDARSTELLUNG
KOMMUTIERENDER HAMILTONOPERATOREN

Fl(t) - Z E,(t) "pn> <<Pn| : (3.6)

Aus dem Spektralsatz (A.61c) folgt fiir Funktionen des Hamiltonopera-
tors:

FAH®) = D f(Ea) |on) (enl - 3.7)

Insbesondere gilt fiir obigen Ansatz

U(t, to) = e_%fzto A(r)dr _ Z e_%ftto En(7)dr 1©0) (@nl (3.8)

und er erfiillt in der Tat die Schrédingergleichung (3.5):

, d A ‘ _7/ — 1 T)aT
i Ultte) = ih) ] - Ea(t) e Hfo ™Y o) (pn]

S i rt £
. H(t) ek f‘o H(7)dr

= H(@t) Ut to)

2Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir eine diskreten Index n der Eigenwerte
E,, an. Der Beweis kann direkt auch auf kontinuierliche Eigenwertspektren verallgemei-
nert werden.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Mit der Anfangsbedingung U (o, to) = 1 folgt wie behauptet der

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR Allgemeiner Fall
siehe Kap. A.13
BEI KOMMUTIERENDEN HAMILTONOPERATOREN

Dlttg) = e HI DS = 57 e #ho O g (o] . (39)

n

Im emfachsten und wichtigsten Fall namhch dass H H nicht von der Zeit

abhéngt, ist B A

Diesen Fall behandeln wir in Kapitel 3.4 weiter.

Im schwierigsten Fall, wenn [f] (t1), H (tz)] # 0, kann die Gleichung (3.5)
formal iiber die sogenannte Dyson-Reihe aufsummiert werden, bei der man
die Operatoren in der Potenzre1henentw1cklung von (3.9) ze1t11ch ordnet, siehe Kapitel A.13.

3.2 Korrespondenzprinzip: Der Hamiltonopera-
tor fiir einige wichtige Systeme

Es zeigt sich, dass der Hamilton-Operator eines quantenmechanischen Sy-
stems direkt zur Hamiltonfunktion des entsprechenden klassischen Sy-
stems korrespondiert. Man erhilt ihn, indem man die Ortskoordinaten &

durch den Ortsoperator Qﬁ und _die Impulskoordinaten p’ durch den Im-
pulsoperator P ersetzt. Zum Beispiel wird aus einem Potential V (z) = kz?
der Operator V(Q) — k Q2. Der Ort wird somit durch den im Ortsraum
diagonalen Operator und der Impuls durch den im Impulsraum diago-
nalen Operator ersetzt ! Diese Ersetzung (,,Korrespondenz ") ist nicht offen-
sichtlich. Sie ist letztlich durch den Erfolg gerechtfertigt.

Durch diese Ersetzung erhalten wir den
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3.2. Korrespondenzprinzip; Wichtige Hamiltonoperatoren

HAMILTONOPERATOR FUR EINIGE WICHTIGE SYSTEME

1. Teilchen im Zestddabhkingimen Potential

—

“2

= — +Vzt/ (3.10)

kin. Tezl RS-

2. Geladenes Teilchen im dufleren elektromagnetischen Feld
gMinimaIankoppIiung", kommt letztlich aus der Quantenelektrodynamik (QE

il (P - cA(@.1)) e ( Y (5,9) B.11)

2m

A : Vektorpotential (magn. Feld B = rot A); e: Elektronladung
¢ : Skalarpotential (el. Feld E = —grady — 2 A)

=

Anmerkung 1: Das Korrespondenzprinzip iibertrégt sich auch auf verall-
gemeinerte Koordinaten p, und gz im Hamilton-Formalismus der klassi-
schen Mechanik. Sie werden durch verallgemeinerte Operatoren P, und
Qs ersetzt, die Vertauschungsrelationen wie die normalen Orts- und Im-
pulsoperatoren gehorchen. Dies entspricht dem Ersetzen der Poissonklam-
mer {pa, gz} der klassischen Mechanik durch den Kommutator ; [Pa, Qg] in der
Quantenmechanik. (Bei unklarer Relhenfolge, z.B. bei Produkten PQ, ist
meist die hermitesche Kombination (PQ + QP)/2 korrekt).

Anmerkung 2: Es gibt eine zweite Methode, um von einem klassischen Sy-
stem mit einer Hamiltonfunktion # und zugehoriger klassischer Wirkung
S zur Quantenmechanik desselben Systems zu gelangen. Diese von Feyn-
man erfundene Pfadintegralmethode kommt sogar ganz ohne Operato-
ren aus ! Sie postuliert, dass die Wahrscheinlichkeitsampjitude dafiir, dass
ein Teilchen vom Punkt Z zur Zeit ¢ nach z’ bei ¢’ gelangt, proportional
zur Summe iiber alle Wege von Z nach 7’ ist, gewichtet mlr
jeden Weg. Man kann zeigen, dass dies zum KorrespondenzprinZip aqui-
valent ist. Etwas mehr dazu in der Vorlesung zur fortgeschrittenen Quan-

tenmechanik. Der Pfadintegralzugang wird hdufig in der modernen Viel-
teilchenphysik und in der Elementarteilchenphysik verwendet.

L4~
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.2.1 Teilchen mit Spin

3. Neutrales Spin-L Teilchen im Magnetfeld. Auf den Spin wirkt

A=—uBS = —u(B,4. +B,5,+ B,S,) (3.12)

B: externes Magnetfeld, experimentell vorgegeben (Kein Operator).
S: Spin-Operator

Dieser Hamilton-Operator wirkt z.B. im Stern-Gerlach-Experiment. Er ist
analog zur klassischen Energiefunktion eines Teilchens mit Drehmoment

in einem Magnetfeld, wobei es aber beim Spin keine entsprechende ele-

mentare Drehung gibt (s. Kap. 2.4).3

Der Zustandsvektor eines Teilchens mit Spin enthélt sowohl eine Ortsab-
hangigkeit als auch eine Spin-Abhéngigkeit. Der Zustandsvektor gehort
daher zu einem Produktraum aus Orts- und Spin-Abhédngigkeit. Es sei-
en |o) die Basisvektoren des Spinraums. Dann sind die Basisvektoren des
Produktraums [Z,0) = |Z) ® |0) = |z) ® |y) ® |z) ® |0) und ein
allgemeiner Vektor des Produktraums ist

W = Y [@ 6@ B0 = )+l G

o=T1,{

Die Wellenfunktion ist ¢(Z,0) = (Z,0|¢) = f,(Z).
Der auf das Teilchen wirkende Hamiltonoperator ist die Summe des Ha-

miltonoperators Gl. (3.12) fiir den Spin und von Hamiltonoperatoren im
Ortsraum wie Gl. (3.10) oder (3.11),

A= —uBS + —+7(0). (3.14)

Die Operatoren @ und P wirken dabei nur auf die Basisvektoren |Z) und

der Operator S nur auf die Basisvektoren |v).

3GL. (3.11) und (3.12) folgen beide aus der Dirac-Gleichung, der relativistischen Ver-
allgemeinerung der Schrodingergleichung.
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3.3. Schroédingergleichung fiir den Zustand

3.3 Schrodingergleichung fiir den Zustand

Aus der Schrédingergleichung (3.5) fiir den Zeitentwicklungsoperator lei-
ten wir nun die _dguivalenten Schrodingergleichungen fiir den Zustands-
vektor und seine Darstellungen her, insbesondere fiir die Wellenfunktion

Y(z, ).
Durch Anwenden von Gleichung (3.5) auf |¢(tp)) erhédlt man

Ld - an
ih 2 U(t,to)|¥(to)) = H Ut to)|¥(to)) .
[(®)) 2O

also die

SCHRODINGERGLEICHUNG FUR DEN ZUSTANDSVEKTOE

i ) = A 1) 315

Gleichung (3.15) ist die Schrédingergleichung fiir den Zustandsvektor [1(2)).
Wir konnen sie auch in einer Basis schreiben. Es sei z.B.

() = D ci(t) le;)

J

mit diskreten orthoenormalen Basisvektoren |e;) (z.B. ein diskreter Orts-
raum: |e;) = |z,)). Dann ist |c;(t)|* = |(e;|¢)|* die Wahrscheinlichkeit, zur
Zeit ¢t das Teilchen im Zustand |e;) zu finden. Die Schrédingergleichung
Gl. (3.15) wird dann zu

L d
ih = [(0)

mzﬁ\@:Zme

g
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

und nach Multiplikation von links mit (e;| zu
d "
—ai(t) = Y (el Hles) c(t).

J H;

In Vektorform geschrieben ergibt das die

SCHRODINGERGL. FUR DEN ZUSTAND, IN EINER DISKRETEN BASIS

ih%é’(t) - H-&t) (3.16)

wobei ¢ der Vektor der Entwicklungs koefﬁ21enten . ist und H die Matrix-
darstellung von H in der Basis |e;).

3.3.2 Kontinuierlicher Ortsraum: Wellenfunktion, Ortsope-
rator, Impulsoperator.

Besonders wichtig ist die (im Anhang ausfiihrlicher besprochene) konti-
nuierliche Ortsraumbasis. Die Darstellung des Zustandsvektors |¢(t)) in
der Ortsraumbasis {|Z) = |z)|y)|z)} ist durch die Koeffizienten (Z|y(t))
gegeben. Dies ist die

WELLENFUNKTION

Y, t) = (Z|Y(h)) (3.17)

Die Bedeutung der Wellenfunktion ist analog zum diskreten Fall: Das Be-
tragsquadrat |v(Z, 1)|? = |(Z]v)|? ist die Wahrscheinlichkeitsdichte dafiir, zur
Zeit t das Teilchen am Ort 7 anzutreffen. Das raumliche Integral uber diese
Dichte ’

_ / Bz [W(Z, )| (3.18)
v

ist die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t das Teilchen im Volumen V anzutreffen.
Man beachte, dass Z und ¢ in der Quantenmechanik unabhingige Variable
sind. Es gibt keine Trajektorie Z(¢), sondern statt dessen die Wahrschein-
lichkeitsdichte |v(Z,t)|2.
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3.3. Schrodingergleichung fir den Zustand

Wir fassen im folgenden kurz die Eigenschaften von Orts- und Impuls-
operator zusammen (s. Kap. A.6.4 und A.7.5).

Der Ortsoperator

oo

= (@.0,.0) = [ & 2 2@ (3.19)

— 00

hat drei unabhéngige kartesische Komponenten mit den Eigenwertglei-
chungen

Qo) = 2|8 (a=z,y,2) (3.20)
= QU@ = z,9%() 2 4([Q > (3.21)

Den Erwartungswert des Ortsoperators erhédlt man z.B. durch Einsetzen
der obigen Spektraldarstellung oder durch Einschieben eines Einheitsope-
rators:

Wl G ) = @l / &z |57 Olp) = / z (W13)(F| 7 |[¥)3.22)

—00
oo

= /df z |[Y(@)|?, (3.23)

— 0

also durch Integration von  mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-

te [¢(Z)%.
Der Impulsoperator (Kap. A.7.5)

B=(PBB) = [ @5 = —in [ @210 V(@ (329
hat ebenfalls drei unabhéngige kartesische Komponenten, mit
) = = 0
Pal) =palp) = Pat(@) = —ihg— 9@ (a=z,y,2) (325

————

Der Erwartungswert des Impulsoperators ist (Gl. (A.138))

(| B ) / P WI7) @ Plvy = —in / Bz @ Ve . (3.26)

U (f) ==
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren sind alle Null, bis auf
diejenigen zwischen Orts- und Impulsoperator zu jeweils derselben karte-
sischen Richtung:  (s:S. A69)

[Qa, 15,,] = iill, a=1z,y,2. (3.27)

Anmerkung: Der Ubersichtlichkeit halber werden wir meist nur den Fall
von 1 Dimension schreiben, mit einer einzelnen Raumkoordinate ,z”

und Impuls ,,p”, und dem Integral [ dz, so wie auch schon im Anhang.

—00

3.3.3 Schroédingergleichung im kontinuierlichen Ortsraum.

Die Schrédingergleichung (3.15) wird in der kontinuierlichen Ortsraum-
basis durch Multiplikation von links mit (7| zu

.
ih (& (t)

Die linke Seite ist die Zeitableitung der Wellenfunktion. Wir erhalten eine
allgemeine Form der Schrodingergleichung im Ortsraum

8 o0
i W(E L) = / A7 HE Z) $(F,1) (328)
mit H(Z ) ;= (ZH|F) . (3.29)

Diese Gleichung ist analog zu (3.16).

Wir betrachten in der Regel ein Teilchen der Masse m, das sich in einem
Potential bewegen kann. Der Hamiltonoperator ist dann nach Gl. (3.10)

> h

H= — +V(Q,t) .
2m ——r
bin, Ten! P B

(plus dem Term — u1§§, wenn das Teilchen einen Spin hat).
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3.3. Schroédingergleichung far den Zustand

Den Operator V(é, t) des Potentlals kann man mit Hilfe der Spektraldar-
stellung des Ortsoperators Q = f dz 7 |7)(Z| und des Spektralsatzes

schreiben:

X, X', X" : Variablennamen

V(G 1) = / aF V(@) @@ > @@ 0lF) = vEhy 0@ 7).
(3.30)

intdx V(x) <x"Ix> <xIx'> = intdxV(x) delta(x"-x) delta(x-x') = V(x') delta(x"-x")
Die Zeitentwicklung des Zustandes wird durch die zeitabhdngige Schro-
dingergleichung Von (3.28): intdx' <x1V(Q)Ix'> psi(x)
ih % W(t)) = A, 1) =intdx' V(x) delta(x-x') psi(x)
=V(x) psi(x)

beschrieben. In der Ortsdarstellung wird aus P d1e Ableitung —ih 5 und
man erhalt die
¢ {X / P / }V)

ZEITABHANGIGE SCHRODINGERGLEICHUNG IM ORTSRAUM

DY@ 1) = o VR(E, 1) + V(E D) V(E ) (3.31)
=

. 2 2
mit V2 = C%g =~ %2‘ S g7 = Laplace-Operator

Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist

:.2 - 2
Bun = (O] 5 hb()) = / &z 0" (7,1) 5o V? B(E1) (332)

und der Erwartungswert der potentiellen Energie

Bpe = ()] V(@,0) Iw(e) = l &2 V(EY @O . (333)
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.4 Stationarer Fall: Zeit-unabhidngiger Hamilton-
Operator

Wir haben die Zeitentwicklung iiber den Operator H ausgedriickt. Wir be-
trachten nun den besonders hdufigen Fall, dass der Hamiltonoperator sel-
ber nicht von der Zeit abhédngt. Die Spektraldarstellung (3.6) lautet dann

H = = > . En |¢n) (¢n| . Dies bezeichnet man als den stationiren Fall. Der
“Zeitentwicklungsoperator (3.9) vereinfacht sich dann zu

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR FUR ZEITUNABHANGIGES H

Ult,ty) = e #t-tA (3.34)

= >0 O o) (onl - (335)

n

Die Eigenwertgleichung® eines zeitunabhingigen Hamiltonop. H heisst

STATIONARE SCHRODINGERGLEICHUNG
e e e W
(EIGENWERTGLEICHUNG VON H.)

H |n) = En|pn) (3.36)

Die Gesamtheit der Eigenzustande des hermiteschen Operators H bilden
eine Basis des Zustandsraums mit den vorgegebenen Randbedingungen
(s. Kap. 4). Eine Losung |¢(t)) der Schrédingergleichung kann daher als
Linearkombination der Eigenzustande geschrieben werden:

ZERLEGUNG EINES ZUSTANDS IN EIGENZUSTANDE VON H

Z cn(t) [on) - (3.37)

*Im Ortsraum werden wir diese Gleichung in Kap. 4 behandeln.
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3.4. Stationarer Fall: Zeit-unabhangiger Hamilton-Operator

Wir behandeln zunachst de, dass sich das System zur Zeit ¢, in

einem normierten Eigenzustand [¢,,) befindet: ¢ (t)) = [¢m).

Mit dem Zeitentwicklungsoperator (3.34) erhalten wir die Zeitentwick-
lung

e K ()

= 3 e A on) (on
-l 5

|%(t))

— e HO-En gy

ZEITENTWICKLUNG EINES EIGENZUSTANDS IM STATIONAREN FALL“

[B(to)) = lom) = [$(t)) = e FCOE gy, (3.38)

Ein Eigenzustand von H ndert sich mit der Zeit somit nur um einen Pha-
senfaktor. In Erwartungswerten (¢ (¢)|O|v(t)) hebt sich dieser Phasenfaktor
heraus. Deshalb sind alle Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten be-

.o . . Z . . : /’
zuiglich dieses Zustandes zeitlich konstant < ‘f /62 / & /”/5))

Linearkombination von Eigenzustinden:

Eine allgemeine Wellenfunktion ist eine Linearkombination (3.37) und man
erhdlt die entsprechende Linearkombination von (3.38) fiir die Zeitent-
wicklung.

Eine Linearkombination von Eigenzustdnden eines Operators zu verschie-

denen Eigenwerten jst selber kein Eigenzustand !
Beispiel: Es sei H ;) = E; |¢;) mitveneinanderverschiedenen/,.

Die Linearkombination
= LY =0
14(0)) = c1|¥1) + calbr)

ist kein Eigenzustand von H, denn- wennE ungleich E2

H(p(0)) = Ercilh) + Excalyn) # E[4(0)).
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Zeitentwicklung dieses Zustandes lautet (E1 darf jetzt auch gleich E2 sein)
@) = e [(0) = AP e ) + e o [vy)
=3 e—%Elt (Cl |w1> + e‘%(EQ‘El)t Cs ‘w2>) (3.39)

Sie enthalt einen globalen Phasenfaktor eﬂ. Ein solcher Faktor hat ge-
nerell keine physikalische Bedeutung, weil er sich in Erwartungswerten
(1(t)|O[2(t)) mit seinem komplex Konjugierten heraushebt. Dies ist die
sogenannte ,globale U(1) Eichsymmetrie” der Quantenmechanik.’

Dagegen bewirkt die zeitabhingige Phasendifferenz e —#(B1- )t in Gl. (3.39)
zeitliche Oszillationen in Erwartungswerten (siehe z.B. Kap. 4 und 8).

(22.3.2021,
Gesamtenergie: Im stationiiren Fall ist der Erwartungswert des Hamilton- ohne Seiten 61-66)

operators (so wie in der klassischen Physik die Hamiltonfunktion) gleich
der Gesamtenergie des Systems im Zustand |¢(t)).

GESAMTENERGIE: ERWARTUNGSWERT DES HAMILTONOPERATORS
IM STATIONAREN FALL

Beispiel (wie oben): 1) =wc.1‘|¢1>+02 o) = E = (wlﬁi@ =

Die Gesamtenergie ist zeitlich konstant, weil der Hamiltonoperator im sta-
tionaren Fall mit dem Zeitentwicklungsoperator (3.34) kommutiert: > ]_,
H utd) 20

WO HE)) = (W(te)|TT (¢t to) HU (L, to) [ (te)) = ((to)| H|¥(to)) (3.41)

Die zeitliche Konstanz gilt auch, wenn H zeitabhingig ist, aber alle H(t)
mineinander kommutieren, wie in (3.9).

5M1t der Kopplung (3.11) an das elektromagnetische Feld ist die Quantenmechanik
auch unter den ,lokalen Eichtransformationen” A, — A, + 8 ®(z,t) der Elektrodyna-
mik invariant.

Rgchnung zum Beispiel unter Gl. (3.40): | psi > =c1 11> +¢212> mit <112>=0, <111>=<212>=1, und H=sum_j E_j Ij> <jl
(Eigenzustande von H hier der Kiirze halber mit |j> bezeichnet)

<psil Hlpsi> = (¢1* <1l +¢2*<2l) (sum_jE_j 1j><jl) (c111> +c212>)

= (e1*<1l +c2*<2l) (E1c111> + E 2 c2 12>)

= c¢1*c1 E1 + c2*c2 E_2
(gleiches Ergebnis mit zeitabhangigen Phasenfaktoren exp(-(i/hquer) (t-t_0) E_j) c_j stattc_j:
Der Phasenfaktor fallt bei c_j* c¢_j wieder weg.
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3.5. Zeitabhangigkeit von Erwartungswerten

3.5 Zeitabhingigkeit von Erwartungswerten

Wir berechnen nun die Zeitabhéangigkeit der Erwartungswerte eines Ope-

rators. Der Hamiltonoperator darf wieder zeitabhéngig sein.

3.5.1 Kommutierende Hamiltonoperatoren

Die Hamiltonoperatoren sollen zu allen betrachteten Zeiten kommutieren,
[ﬁ ts ﬁ tll — O

Wir betrachten zunéchst einen Operator A, der nicht explizit zeitabhén-
gig ist und mit allen H, vertauscht:

[/i, ﬁt] — 0 .

Dann bleibt der Erwartungswert von A zeitlich konstant:

t

@) Ap(0)) = (@to)le™ s H4 Aemhfs Fro = (u(to)| A (to)) -

In Kurzform:

[/

Nicht explizit zeitabhdngige Observable, die mit H vertauschen,
sind Erhaltungsgrofen” 4. £ rwasdf w/ ’

7z f /(M/L./

Beispiele sind etwa der Impuls in einem translationsinvarianten System,
der Drehimpuls in einem rotationsinvarianten Fall, oder die Gesamtener-
gie bei einem nicht explizit zeitabhdngigen Hamiltonoperator.

Wir erlauben nun auch eine Zeitabhangigkeit der Observablen A, . Alle

eratoren A, und alle f; sollen kommutieren. Dann gibt es eine gemem-

(siehe KapA8.2)  sgme Basis von Eigenvek lir alle A, und H,. Wir fithren zur Zeit ¢, eine
Messung mit dem Operator A,, durch. Danach ist das System in einem

Ezgenzustand la) von At, d.h. A, |a) = a(t)|a). Dieser Zustand ist in der
gemeinsamen Basis auch Eigenzustand von H,, d.h. A, |a) = E,(t) |a). Die
Zeitentwicklung nach der Messung lautet daher

[W(t)) = e A duo Balndm gy
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

("Stérung": ein Hamiltonoperator, der doch nicht mit A kommutieren wiirde)
Das System bleibt som:i_t, wenn es nicht mehr gestdrt wird, bei kommutieren-
den Operatoren nach der Messung fiir alle Zeiten im Zustand |a) und erhalt
nur einen zeitabhdngigen Phasenfaktor.

3.5.2 Allgemeiner Fall

Wir berechnen nun allgemein die Zeitentwicklung der Erwartungswerte
eines Operators A,, der auch eine explizite Zeitabhangigkeit haben darf

(unterer Index).

d d Kettenregel anwendbar !
— (A= — HIA t Zu sehen durch zwischenzeitliche Einfiihrung einer Basis; dann treten normale Funktionen
dt __tZ dt W)()l_tlw()z auf, fiir die man die Kettenregel anwenden kann.

= (FWwon)advo) + woli(Feo) + wol(Zi)wo

Wir setzen die Schrodingergleichung
5 d 2
ih <10 () = Hlu()

und die dazu adjungierte Gleichung (unter Benutzung von A, = H,)  (weil Hhemiteschist

d >
~in (o)) = (I,
ein:
F) = wol(Fd)wo) + ¢ (@Ol - WOl )

| S

WO e Ad b (2))

— WOl FA)0) - FOA )

oder anders geschrieben

ZEITABHAN(}IGKEIT VON ERWARTUNGSWERTEN

d , - Voee = d -
gi(At> = ﬁ([HuAt])‘:' ((EAt) {“" . (3.42)
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3.5. Zeitabhangigkeit von Erwartungswerten

3.5.3 Beispiel: Spin-Pridzession

Wir untersuchen die Zeitabhdngigkeit des Spin-Erwartungswertes fiir ein
Teilchen mit Spin 3 in einem &ufleren Magnetfeld. Das Feld soll in z-Richtung

zeigen. ( u,(.‘..ﬁzv,’ ] v
ﬁ _u . g . § — —IJ, (BIS’I + Bygy + BZ‘SA'Z)
B = B¢, = H=-uBS,

Die Stirke B des Magnetfeldes ist hier ein Parameter und kein Operator.
(In der Quantenelektrodynamik wird spéater auch das elektromagnetische
Feld tiber Operatoren beschrieben.) Wir untersuchen, wie sich der Erwar-

tungswert SS’Q; zeitlich verdndert, mit a = 1,2, 3 oder z,y, z. Gemafd GI.
(3.42) gilt, da 5.5, =0

d A § el
E(Sa> - _ﬁqsmH])

[S'a, H | enthédlt den Kommutator von zwei Spin-Operatoren, den wir aus
GL. (2.34) kennen:

Summe_beta

[S’a,ﬁ] = —u-B [SQ,SZ] = —p-B-ih €. .5'5 (Summationskonvention !)
A ———

Einsetzen ergibt

d . =
E<Sa) = _/'LB Eazp (‘55) - (343)
Bei o = z verschwindet der e-Tensor. Daher ist 4 (S,) = 0.

Eine erneute Zeitableitung liefert fiir a # 2

d

= —pBeqzp a(gﬁ> - _(:U’l;)2 €azp 6725(»?7) o —(UB)2<SQ>
P g—— S
L _ﬂBE,Bz‘y(S‘Y) !
= (8,) =  C,cos(uBt) + D, sin(uBt)
d .
&(Sa) = —CouBsin(uBt) + D,uB cos(uBt)
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Zum Zeitpunkt t=0 folgt 24 (S,)(0) = D,uB.
Andererseits gilt nach GI. (3.43) —?:(Sa)(O) = —uB €4.5 (Sp)(0).
Daraus folgt D, = —¢q4.5 (S3)(0).

Die allgemeine Losung lautet somit (Summationskonvention)

(8a)() = (Sa)(0) cos(uBt) + €ap: <Sﬂ>(0) sin(uBt)
bzw. fiir die einzelnen kartesischen Komponenten

(Se)(t) = (S2)(0)cos(uBt) + EzﬂZ<§ﬁ>(0) sin(uBt)
%,—/
(Sy)(0)

= (8:)(0) cos(uBt) + (S,)(0) sin(uBt)

(Sy)(t) = (5,)(0) cos(uBt) + £yz.(S.)(0) sin(uBt)
= ($,)(0) cos(uBt) — (S.)(0) sin(uBt)

(5:)(t) = (S:)(0)

In Matrixschreibweise vereinfachen sich die Ausdriicke zu

() (1) cos(uBt) sin(uBt) 0 [ (3:)(0)
(S)(t) | = | —sin(uBt) cos(uBt) 0 )| (3,)(0) [(344)
(S:)(1) 0 0 1/ \ (500

und man erkennt eine Prdazession: Der Vektor der Erwartungswerte SSZ ro-

tiert mit einer Winkelgeschwindigkeit der Grofle uB (Larmorfrequ‘énz)
um die Richtung des Magnetfeldes ! Man beachte aber, dass jede Einzel-
messung einer Komponente des Spins immer nur einen der beiden Wer-
te_h/2 oder —h/2 liefern wird. Um GI. (3.44) experimentell zu iiberprii-
fen, muss man daher sehr viele Einzelmessungerl durchfiihren, mit immer
gleicher Praparation zur Zeit ¢ = 0, und fiir mehrere Zeitabstéande ¢ je-
weils Mittelwerte vieler Messungen berechnen. Auf diese Weise konnte
Gl. (3.44) tatsachlich experimentell bestédtigt werden. A
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3.6. Schrodinger-Bild und Heisenberg-Bild

3.6 Schrodinger-Bild und Heisenberg-Bild

Bisher haben wir die Zeitabhingigkeit des Systems durch Veréinderung

des Zustandsvektors beschrieben.

) — @) = Ulv)

Die Operatoren bleiben dabei unverdndert. Dieser Zugang zur Quanten-
mechanik wird Schrodinger-Bild genannt.

Dieses Vorgehen ist allerdings nicht die einzige Moglichkeit. Man erkennt
das, wenn man untersucht, wie sich physikalisch beobachtbare Gréf3en,
namlich Matrixelemente von Operatoren O, unter einer unitiren Transfor-
mation verhalten:

(V1] Olv2) — (1|UTOUw)

Denselben Wert des Matrixelements erhalten wir, wenn wir alternativ die

Zustdnde festhalten und stattdessen die Operatoren transformieren.
0 5 Oo=U00 . (3.45)

Diesen Zugang nennt man Heisenberg-Bild.

Fir die allgemeine Beschreibung lassen wir auch Operatoren ét zu, die
schon im Schrodinger-Bild eine explizite, von auflen vorgegebene Zeitab-
hingigkeit haben (z.B. eine Rotation des Messapparates), was durch den
unteren Index ¢ gekennzeichnet wird. In den meisten Féllen gibt es keine
solche Zeitabhéngigkeit; dann ist O, = O zeitunabhingig.

In der allgemeinen Definition geht man zu einem Zeitpunkt ¢, von dem
einen zum anderen Bild tiiber. Bei ¢y sollen beide Bilder gle.ich sein.

SCHRODINGER- UND HEISENBERGBILD

Schrodingerbild: | (t)) = U(t, to) [4(to)); OF = OH(ty)

Heisenbergbild: |¢) = |¥(ty)); O (t) = U'(t,te) O (o) Ult,to)
(3.46)

(”«;/}" /Arh.%/
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Den Schrodinger-Operator Of schreibt man in der Regel kiirzer als O,, mit
weggelassenem Index S. Er hangt nur iiber den unteren Index von der Zeit
ab. Der Heisenberg-Operator O (t) hiangt sowohl explizit iiber den unte-
ren Index als auch zusitzlich iiber den Zeitentwicklungsoperator des Sy-

stems von der Zeit ab. Sowohl beim Schrédinger-Operator als auch beim

4

Helsenberg-Operator schreibt man allerdings oft den unteren Index ¢ nicht A

mit.

Wegen

~ ~

AR BHCH .. = U'ASU U'BSU UICSU... = U'ASBSC®...U,

oder allgemeiner
(AEyn (BHEY™ (CHY ... = UY(ASM(BS)™(CS)...U
gilt fiir beliebige in Potenzreihen entwickelbare Funktionen:
JCAH B GH,. ) = U1 f(AS,BS, 65,00 . (347)
Insbesondere gilt fiir Kommutatoren

(A", B") = U' A%, B%)U. (3.48)

Der Kommutator zwischen Orts- und Impulsoperator ist deswegen im
Schrodingerbild und im Heisenbergbild gleich:

[QF,PH) = U [QS,P5)1U = ihd.p 1. (3.49)

Wir leiten nun die Bewegungsgleichung fiir die Heisenberg-Operatoren
her.

d - d ——
Eoﬁ'f = a(UT(t,to) o; U(tatO))
d - N d ..
= | =U'(t, ) )OF U(t,te) + Ul(t,t0) 07 | -U(t, to)
dt dt
d = :
+ 01(tt0) (507 ) 00,0
Mit dU(t to) = ——HtU und dtU (t,to) = +3 UTHt (wegen H] = H,) ergibt
zum Beispiel der erste Summand ¢
. st e e o 1 M Pl P
,—iU*HtOfU — ﬁyTHtUgf o7 U
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3.6. Schrédinger-Bild und Heisenberg-Bild

Der zweite Summand ist analog. Es folgt die Schrédingergleichung im
Heisenbergbild:

BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR OPERATOREN IM HEISENBERGBILD

d

O = LIAH (), 0 (1)) + U (t,to) %Of U(t, to) (3.50)

h

[AS,05] + —05) Ul(t,to) . (3.51) ""“IJ

= Ot t) (
¢y

e

Die meisten Operatoren, mit denen man es in der Quantenmechanik zu
tun hat, sind nicht explizit zeitabhidngig. Dann fallt der zweite Summand
weg. Der Hamiltonoperator selber ist meist entweder nicht explizit zeit-
abhingig oder die explizite Zeitabhdngigkeit ist so, dass s [H2, HS] = 0. In
diesem Fall gilt mit Gl. (3.9)

. i fHSdr —+ [HEdr o
AE@t) = ¢ HAfe o = Hf
Ut U
(A, HS)=0 = HE@®t) = HS (3.52)

Man beachte, dass diese Bemehung nur fur Ht als Ganzes gilt, aber nicht A
einzeln fiir Summanden wie P2/2m oder V(Q).
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.6.1 Ehrenfest-Theorem: Teilchen im zeitunabhangigen Po-
tential V (7)

Wir behandeln die Bewegung eines Teilchens in einem Potential V'(Z),im
Heisenbergbild. Den Index S fiir das Schrodingerbild lassen wir jetzt meist
weg. Ab sofort werden wir den Ortsoperator auch mit den Symbolen X, Y, Z
bzw. X, X5, X3 schreiben. Der Hamiltonoperator lautet damit

A p? P2+ P2 + P? 5B
HS _— % + V(X) == 2 2T2rl _ + V(Xl,Xg,Xg)

Die Ortsoperatoren und die Impulsoperatoren und damit auch HS selbst
hiangen nicht explizit von der Zeit ab. Daher gilt mit (3.52) und (3. 47) auch
( ﬁH )2 - a =€ r /’ é

o H
i ~>[h’,a]¢&

e

i = BY = T HS0 =

Wir benutzen nun die Beziehungen (A.152) und (A.153) aus dem Anhang:

o

2.P), Ba] = 2, P B
[ f(Q )—] i %f(Q ) » X 5a
o i o = = o ~
[Q_ 9(Q,P)] = ma—P—g(Q P) ,

o
-— o

jetzt mit g(é, 5) — H*Y. Gleichung 3.50 ergibt dann

d i [am ¢ OH"Y =
—XHt) = — |HA, XY = —— = =. :
axiw - |k - 25 - = (353)

Alternativ kann man mit Gl. (3.51) rechnen, mit demselben Ergebnis.

Genauso erhalten wir

BN i [.n e P ov(@Y)
=P® = [H P} g (3.54)

Die Gleichungen (3.53) und (3.54) zusammen zeigen:
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3.6. Schrodinger-Bild und Heisenberg-Bild

Fiir ein Teilchen in einem zeitunabhangigen Potential V' (7) erfiillen die
Heisenberg-Operatoren die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen
(+> Korrespondenzprinzip).

Durch Einsetzen der beiden Gleichungen ineinander folgt auch die

NEWTONSCHE BEWEGUNGSGLEICHUNG FUR DEN ORTSOPERATOIE

mzl?)A(H = <Weu V(XT) (3.55)

Die gerade hergeleiteten Gleichungen gelten fiir Operatoren. Messbar sind
aber nur Eigenwerte (Einzelmessung), und daraus erhaltene Mittelwerte, die dann

zu den Erwartungswerten konvergieren. Wir erhalten aus Gl. (3.55) eine Glei-

chung fiir physikalisch zugangliche Grofen, indem wir auf beiden Seiten
den Erwartungswert mit dem Heisenberg-Zustand |¢) = |¢(t;)) bilden.

Weil dieser Zustand zeitunabhangig ist, konnen wir die Zeitableitung vor
den Erwartungswert ziehen und erhalten:

EHRENFESTSCHES THEOREM

m— (Xa) = (—— V(X)) (3.56)

Dies ist ein Theorem zu Erwartungswerten und daher unabhingig da-
von, ob Rechnungen im Schrédinger- oder im Heisenbergbild durchge-
fiihrt werden. Gl. (3.56) sieht fast aus wie die klassische Bewegungsglei-
chung. Man beachte aber, dass links ein Erwartungswert abgeleitet wird,
wihrend rechts die Ableitung innerhalb des Erwartungswertes steht.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Beispiel: Kriftefreier Fall

Im kraftefreien Fall ist das Potential V' (z) rdumlich konstant. Dann ergibt
Gl. (3.54) (mit der Wahl t, = 0)

d =

Epf(t) =0 = P£N9 = KW =7F
d on e PH(t) - 1
aXa (t) 333 m a E .

Durch Integration erhalten wir
XH1t) = XS54+ PS -4 (3.57)
m

Diese Gleichung sieht aus wie die erwartete lineare Bewegung in der klas-
sischen Physik, gilt aber wieder nur fiir Operatoren. Physikalisch beobacht-
bar sind Erwartungswerte:

(RE@) = WOIXLOwO)
= WOIXZWO) + WO)IBSIH0) . (359)

die nun ebenfalls die erwartete lineare Beziehung ze—ig'en. Aus Gl. (3.57)
leitet sich allerdings eine interessante, klassisch nicht zu verstehende Ei-
genschaft her:

!

KO, X)) = [(Ka+ Bas), (Ks + Py)

’

m?2

N o  JPPR tt' 2
= [M+E[P0’XB]+E[XQ7PB]+ [M

t'_t[f(,,,ﬁﬂ] = maa,jﬁ.

m

Die Ortsoperatoren zu verschiedenen Zeiten vertauschen daher nicht mehr
miteinander ! Daraus folgt mit Gl. (A.160)  (unschérferelation)

AQu(1) AQu(0) > 70 3.59)

Das bedeutet, dass zwar der Erwartungswert des Ortes der klassischen Be-
wegung folgt, aber seine Unschirfe AQ, (1), d.h. die Streuung der Einzel-
messwerte, mit der Zeit immer weiter anwéchst. Das klassische Konzept
der Trajektorie existiert somit in der Quantenmechanik nicht me_hg, selbst

bei einem freien Teilchen ! Wir konnen den Ort des Teilchens nicht mehr

zu allen Zeiten beliebig scharf angeben.
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3.6. Schrodinger-Bild und Heisenberg-Bild

Quadratischer Fall

Die Situation vereinfacht sich gegentiber einem beliebigen Potential, wenn

V( ):(’ ) hochstens quadratisch ist. Wir betrachten der Einfachheit halber den
harmonischen Oszillator in 1 Dimension mit dem klassischen Potential
V(z) = Vo + %22, entsprechend quantenmechanisch

. k -
V(X)=Vo+=X2.

T B
Aus dem Ehrenfestschen Theorem wird hier

. %) 0 )
m=5{X) = <_8—f( V(X)) = —k(X) = - FB)

V((X)). (360

Die erste Beziehung ist das Ehrenfest-Theorem, die zweite folgt durch Ein-
setzen des quadratischen Potentials, und die letzte Beziehung folgt, weil
hier auch ﬂ/ﬁ%ﬁ = k (X) gilt. Fiir ein beliebiges hochstens quadratisches
Potential erhdlt man analog

"L

o (Xa) = V(X))

0
— W

Im hochstens quadratischen Fall gilt somit fiir den Erwartungswert (X)
die klassische Bewegungsgleichung !

Dagegen erfiillen die Einzelmesswerte keine solche Beziehung.

fiir < X >
Man beachte, dass die klassische Bewegungsgleichung nicht mehr zutrifft,

wenn das Potential hohere Potenzen von z enthilt, weil im Allgemeinen

(X™) # (X)". Zum Beispiel ist bei V = X3:

d ) = 3R £ ) = —Lv(A
T ad el ke d(X)V(<X>)'

11.5.2023
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