
Kapitel 3

Zeitentwicklung

Bisher haben wir uns mit Momentaufiiahmen befasst. Ein wesentliches
Anliegen der Physik ist es aber, vorherzusagen, wie sich der Zustand ei-
nes Systems entwickelt. Ftir die Quantenmechanik heiBt das:
Zustand zur Zeit i > i

Wie sieht der
ag|±§,wenner:1:±|±r±Zeitt=tobekanntist?

3.1    Zeitentwicklungsoperator

Die Norm des Zustandes muss zu allen Zeiten Fins sein

(dy(t)lay(t))     -     1, (3.1)

denn die Norm ist reell und I (dy(t) |dy(t)) |2 ist die ,,Wahrscheinlichkeit, das
Teilchen im Zustand |dy(t)) zu finden, wenn es im Zustand |dy(t)) ist''. Die-
se Wahrscheinlichkeit ist nattlrlich gleich Eins. Die Zeitentwicklung wird
deswegen durch einen unitaren Operator beschrieben:

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR I/(t, tn),

ldy(t))     -    U(t,to)   Idy(to))   .                                             (3.2)
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und  (Postulate S.35)
I< a_j I psi(t) >I^2
ist die Wahrscheinlichkeit,
bei einer Messung des 
Zustands Ipsi> den
Zustand Ia_j> zu finden.

Dazu müssen Ipsi> und Ia_j>
normiert sein.



3.1. Zeitentwicklungsoperator

Die Unitaritat Dtt/ = fl sichert, dass sich die Norm von |dy(i)) nicht andert:

(dy(t)  lay(t))   ±   (dy(to)I  (a(t,to))tJ(t,to)  lay(to))   =   (dy(to)  lay(to))

Wir verlangen sinnvollerweise, dassdie Zeitentwicklun araten Zeit-
schritten= durchgefuhrt werden kann, d.h. es soll die folgende Gruppenei-
geuschaft gelten :

0(t2.to)=0(t2,ti).3(ti,to)

Urn giv(t, to) zu bestimmen, betrachten

(3.3)

wir eine infinitesimale Zeitentwic
!!±EgiMan kann I/ in eine Taylorreihe entwickeln,

D(to+d€,±o)    -fl- Hdi+..., (3.4)

wobei der Faktor (-i) eine Konvention ist.
Der operator fr wird Hamilton-Operator genannt. Er beschreibt das Ver-=
halten des Systems bei kleinen zeitlichen Anderungen und ist das Ge-_T __ _

genstiick zur Hamiz±Q_r|f¥nktion in ±E_I
Unitaritat von giv folgt, dass

klassischen Mechanik
H hermitesch ist, derm

fl ±    ¢t(£o+dt,to)   a(±o+d!,to)

=    (fl  +  ;frtdt)   (fl  _  ;frdt)   +   O((d£)2)

=   fl  +  ;  (jlt  -j})  dt   +   o((dt)2)

i   fl  -  HT

Aus Gleichung (3.3) folgt

tr(i+di.to)
_.

0(t#,to) -ti(i,to)  --

(s.u.). Aus der

&g+di't).ti(t,to)

(fl - :j}dt) a("o)   +   a ((dt)2)

0(t't°) -±hH ti(t,to) di   +   0 ((d±)2)

-±hfro(t,to,41
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Dies ist ein Differentialquotient], und wir erhalten die

SCHRODINGERGLEICHUNG  FtJR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

±h3tio(t,to)   =   f i. a(i,to)                                  (3.5)

Anmerkung: Durch vorgegebene aufere Felder kann der Hamilton~Qi±±
rator fr eines S stems selbst zeitabhan ig_ se_i_nf so wie auch in klas-
sischen Systemen der Erzeuger der Zeitentwicklung (H¢m!.Jfo7t-Fw7tkfz.o#)
zeitabhangig sein kann. Fine so]che cAfz7Jz.zzte Z€t.£4Z7ho77gr.eke_i.i schreibt man
auch oft mit einem unteren Index wie ,,Hi'. Win werden der tJbersicht-

werm fl1ichkeit halber die Zeitabhangigkeit meist nicht explizit notieren.
keine explizite Zeitabhdngifkeit hde_en darf (sofenannter ,,stationdrer Fall" ) , wer=
den wir dies ausdrtlcklich erwdhnen.

_____

3.1.1    Formale L6sun rdenzeitentwicklF_pg_§opera±g|

Die Gleichung (3.5) kann man formal 16sen, in einer ftir Anwendungen off
ntitzlichen Form. In diesem Abschnitt schreiben wir die Zeitabhangigkeit
von fr(t) ausdrticklich mit. Wenn fr explizit von der Zeit abhangt, gilt im
allgemeinen i 0. Wir betrachten nur den haufigen Fall, dass
alle Hamiltonoperatoren kommutieren: Hat),fl(t2) = 0 fiir alle Zeiten
ti, €2 im Intervall to bis t. Dann kann die Bewegungsgleichung nit dem
Ansatz

0(tito)=e-%f:oH(T)dr

gel6st werden.
1 Das quantenmechanische System ist von weiteren Parametern, wie z.B. seiner Gr6Be

:::::E;a.£tiT:enT]:;rt£:::s:aAnb:::g::ekez£:i::::::sg£:gh±:gte:,x;:::t£:nunw:r#fetftb[.£,¢stc#:;:
Mit beiden Schreibweisen ist dasselbe gemeint ! Gleiches gilt ftir den HamiltonT5Tperator,
den Zustahdsvektor, etc.. Man wechselt zur Schreibweise £, wenn die betrachtete Funk-
tion ausdrticklich von mehr Argumenten abhangt, insbesondere bei der Wellenfunktion
dy(a)'t).
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Allgemeiner Fall:
siehe Kap. A.13
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N.B. In der klassischen Mechanik gibt es eine Trajektorie x(t). Deswegen muss man
beim Ableiten von Funktionen f(x(t),t) nach t spezifizieren, ob auch nach dem 1. Argument abgeleitet
werden soll.
In der Quantenmechanik sind x und t unabhängige Variablen, die getrennt in der Wellenfunktion
 psi(x.t) auftauchen.Es gibt hier kein x(t).



3.1. Zeitentwicklungsoperator

Bczuee.s.. Die Hamiltonoperatoren j}(t) sind alle hermitesch. Zu jedem Zeit-
LI

punkt t haben sie deshalb eine Ei enbasis
E7i(t) |p7t(t)) und reellen Ei8enwerten E7L(t).2

Da die Hamiltono eratoren alle vertauschen,

'  mit  H(t) lapn(I))   -

[j}(ti), j}(t2)]  =  0, k6nnen
sie gemeinsam diagonalisiert werden (s. Anhang, Theorem A.8), d.h. die
Eifenbasis karm unabhan vont gewahlt werden. Dann hangen nur die
Eigenwerte E„(t) von der Zeit ab. Die Eigenvektoren k6nnen auch ortho--`
normal gewahlt werden. Dann lautet die

SPEKTRALDARSTELLUNG

KOMMUTIERENDER HAMILTONOPERATOREN____-

j}(t)   =   Z=  En(±)   lq9n)(apn|.                                         (3.6)
7}

Aus den Spektralsatz  (A.61c) folgt
tors:

/^(j}(t)) -Z=
n,

ftir Funktionen des Hamiltono

/(E77(t))    lapn)  (ap7Ll

Insbesondere gilt ftlr obigen Ansatz

0(±,to)  =  e-i/ttofr(T)dr   =   I  e-i/ttoEn(T)dr   |q977)  (ap77|
n

und er erftillt in der Tat die Schr6dingergleichung (3.5):

bh-ko(i,to, €_i /tto En(T)CZT    |qon)  (qo7tl

n

HBJBe-±hf:off(i)dr

fr(i)0(t,to)

(3.7)

(3.8)

2Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir eine diskreten Index n der Eigenwerte
E7t an. Der Beweis kann direkt auch auf kontinuierliche Eigenwertspektren vera|lgemei-
nert werden.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Mit der Anfangsbedingung D(to, ±o) = fl folgt wie behauptet der

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

BEI KOMMUTIERENDEN  HAMILTONOPERATOREN

a(t,to)   =   ei/£tofr(ndT   =   Z=  e-i/ttoEn(T)dT   |apn)(apn|.           (3.9)
n

Im einfachsten und wichtigsten Fall, namlich dass fr nicht vona-t _iiiiiiE
3 (i , to) = e~ ±h(i-to)H

der Zeit

Diesen Fall behandeln wir in Kaoitel 3.4 weiter.

Im schwierigsten Fall, wenn  [j}(ti), fr(t2)]  ± 0, kann die Gleichung (3.5)
formal tiber die sogenannte Dyso7t-Rc2.fee aufsummiert werden, bei der man
die Operatoren in der Potenzreihenentwicklung von (3.9) zeitlich ordnet,
deren Behandlung aber tiber den Rahmen dieser Vorlesung hinausgeht.

3.2    Korrespondenzprinzip: Der HamiltonoT}era-
tor ftlr einige wichtif e Svsteme+i-

Es zeigt sich, dass der Hamilton-OoeratQ_r eines quantenmechanischen Sy-
stems direkt zur Hamiltonfunktion des entsprechenden klassischen Sy-
stems korrespondiert. Man erhalt ihn, indem man dieOrtskoordinaten 5
durch den Ortsoperator G und die Impulskoordinaten p- durch den Im-
Dulsoi)eratorfersetzt.Zum-BeispielwirdauseinemPotentialV(ff)=k;;
der Operator V(a)  =  k G2. Der Ort wird somit durch den im Ortsraum
diagonalen Operator und der Impuls durch den im Impulsraum diago-
nalen Operator ersetzt ! Diese Ersetzung (,,Kor7iespo7?¢c7tz "I-
sichtlich. Sie ist letztlich durch den Erfolg gerechtfertigt.

Durch diese Ersetzung erhalten wir den
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3.2. Korrespondenzprinzip; Wichtige Hamiltonoperatoren

HAMILTONOPERATOR  FtJR EINIGE  WICHTIGE  SYSTEME.cO

1.  Teilchen imig3iteL44]th]aiz14dr4a Potential

-
H-kfe:V#l (3.10)

2--  f±±194±11±±12il±||±!|i±±_a_yf oeren elektromagnetischen F eld

H=tf_eft3,t]f+ept6,t]2m (+S(~Of ,)         ,SID+);e:Elektronladung-A+:Vektorpotential(magn.Feldj5=rot A

4o :   Skalarpotential (el. Feld £ = -gradp -£A-)

A77merk#7ig I,. Das Korrespondenzprinzip tibertragt sich auch auf verall-__-~
£emeinerte Koordinaten pQ u:T_q €4. im Hamilton-Formalismus der klassi-
schen Mechanik. Sie werden durch verallgemeinerte Operatoren PQ und
G4 ersetzt, die Vertauschungsrelationen wie die normalen Orts- und Im-
pulsoperatoren gehorchen. Dies entspricht dem frsefzc7t dcr Poe.sso#kJ¢7"-'   I"--`    :==-t

¥_orpperttq±qrrfe_durch den
Qow7tfc»77zecho77z.k,(Beiunkiiierki=iLtrf6i§EJTZTBL-t>ai-rioTa=ukfei=
mmer_{pa7qB+derklassischen__M_gffe.a_It|k_

meist die hermitesche Kombination (PG + GP)/2 korrekt).
A7irHerk"7zg 2.. Es gibt eine zweite Methode, urn

' _g4| I.^72 der
PQ, ist

von einem klassischen Sy-
stem mit einer Hamiltonfunktion ff und zugeh6riger klassischer W!.rk"7i

i zur Quantenmechanik desselben Systems zu gelangen. Diese von Feyn-
man erfundene Pfadintegralmethode kommt sogar anz ohne 0 erato-
ren aus ! Sie postuliert, dass die WahrscheinlichkeitsampE_tuL±£ da fur, dass

_

ein Teilchen vom P.unkt 5 zur Zeit t nach 5' bei €' gelangt,
zursummetiberalleJAieggeL±a|hLfl±S_t±
jeden Weg. Man kann zeigen, dass dies zum .

gewichtet mi

valent ist. Etwas mehr dazu in der Vorlesung zur fortgeschrittenen Quan-
tenmechanik. Der Pfadintegralzugang wird haufig in der modernen Viel-
teilchenDhvsik und in der Elementarteilchenohvsik verwendet.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.2.1    Teilchen nit s

3.  Neutrales Spinl® Teitchen im Magnetfeld._ Art 4g]1i]2j]11±2j]4§±

H --pB§   --u(Bees.+Busy+BzSz)               (3+2:)
-

8: extemes Magnetfeld, experimentell vorgegeben (Kc2.7t Opertzfor).-
j: Spin-Operator

Dieser Hamilton-Operator wirkt z.B. im Stem-Gerlach-Experiment. Er ist
analo zur klassischen Ener iefunktion eines Teilchens mit Drehmoment
in einem Ma etfeld, wobei es aberbeim Spin keine entsprechende ele-
mentare Drehung gibt (s. Kap. 2.4).3

Der Zustandsvektor eines Teilchens mit S in enthalt sowohl eine Ortsab-
hangigkeit als auch eine Spin-Abhangigkeit. Der Zustandsvektor geh6rt
daher zu einem Produktraum aus Orts- und Spin-Abhangigkeit. Es sei-
en |cr) die Basisvektoren des Spinraums. Dann sind die Basisvektoren des
Produktraums   |5,cr)   =   |5)   ®   |cr)   =   |ff)   ®   |gr)   ®   |2;)   ®   |o-)   undein
allgemeiner Vektor des Produktraums ist

'¢' -- EJ_d5  /a(5)   |5,cr)     =    |dyt)   +   |dy+).                (3.13)

Die Wellenfunktion ist  dy(5, cr (co+,cr|dy)    --    f a(5).

Der auf das Teilchen wirkende Hamiltono erator ist die Sw7#"c des Ha-
miltonoperators Gl. (3.12) fur den Spin und von Hamiltonoperatoren im
Ortsraum wie Gl. (3.10) oder (3.11),

-
P2H---uB`i+=i+V,6,. (3.14)

Die Operatoren G und ¢ wirken dabei nur auf die Basisvektoren |5) und
deraperatorsnuraufdieBasisvektoren|o).

3Gl. (3.11) und (3.12) folgen beide aus der Dirac-Gleichung, der relativistischen Ver-

allgemeinerung der Schtodingergleichung.
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3.3. Schr6dingergleichung fHr den Zustand

3.3    Schr6dinger£1eichung ftir den zustand

Aus der Schr6dingergleichung (3.5) fiir den Zeitentwicklungsoperator lei-
ten wir nun die #c7wi.zJczze7'!£e7'i  Schr6dingergleichungen fiir den Zustands-
vektor und seine barsteuungen her, insbesondere fur die Wellenfunktion
dy(ca,i).

DDurchAnwendenvonGleichung(3.5)auf|¢(to))erhaltman

also die

D(t, to) ldy(to))

Idy(t))

fl.ti(t,to)W)(to,,-)

lay(t))

±.1_Schr6dingergleichunginei_ne±+Li±k_r_e_±e±±Ee±±S.

Gleichung(3.15)istdieschr6dingergleichungfurdenzustandsvektor|dy(t)).
Wir k6nnen sie auch in einer Basis schreiben. Es sei z.B.

Idy(t))     -    Z=  c'.(£)  le'.)

mit diskreten orthonormalen Basisvektoren  |€,.)  (z.B. ein diskreter Orts-
raum:  |€,)  ±  |a;,)). Dann ist |c,(t)|2 ±  I(€,.|dy)|2 die Wahrscheinlichkeit, zur
Zeit t das Teilchen im Zustand |e,.) zu finden. Die Schr6dingergleichung
Gl. (3.15) wird dann zu

ihgtlly(t,, ±h f  gitc3(i) leo)   =   £ c](t) H |e])
i         ---                                                         i

62

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle



Kapitel 3. Zeitentwicklung

und nach Multiplikation von links nit (e¢ I zu

ih3± c.(t,  -- p ap cJ(i,
H`,,

In Vektorform geschrieben ergibt das die

wobei a der Vektor der Entwicklungskoeffiziente;all
darstellung von H in der Basis l€L.

ist und fr die Matrix-

3.3.2    KQn±inuierliche_I ortsraum: Wellen±nk+±gr±_ Q±:±§gps=
rator, Impulsol}era±Q±

Besonders wichtig ist die (im Anhang ausftihrlicher besprochene) konti-
nuierliche Ortsraumbasis. Die Darstellung des Zustandsvektors  |¢(t) ) in
der Ortsraumbasis  {|5)   =   |a;)|gr)|2;)}  ist durch die Koeffizienten  (g|dy(t))
gegeben. Dies ist die

WELLENFUNKTION

dy(5,t)    ±    (5|dy(t))                                                  (3.17)-
Die Bedeutung der Wellenfunktion ist analog zum diskreten Fall: Das Be-

2 ist die Wahrscheinlichkeitsdichie

Zeit t das Teilchen am Ort 5 anzutreffen. Das ra
Dichte                                                       ,-

/` d35   |dy(5,t)|2

da fur, zur
tiber diese

(3.18)

ist die W¢ferscJzei."Zz.che.£, zur Zeit t das Teilchen im Volumen V anzutreffen.
Man beachte, dass 5 und t in der Quantenmechanik unabhangige Variable
sind. Es bt keine sondem statt dessen die Wahrschein-
lichkeitsdichte
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3.3. Schr6dingergleichung fur den Zustand

Wir fassen im folgenden kurz die Eigenschaften von Orts- und Impuls-
operator zusammen (s. Kap. A.6.4 und A.7.5).

Der Ortsoperator

6  =  (Q=,Qg,Qz)  --i  d3ca  5  |E)(5|                       (3.|9)
-Cso

hat drei unabhangige kartesische Komponenten mit den Eigenwertglei-
chungen

GQ|5)     =     a;a|5)        (c¥=€,gr,Jz)

=    Qady i_)_                              s` <il£JY=
(3.20)

(3.21)

Den Erwartungswert des Ortsoperators erhalt man z.B. durch Einsetzen
der obigen Spektraldarstellung oder durch Einschieben eines Einheitsope-
rators:

(dyl   a-   ldy) (rdiJd8Ei5)(5i6idy)
-cO

d£ 5   ldy(5)12  ,

d3z  (dy|5) (5| 5 |dy)(3.22)

(3.23)

also durch Integration von 5 mit der Aufenthaltswahrscheinlichkeitsdich-
te  ldy(5)12.

Der Imt}ulsoperato: (Kap. A.7.5)

i = tpce,pg,pz]  __   i  d3pF ,pF,tpE   =  _±h  i  d3£ ,£] a t£,    t3.2:4>
-Cso                                                                            -CX3

hat ebenfalls drei unabhangige kartesische Komponenten, mit

Pa,PD =ParpD   =>   Palyt5]  __  _th%=:::3 ta=tt,y,z]    t3.2:5,   i

Der Erwartungswert des Impulsoperators ist (Gl. (A.138))

(rdlf lay)   =   Id3ca !¥;a(5|f|dy)   =   -.Lh |d3cody*®edy(a    (3.26) /
-oc)               dy* (5:)                                                     -co
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Kommutatoren der Orts- und Impulsoperatoren sind alle Null, bis auf
diejenigen zwischen Orts- und Impulsoperator zu jeweils derselben karte-
sischen Richtung:

=   ififl,     ci=ff,or,2;. (3.27)

A7tmcrk#7tg.. Der Ubersichtlichkeit halber werden wir meist nur den Fall
von 1  Dimension schreiben, mit einer einzelnen Raumkoordinate  ,,a;"
undlmpuls,,p'',unddemlntegralFdff,sowieauchschonimAnhang.

-CX3

3.3.3    Schr6dinferfleichung im kontinuierlichen ortsraum.

Die Schr6dingergleichung (3.15) wird in der kontinuierlichen Ortsraum-
basis durch Multiplikation von links mit (J| zu

ih3it(5l¢(t»  ---  (5lihi_)_i = dzdy(5|friz+)(£7idy(t))a

Die linke Seite ist die Zeitableitung der Wellenfunktion. Wir erhalten eine
allgemeine Form der Schr6dingergleichung im Ortsraum

cO
•.

-CsO

mit                   f7(g,a7dy)  ;=    (5| fr ifdy)

-
him. Tch,I

(3.28)

(3.29)

Diese Gleichung ist analog zu (3.16).

Wir betrachten in der Regel ein Teilchen der Masse in, das sich in einem
Potential bewegen kann. Der Hamiltonoperator ist dann nach Gl. (3.10)

Ht--i,+v®.
pot. Tctl

-+^
1us den Term -#BS, wenn das Teilchen einen S in hat).
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3.3. Schr6dingergleichung ftir den Zustand

Den Operator V(G, t) des Potentials kann man mit Hilfe der Spektraldar-

stellung des ortsoperators   a =   i  d5 5 |5)(5|    und des spektralsatzes
-Cro

schreiben:

v(6,t)-- d5  V(5,€)   |£7(5|    >    (ff|V(a,±)|£J)  =  V(zit) 6(3)(ffrty'-ffrty) .

(3.30)

Die Zeitentwicklung des Zustandes wird durch die zeitabhangige Schr6-
dingergleichung

lh3ftl¢(t»  =  f rt idy)

beschrieben. In der ortsdarstellung wird aus pa die Ableitung -ifi 5± und
man erhalt die

ZEITABHANGIGE  SCHRODINGERGLEICHUNG  IM ORTSRAUM

±h3-ally(a,t)  =  -#=v2¢(a,tit v(5,t)¢(a,t)            (3.31)

mit v2 -# + # + #.
Der Erwartungswert der kinetischen Energie ist

E=  (rd(t)|ii|dy(i))  --i  d3cady*(5m --=£:: dy(in  (332:)

und der Erwartungswert der potentiellen Energie

Epoti- (dy(t)I  v(a, t)  ldy(t))
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.4    Stationarer Fall: Zeit-unabhan er Hamilton-
erator

WirhabendieZeitentwicklungtiberdenOperatorfrausgedriickt.Wirbe-
trachten nun den besonders haufigen Fall, dass der
ber nicht von der Zeit
H   =    Z:n   En   lap7D)  (q9nl

Zeitentwic

Hamiltono erator sel-
Die Spektraldarstellung (3.6) 1autet dann

Dies bezeichnet man als den s£¢£z.o7tj!.re7t F¢JJ. Der
ungsoperator (3.9) vereinfacht sich dann zu

ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR FUR ZEITUNABHANGIGES H

tT(t,to)    --__±i|3±||                                                                              (3.34)=Z=e-i(t-t°)En|apn)(apn|.(3.35)

n

Die EigenwertaleichungL4 eines zeitunabhangigen Hamiltonopo fJ h§i§=±

STATIONARE SCHRODINGERGLEICHUNG

(EIGENWERTGLElcHUNG VON fr)

H  |apn)   =   En  |qon)                                                   (3.36)-
Die Gesamtheit der Eigenzustande des hermiteschen Operators fr bilden
eine  Basis des Zustandsraums mit den vorgegebenen Randbedingungen
(s. Kap. 4). Eine L6sung |dy(t)) der Schr6dingergleichung kann daher als
Linearkombination der Eigenzustande geschrieben werden:

ZERLEGUNG EINES ZUSTANDS IN EIGENZUSTANDE VON H

Idy(t))     =    Z=  Cn(t)  lapn).                                             (3.37)
ro

4Im Ortsraum werden wir diese Gleichung in Kap. 4 behandeln.
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3.4. Stationarer Fall: Zeit-unabhangiger Hamilton-Operator

Mit dem Zeitentwicklungsoperator  (3.34) erhalten wir die Zeitentwick-
lun8

ldy(±))     -e-i(t-to)J}  Idy(to))

Z=--
e-i(t-to)fa  |ap7,)  (apnl

e-:(I-to)E-lapm)   .

ZEITENTWICKLUNG  EINES EIGENZUSTANDS  IM STATIONAREN  FALL

lay(£o))  =  |apm)     =      |dy(t))  =€-i(t-t°)Em   |apm).                    (3.38)
--I,                                                                                                                                           -_-I   Ir

Fin fz'jrc7tzwsf4z7id z7o" fr andert sich mit der Zeit somit nur urn einen P7!¢-
£gzz4EfgLr.InErwartungswerten(dy(t)|C)lay(i))hebtsichdieserphasenfakt=
heraus. Deshalb sind alle Erwartungswerte und Wahrscheinlichkeiten be-
zjig+ice dieses zustaLndes zeitlich konstant.                            < +( ftp/ a/ P71WD

Linearkombination von Eif=enzustanden:

Fine allgemeine Wellenfunktion ist eine Linearkombination (3.37) und man
erhalt die entsprechende Linearkombination von (3.38)  fur die Zeitent-
wicklun8.

Eine Linearkombination von Eigenzustanden eines Operators zu z7crscfe!.c-
denen E±genwerten ist sctber kein Eigenzu_§±q|ln4±

tT.

#..e::ks:i:iLdy:!io-nEoldy¢)
mit voneinander verschiedenen E

|dy(O))    :=    Ci  Idyl)    +   C2  ldy2)

ist kein Eigenzustand von J1, denn

j}|dy(0))   =   Eici  Idyl)   +   E2C2|dy2)     ±    E|dy(0))  .
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Die Zeitentwicklung dieses Zustandes lautet

|dy(t»     =     e-£frt   |dy(0))     =    €-£Elt  c]  Idyl)   +   €-£E2t  c2  |dy2)
_    __  JL

-#(cl ,dyl, +

Sie enthalt einen lobalen Phanen

e-%(E2-E1)t  c2 (3.39)

kfdr €-*Elt.  Fin solcher Faktor hat ge-
nerell keine Dhvsikalische Bedeutung, weil ersich in Erwartungswerten

(dy(t) I OTht-)) nit seinem komplex Konjugierten heraushebt. Dies ist die
sogenannte ,,gJobflJe U( 1 ) Eichsymmetrie" der Quantenmechanik.5

Dagegen bewirkt die zeitabhdn e Phasendi erenz e-i(Ei-E2)I  in Gl.  (3.39)

zeitliche Osz!7hafg.o7'ie7'i in Erwartungswerte£ (siehe z.B. Kap. 4 und 8).

Gesamtenergie:  ha sto£!.one.rc„ F¢ZZ ist der Erwartungswert des Hamilton-
operators (so wie in der klassischen Physik die Hamiltonfunktion) gleich
der Gesamtenergie des Systems im Zustand |dy(t)).

-wJ''ed. ,
4 dt rfu

Sk-,.,f

Die Gesamtenergie ist zeitlich konstant, weil der Hamiltonoperator im sta-
tionifen Fall mit dem Zeitentwicklungsoperator (3.34) kommutiert:

(dy(t)ifridy(t))   =   (dy(to)igrt(t,to)fro(t,to)idy(to))   =   (dy(to)|fridy(£O))   t3.4ii

Die zeitliche Konstanz gilt auch, werm fr zeitabhangig ist, aber alle fr(t)
mineinander kommutieren, wie in (3.9).

5Mit der Kopplung (3.11) an das elektromagnetische Feld ist die Quantermechanik
auch unter den -,,iokal=n Eichtransformationen'' 4 + 4 + g a„®(g, t) der Elektrodyna-
mik invariant.
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3.5. Zeitabhangigkeit van Erwartungswerten

3.5    Zeitabhanf=iEkeit von Erwartungswerten

Wir berechnen nun die Zeitabhangigkeit der Erwartungswerte eines Ope-
rators. Der Hamiltonoperator darf wieder zeitabhangig sein.

3.5.1    Kommutierende Hamiltonot)eratoren
1

/

Die Hamiltonoperatoren sollen zu allen betrachteten Zeiten kommutieren,

Wirbetrachtenzunachsteinenoperator4,der
ng ist und mit allen j}t vertauscht:

[A, I?t] -

Dann bleibt der Erwartun

nicht ex 1izit zeitabhan-

swert von A zeitlich konstant:

(dy(€])I A  |dy(t]))    =    (dy(to)|e+Htto[  frTdT Ae-i  /tto[  frTd7f/jB  (dy(to)I A  |dy(to))  .      `/

In Kurzform:

Nicht explizit zeitabhanrife Observable, die mit H vertauschen,s±J.AE,;{alkacirfJ.
Beispiele sind etwa der ±p±p±±±S in einem translationsinvarianten System,
der DrehimDuls in einem rotationsinvarianten Fall, oder die Gesamtener-
g±s bei eineri nicht explizit zeitabhangigen Hamiltonoperator.

tJ

eratoren At; und alle Ht sollen kommutieren. Dann
Wir erlauben nun auch eine Zeitabhangigkeit der Observablen Ay . AlleH                                                                                                     ii=-

gibt es eine gcmcz.7t-

/

s¢7He Bast.s z7o77 £i.ge7'i.zJckfore7'i fur alle 4; und fit. Wir ftihren zur Zeit to eine
Messung mit dem QperatQr_ 4±o  durch.  Danach ist das System _in _e_inLeLm_

Er

enzustand von4
gememsamen

d.h.   At |a)   =   a(t) |a). Dieser Zustand ist in der
Basis auch Ei enzustand von fr d.h. j}t |a) = Ea(t) |a). Die

Zeitentwicklung nach der Messung lautet daher

|dy(t))    =   ei  /tto  Ea(T)dT  |a)  .
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

DasS sstgdileivtsomit,

nur einen

wenn es nicht mehr gest6rt wird,
nach der Messun

bei kommutieren-
alle Zeiten im Zustand

zeitabhangigen Phasenfaktor.

3.5.2    All emeiner Fall

Wir berechnen nun allgemein die
eines erators 4,
(unterer Index).

EIRE-

Zeitentwic± der Erwartungswerte
der auch eine explizite'Zeitabhangigkeit haben darf

(dy(t)lA€ldy(!))

=    (£(dy("I)Atw(M   +   (dy(t)iAt(£im))   +   (dy(„i(£At)lay(»

Wir setzen die Schr6dingergleichung

ih#t,dy,"  -i rt,dy(i,,

und die dazu adjungierte Gleichung (unter Benutzung von frtt = fit)

-ihg±(dy(t)I  =  (dy(t)if rt

ein:

£ (A)    =    (dy(€)I(£At)|dy(„    +   i  ((dy(t)ifrtA€idy(" -(dy(t)iAtfr€idy(t)))

=   (dy(„i (£At) im) -%(dy(„|[At, fr£]idyt:tt;')"""''

oder anders geschrieben

ZEITABHANGIGKEIT VON ERWARTUNGSWERTEN

£(At)   =   ;([frt,At]L+((£At))ff,                   (3.42)
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3.5. Zeitabhangigkeit van Erwartungswerten

3.5.3    Beispiel: Spin-Prazession
__,_   ..-. i+-Li                    ---          _

Wir untersuchen die Zeitabhangigkeit des Spin-Erwartungswertes ftir ein
Teilchen mit S in einem auBeren Ma etfeld. Das Feld
z;ctgen.                          (t..rf `rdl3.I 1 /

H    ---p.B.-a   =  -p(BESB+Bysu+BzSz)
B   --B.e-a     i     i l=-FLBSz

t=

soll in 2+Richtung

Die Starke 8 des Magnetfeldes ist hier ein Parameter und kein Operator.
(In der Quantenelektrodynamik wird spater auch das elektromagnetische
Feld tiber Cxperatoren beschrieben.) Wir

^
swert

untersuchen wie sich der Erwar-
zeitlich verandert, nit c¥

(3.42) gilt, da

#t(sa,   -   -ih(,sa,H,,

[SQ,jl] enthalt den Kom.mutator von zwei S

1, 2, 3 oder a;, gr, 2;.  GemaB Gl.

eratoren, den wir aus
G1. (2.34) kermen:

[3a, j}]  =  -#.B [3a, 3z]  =  -#.B.¢fi €Qzp jp          (Summationskonvention !)

Einsetzen ergibt

3i±(sa,--uB€azp(Sp,

Bei c¥ ± z verschwindet der €-Tensor. Daher
Fine emeute 1iefert ftir c¥ ± 2;

i.--.:sJ`:--.

-uBe@zry(§ry)

)   =   -uBeazG    i+(SG)

ist #(Sz, -0.

(3.43)

-(|JBT2 Eazp €ryzp!Si)    =   ~(PBT2(Sa)E-
6ary

=        (Sa)    =       Cac;as(FLB±)+Dasin(uBt)

:(sQ,
-CQ|JB sin(uBt) + DauB cos(uBt)
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

Zum Zeitpunkt t=O folgt i (jQ) (0) = DQ#B.
Andererseits gilt nach Gl. (3.43) -#(jQ)(0) = -#8 €Qz4  (jG) (0).
Daraus folgt DQ ± -€Qz4  (j¢)(O).

Die+a±±gLemeineL±s¥lautetsomit(Summationskonvention)

+±2±±,__   =     t3a, tQL:_9_s_t_ff_B_f_I   + _ €Qpjjftyo.,.s_£n{±±±±{  ,

bzw.  ftir die einzelnen kartesischen Komponenten

(Sa)(i)   --(Sa)(O) cos(pBt) + e=±S)jp;in(pBt)
(3g)(0)

--(SE)(o) can(uBt) + (Su)(o) sin(iiBt)

(Su)(t)   =   (Sg)(a) cos(u,Bt) + ey.z(Sa)(0) in(pBt)
=    (Su)(O) COS(|JBt) -(See)(0) Sin(LLBt)

(3z)(f)    -    (3z)(0)

In Matrixschreibweise vereinfachen sich die Ausdrticke zu

cos(uBt)      sin(uB±)    0
-sirL(uBt)   cos(uBt)   o
001

und man erkennt eine Prazession:
tiert mit einer Winkel

-
-`±-ro-
LEJE-

Einzel-urn die Richtun des Ma etfeldes Vr I Man beachte aber, dass jede
z2zesswng einer Komponente des Spins immer nur einen der beiden Wer-
te fa/2 oder -fi/2.Iiefem wird. Urn Gl.  (3.44) experimentell zu tiberprti-
fen, muss man dahersehr viele Einzelmessun en durchfuhren, mit immer-i
gleicher Praparation zur Zeit t  ±  0, und ftir mehrere Zeitabstande t je-
weils Mittelwerte vieler Messungen berechnen. Auf diese Weise konnte
Gl. (3.44) tatsachlich experimentell bestatigt werden.
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3.6. Schr6dinger-Bild und Heisenberg-Bild

3.6    Schr6dinger-Bild undE±b_e__±g=J±i_±d_

Bisher haben wir die Zeitabhan keit des S stems durch Vera
des Zustandsvektors beschrieben.

lay)     +     ldy')   -   ¢ldy)

Die Operatoren bleiben dabei unverandert. Dieser Zugang zur Quanten-
mechanik wird Sc"ro.di.»ger-Bz.Jd genannt.

Dieses Vorgehen ist allerdings nicht die einzige M6glichkeit. Man erkennt
das, wenn man untersucht, wie sich Dhvsikalisch beobachtbare Gr6Ben,
namlich Matrixelemente von eratoren 0, unter einer unitaren Transfor-
mation verhalten:

tdy[Ioidy2>   i   ELutom
_-

Denselben Wert des Matrixelements erhalten wir, wenn wiraltemativ die
Zustande festhalten und stattdessen die Operatoren transformieren.

6   +   6'=tiTO&

Diesen Zugang nennt man Hc2.sc7'zZ7c7'g-Bz7d.

Ftlr die allgemeine Beschreibung lassen wir auch 0

(3.45)

ZI

eratoren Ot zu, die
schon im Schr6dinger-Bild eine explizite, zJo7t 4zw#c7'! vorgegebene Zeitab-
hangigkeit haben (z.B. eine Rotation des Messappara±§Ls}, was durch den
unteren Index i gekennzeichnet wird. In den meisten Fallen gibt es keine
solche Zeitabhangigkeit; dann ist Ot ± 0 zeitunabhangig.
In der allgemeinen Definition geht man zu einem Zeitpunkt to von dem
einen zum anderen Bild tiber. Bei t sollen beide Bilder leich sein.
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

schreibt man in der Regel ktirzer alsj±, 77".£Schr6dingerrtyerator Ots s
rteenenz4eE± Er harig^t

Den

ab. Der Heisenberg-Operator
Index als auch zusatzlich

von der Zeit
ren

nur tiber den unteren Index von der Zeit
OtH(€) hangt sowohl explizit tiber den unte-r-r-
tit;eFdenzeitentwic ap8SQperator

ab. Sowohl beim Schr6dinger-Operator als auch beim
a

Heisenberg-Operator schreibt man allerdings oft den unteren Index t nicht
mit.rL-
We8en

fill  BHCH  . . .  =  t]+ frso  0+ Bsti  u+eso  . . . =u_+frsBsc;s...u±,

oder allgemeiner

(AH)n (BH)in (eH)I . . .  __  0+ (AS)n(BS)in (es)l . . . b

gilt ftir beliebige in Potenzreihen entwickelbare Funktionen:

fI j4:i BH , CH ,...)  = |f l4± BS , Cs ,...)  u±
Insbesondere gilt fur Korrmutatoren

(3.47)

(3.48)

Der Kommutator zwischen Orts- und Impulsoperator ist deswegen im
Schr6dingerbild und im Heisenbergbild gleich:

[Gg,f'¢H]   =   Dt  [Gg,£¢S]  a  =  ifi6Q¢  fl.                          (3.49)

Wir leiten nun die Bewegungsgleichung ftir die Heisenberg-Operatoren
her.

#±OFtt,-- #±¢+(t,to,a?0(t,to,)

(%O+(i,to,)6? 0(i,to,   +   0+(t,to, a? (#to(t,to,)
+  OT (t}o,-(%0?) 0(„o,

MLt k±& (t , to) -- -±hf rt& ulrd k±&+ (t , to) -- + ±ho+ f lt (wegen Ht  = Ht) erglbt
zum Beispiel der erste SummTaETd

±htiT Hto?ti   =
4

:ELffLiee
f rF              6F
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3.6. Schr6dinger-Bild und Heisenberg-Bild

Der zweite Summand ist analog.  Es folgt die Schr6dingergleichung im_
Heisenber

Die meisten Operatoren, mit denen man es in der Quantenmechanik zu
tun hat, sind nicht explizit zeitabhangig. Dann fallt der zweite Summand

explizit zeit-ng. Der Hamiltono erator selber ist meist entweder nicht
abhangig oder die explizite Zeitabhangigkeit ist so, dass
diesem Fall gilt mit Gl. (3.9)

j}„ j}t„] - 0. In

i rtHtt]  -_ ire i i: ck =  HF .
tJ+a

if r§,f l§,i=O    a    i rtH(t)  -_  Hts                          t3.52:i

Man beachte, dass diese Bez_i_ehung n_`±r_ftir j}±_a±sJ€anzes gilt, aber hicht   4
einzeln fur Summanden wie f'2/2m oder V(G).
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

3.6.1   E±enfest-Theorem: Teilchen im zeitunabha_nrien±o=
tential V(5)

Wir behandeln die Bewegung eines Teilchens in einem Potential V(5} im
Heisenbergbild. Den Index S ftir das Schr6din erbild lassen wir meist

ng.Absgfor^twerdenwirdenortsoperatorauchmitdensymbolenx,y,Z
bzw. Xi , X2 , X3 schreiben. Der Hamiltonoperator lautet damit

-
P2     ,   „,5\    _    P3+P22+P23i rs  --  i + v(k)
2m          '   `--/                        2m

+  v(j*1, j£2, j*3)

Die Ortsoperatoren und die Impulsoperatoren und damit auch j}S selbst
hangen nicht explizit von der Zeit ab. Daher gilt mit (3.52) und (3.47) auch

+i)_d€r:«-(;,d]®oi rs  __  f|H  __ o+ i |s tr (£H)2

Wir benutzen nun die Beziehungen (A.152) und (A.153) aus dem Anhang:

|f (6,i),±|  =  8h±f(6,i) ,
_.

9=g(6,i"  -ih%ag(6,i, )
_i

jetzt mit g(6, £) = j}H. Gleichung 3.50 ergibt dann

fjiaH(t, ;  [frH'*QH]    -
af lH   ,        Pg
6PaH            in
_--

(3.53)

Altemativ kann man mit Gl. (3.51) rechnen, mit demselben Ergebnis.

Genauso erhalten wir

i  [frH,pctH]    ±      s±Q=

Die Gleichungen (3.53) und (3.54) zusammen zeigen:

77
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3.6. Schr6dinger-Bild und Heisenberg-Bild

Ftlr ein Teilchen in einem zeitunabhangigen Potential V(5) erfullen die
Heisenberg-Operatoren die Hamiltonschen Bewegungsgleichungen

(# Korrespondenzprinzip).)

Durch Einsetzen der beiden Gleichungen ineinander folgt auch die

NEWTONSCHE BEWEGUNGSGLEICHUNG FtJR DEN ORTSOPERATOR

m#kH = -6kH V(kH)                              (3.55)-

Die gerade hergeleiteten Gleichungen gelten fur Operatoren. Messbar sind
a_bernurEigenwerte(Einzelape§Sung),undderauserhalteneMittelwerte,diedann
zw de7t frzt7arfwHgsovcrfe# fro#z7crgivg#® Wri-erhalten aus Gl. (3.55) eine Glei-
chung fur physikalisch zugangliche Gr6Ben, indem wir auf beiden Seiten
denErwartungswert=mitdemHeisenberg-Zustandldy)=ldy(±o}_2L±±|Ei±S±P|
Weil dieser Zustand zeitunabhangig ist, k6nnen wir die Zeitableitung vor
den Erwartungswert ziehen und erhalten:

EHRENFESTSCHES THEOREM

m# (ka)  -(-%v(k»                      (3.56,

Dies ist ein Theo.rein zu Erwartungswerten und daher unabhangig da-
von, ob Rechnungen im Schr6dinger- oder im Heisenbergbild durchge-
fuhrt werden. Gl. (3.56) sieht fast aus wie die klassische Bewegungsglei-

Erwartungswert abgeleitet wird,±. Man beachte aber, dass links ein
wahrend rechts die Ableitun
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Kapitel 3. Zeitentwicklung

iel: Kraftefreier Fall

Im kraftefreien Fall ist das Potential V(ff ) raumlich konstan.t.. Dann ergibt
Gl. (3.54) (mit der Wahl to = 0)

%±pg(i,-o    i     pg(i,   --fg(u,-psa
i,g(i)  _ i,i

%kaH(i)   3=53  P#  =  P#rl_m1                                    _in,].

Durch Integration erhalten wir

xf±iii±_. (3.57)

Diese Gleichung sieht aus wie die erwartete lineare Bewegung in der klas-
sischen Physik, gilt aber wieder nur
bar sind Erwartungswej£

fur Opera fore7!. Physikalisch beobacht-

(*QH(t))     =     (dy(0)ifrQH(I)idy(0))

(dy(0)l*£Idy(0)I)   +   (dy(0)|j3QS|dy(o))  i  ,
777

die nun ebenfalls die erwartete lineare Beziehun

(3.58)
__

zeigen. Aus Gl.  (3.57)
leitet sich allerdings eine interessante, klassisch nicht zu verstehende Ei-
genschaft her:

[*QH(t),*4H(t')]

Die Ortso

[(*Q+Po:,,(*¢+P¢:,,

*Q,P,,+#,ptq
iiii=t#\ka,p;nd  --8h6QGes .

eratoren zu verschiedenen Zeiten vertauschen daher nicht mehr

rfu+:,pQ,*4] t,+-
77t

miteinander ! Daraus folgt mit Gl. (A.160)

±(apEp  .         (3.59,
Das bedeutet,dass zwar der frztJflrfw7t sztJcrf des Ortes der klassischen Be-
wegung folst, aber seine Unscharfe AOQ (t), d.h. die Streuung der Einzel-
messwerte, mit der Zeit immer weiter anwachst. Das klassische Konzept

existiert somit in der Quantenmechanik nicht mehr, selbst
bei einem freien Teilchen ! Wir k6nnen den Ort des Teilchens nicht mehr
zu allen Zeiten beliebig scharf angeben.
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3.6. Schr6dinger-Bild und Heisenberg-Bild

Quadratischer Fall

DieSituationvereinfachtsichgegentibereinembeliebigenPotential,wenn
h6chstens uadratisch ist. Wir betrachten der Einfachheit halber den

harmonischen Oszillator in 1  Dimension mit dem klassischen Potential
V(a) = Vo + Zff2, entsprechend quantenmechanisch

v(*,-vo+Z=.

Aus dem Ehrenfestschen Theorem wird hier

m#m = t-%vtkn = -ktki = -6#vt®].
=

(3.60)

Die erste Beziehung ist das Ehrenfest-Theorem, die zweite folgt durch Ein-
setzen des quadratischen Potentials, und die letzte Beziehung folgt, weil
hier auch ±={j822  =  k (A) gilt. Ftir ein behiebiges h6chstens quadratisches
Potential erhalt man analog

-#(±--6TEk5EV((fy-r-
-

Im h6chsteus quadratischen Fall gilt somit fiir den frzt7artr»jgsttrerf (*)
die klassische Bewegungsgleichungi

en erfullen die Einzelmesswerte keine solche Beziehun

Man beachte, dass die klassische Bewegungsgleichung
wenn das Potential h6here Potenzen von ff enthalt
(*n) ± (*)n. Zum Beispiel ist bei V = fr3

nicht mehr zutrifft,
weil im Allgemeinen

t±.vtfr>>  =  3t*2\  ±  3tx\2  =  a%vtt*>> .
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