
Kapitel 2

Zustande und Messungen

Jede physikalische Theorie entltilt phi7s ' '.alische Konzepte, einen mathe-
matischenApparat und einen Satz von Komes ondenzregeln,derdieKon-

te nit der mathematischen Beschreibun verbindet. "ese Kon.eapon-
d.enzen sind oft so ,,offensichtlich", dass man nicht weiter dartibe: Irach-
denkt, wie zum Beispiel bei der Beschreibung des Ortes eines Teflchons
durch reelle Zahlen. Der mathematische Apparat der Quantenmechanik
und die zugehorigen Korrespondenzregein sin.d weniger intuitiv and be-
dtirfen songfaltiger Uberlegungen.

2.1    Zustande

Wlr haben schon erfchren, dass bei Messungen bdiebiger Gr6Ben („Ob-
servablen") ti" Wahrscheintichkeiten tiir dire ebnisse angegeben werden
k6nnen. Diese Wchrscheinlichkeiten ±§pgep_fur eine zu messende physi-
kalische Gr6Be (etwa den Auftreffort eines Elektrons auf einem Schirm)
von der Pta aration der emesenen ab. Der Auftreffort eines
Elektrons ist aber nicht deteministisch bestimmt. Zwei gleichartig prapa-
rierte Elektronen werden im allgemeinen an verschiedenen Chien auftref-
ferL. Die Wchrscheinlichkeiten fiir die verschiedenen Aufti-efforte sind da-
8e8en wohldeterminiert. Es macht daher Sirm, dieElektronen durch sol-

She Wchrscheinlichkeiten zu dharferisieren, ode±£guivalent durch dig
Praparation:
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Kap.del 2. ZusGnde und Messungen

ZUSTAND_----

(EnsemblevonTeilchen,diegleiLcha±a±prapariertsind.-

Aquivalent: Durch die 1eiderti e____ Praparation  sind  die  Waferschez.»J!.ch=.

ls4±S±±E±±41±±±gslt=_g±fer=_Q=fos_erg_delenbe_s_I_in_.p.t..

Der Zustandsbegriff ist eines der meist diskutierten Konzepte der Quan-
tenmechanik. Es gibt dabei vor allem ±±p±erschiedliche Zugange zuLEJ2i-
trachtun c!.#zcfrocr Teilchen die hier nur ganz kurz angesprochen werden
k6rmen.

1.  In der traditionellen jK:gee_phagei¥r_.=F±e_apr±tation der Quantenme-
chahik wind auch vom Zustand oder der Weuenfuiktion c!.«es ez.r!zeJ----- ir      I_  I tt,           __                                             ----,
nan Ttilchens gesprochen. Ein solcher Zustand muss mehrere Mess-
ergebhisse (z.B. Auftrefforte) erlauben. Wenn eines dieser Messer-
gebnisse tatsachlich eingetreten ist (das Elektron ist an einem be-
stimmten CIt gemessen worden) darn spricht man in diesem Zu-
gang von einem s der Wellen "kffo#": nach der Messung istI_-I --
der Chi des einzeinen Teflchens eindeutig bekannt.  Seine Weuen-
funktion (sein Zustand) hat sich also pl6tzlich geindert. "es ftihrt
zu Intexpretationsschwierigkeiten.

2.Diese£±::±±±±£±8!se±±=±]±§±nge±L!±±_arL= wenn man darauf verzichtet,
von dem Zustand eines eirLzeinen Teilchens zu _apL¥Cpelt, sondem

be-
trachtet. Hierfiir sind Wahrscheinlichkeitsverteilungen fiir alle Mes-
sungen wohldefiniert. Das einzelne Messergebnis andert hichts an
diesen Vcheilungen. (Wenn man aber Ttilchen mit einem  bestimm-
ten Messengebnis mach der Messung selektiert, darn ist das Ensem-
ble solcher Teilchen neu prapariert und im augemeinen anders als
zuvor.) Diese Sichtweise wind z.B. im Buch von Ballentine ausfiihr-
lich diskutiert.

Wir werden in dieser Vorlesung solche Interpretationsfragen weitgehend
zuriickstellenundunsaufdietatsachlichenAussagenderQuantenmecha-
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

nik ftir den Ausgang von Experimenten konzentrieren. Hiertiber herrscht
Einigkeit und tJbereinstimmung mit den experimentellen Ergebhissen.
Abktirzend (und weil dieser Sprachgebrauch sehr tiblich ist) werden wir
auch gelegentlich vom einem „Teilchen im Zustand ..."
soll aber immer das entsprechende Ensemble

sprechen. Damit

Wir behandeln in dieser Vorlesung die Quantenmechanik von Ensembles
einzelner Teilchen,die hicht miteinander wechselwirken. Ein Strahl von
Teilchen soll z.B. so verdtinnt sein, dass die einzelnen Teilchen nichts von-
einander merken. Die Umgebung, wie z.B. magnetische Felder oder das
Coulomb-Potential eines Atomkems, betrachten wir als fest vorgegeben,
ohne RIickwirkung der quantenmechanisch behandelten Teilch-e-n-inf die-
se Umgebung. Die Berticksichtigung dieser Rtickwirkung bedarf der V!.ej-
fei7cJie7c-Quantenmechanik, welche in spateren Vorlesungen behandelt wer-
den whd.

2.2    Polarisationsexperimente
~

Wir werden nun einige einfache erimente mit olarisiertem Licht dis-
kutieren. Dies ,wird uns anschlieBend zur mathematischen Beschreibung
der Quantenmechanik fuhren.
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2.2. Polarisationsexperimente

Wir haben schon gesehen, dass Licht aus
bei einem Detektor
tels

Photonen besteht,
eintreffen.  Wir werden die Ex

Photonen beschreiben

die einzeln
erimente daher mit-

mtissen.
Lichtintensitaten auch alle

Die Experimente kann man
im Wellenbild verstehen,

und magnetischen Feldem. Bei geringen Intensitaten

bei hohen
d.h. mit elektrischen
(und deswegen auch

L.JI

im allgemeinen Fall) macht die -Beschreibung uber Felder wegen der Teil-
chermatur des Lichtes aber keinen Sinn. Tatsachlich sieht man in der re-
lativistischen Quantenfeldtheorie, dass ein
zelnen Photons kein vemtinfti es Konze

Feld" eines ein-
t ist. Was wir aus den Experi-

menten lemen werden,gilt auch anderswo, wo es keine
klassisches Beschreibung durch Felder gibt.
Photonen sind giinstig,
sie nahezu ideal

weil sie besonders

entsprechende
Polarisationsex erimente mit

einfach stmkturiert sind, weil
=t-ereinanderdurchfthrbar sind, und well die Photonen

so gut wie nicht wechselwirken.

Wir betrachten im Folgenden einen zunachst un olarisierten Strahl von
Photonen nit Intensitat Jo, der sich in z-Richtung bewegt. Er istdurch die-

seRichtungundseineFrequenz(alsodieEnergiedereinzelnenPhotonen)
charakterisiert.

A:bb[]d:ul`82.1..EinLichistrahlfialltvonrechtsaufzaveizueinanderumdenWin-
kel 0 gedrehte lineare Polarisatoren.

Wir schicken
einen linear

ihn durch ein Polarisationsfilter in
olarisierten Strahl der Intensitat

und stellen so
Ji her. Diesen schicken wir

Winkel 0 gegerI±g±.das urn einenzweites Polarisationsfilter,durch ein
F!.Jfer z7crdrefef 1.s£.  Wir messen die Intensitat und finden

J2  =   h  cosj2 0  .

Insbesondere passiert der Strahl den zweiten Polarisator ungeschwacht,
wenn dieser so wie der erste ausgerichtet ist, und wird vollstandig absor-
biert, wenn der Winkel 900 betragt.
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N.B. Polarisationsfilter: die Abb. 2.1 dient der einfacheren Darstellung. In Wirklichkeit wirkt ein einfaches Polarisationsfilter dadurch, dass
der "falsch" polarisierte Anteil des Lichts im Filter Anregungen erzeugt, in langen Molekülen derselben Richtung, und deswegen absorbiert wird.
(Die langen Moleküle liegen dabei senkrecht zu den Strichen in Abb. 2.1)
Eine andere Art von Polarisationsfiltern benutzt anisotrope doppeltbrechende Kristalle, siehe S. 24.



Kapitel 2. Zustand® und Messungen

Im Rahmen der klassischen Elektrod amik ist das Verhalten leicht erklar-
bar: Eine in 2;-RIchtung laufende ebene elektromagnetische Weue erhalt
durch den ersten Polarisator eine Polarisation in er-Richtung. Der zweite
Polarisator rasst nur den Anteil des Lichtes durch, dessen elektrisches Feld
parallel zur neuen Polarisatiousrichtung ist, also die
neue Richtun mitGr6Be cos a._=

von G auf die
DiedazusenkrechteKomponentewird

absorbiert."eintensifatistproportionalzumQuadratderAmpritudedes
elektrischen Feldes E2, d.h. zu cos2 0. Hinter dem zweiten Polarisator zei
das elektrische Feld dann in Richtun

Wenn wir die Existenz von Photonen berticksichtigen, sehen wir, dass wir
nit den ersten Polarisator ein Ensemble von Tedchen hereestellt haben,
das in „-Richtung polarisiert ist. mese Polarisation k6nnen wir nit dem
zweiten Polarisator messen:

Das Ensemble ist genau damn in
Polarisator in

eirlem Zustand mit Polarisation 0, wenn es den_ _ __'. I-_ _-. _`_`J --------------  I--

R1_C_h_i_quEL_u_n_gee.C_P_W±!94h4_~P~a2SZ§S±gier=t=.

Wir ben6tigen fur diese Charakterisierung hicht das Konzept eines elek-
trischen Feldes.

Uber die Polarisation eines cz.7tzeJ«en emessenen Photous erhalten wir bei
der Messune keine hform?±gp denn es kann aus einem beliebigen, re-
lativ zum messenden Polarisator gedrehten Ensemble stammen (mit Aus-
nahme einer zum Polarisator genau senkeechten Polarisation).

Wenn die beiden Polarisatoren gegeneinander gedreht sind, k6nnte man
vermuten, dass die intensifat dadurch verringert wind, dass die Photonen
vielleicht ,,geapalten" werden, und nun ein Teil jedes Photons durch den
zweitenPolarisatorgeht.Diesisthichtso,denndiePhotonenhinterdem2.
Polarisator haben dieselbe Frequenz (rind damit dieselbe Energie) wie da-
vor. Eine Abnahme der htensifat bedeutet daher die Abnahme der A7tzalzJ
der Photonen: Sic t>assieren mit der WchrscrfuJirJ!ha.f cos2 0 den zweiten
Polarisator.

Wir haben gesehen, dass das Ensemble der Photonen hinter den ersten
Polarisator die Polarisation gr hat. Hinter dem zweiten Polarisator haben
die Photonen aber eine neue Polarisationsrichtung 0 ! Dies wissen wir
ssdr` aus dem Wellenbild. Wir k6nnten es mit IIilfe eines dritten Polari-

=ffltoter:=i:=ber¥==#erp°p¥h¥tontifn:in:±L
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Wenn ein einzelnes Photon
einen Polarisator passiert,
kann man nur schließen,
das seine Polarisations-
richtung nicht senkrecht
zum Polarisator war.
Wenn es nicht passiert,
kann man nur schließen,
dass die Polarisationsrichtung
nicht parallel war.
Alle anderen Winkel
bleiben möglich.
Information über Wahschein-
lichkeiten erhält man erst
mit vielen Ereignissen.
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Kapdel 2. Zustande und Messung®n

2.2.1    Anal satoren

Wir erweitem jetzt unseren Messapparat, indem win statt eines einfachen
Polarisators einen do eltbrechenden Kristall (z.B. Kalkspat) verwenden.
Dieser ist anisotrop. Er hat verschiedene Brechungsindizes ffir horizontale
und fiir vertikale Polarisation. Er s altet den einlaufenden Lichtstrahl in
zwei Strahlen auf, die senkrecht zueinander linear larisiert sind. 0en
dabei zwischen den Strahlen auftretenden Phasenunterschied kann man
wieder autheben). Schematisch ist er in Abb. 2.2 und symbolisch in Abb.
2.3 dargestellt. Der Lichtstrahl 1auft van rechts ein. Er wind in zwei Strah-
len mit Polarisation in ®- bzw. gr-Richtung aufgespalten.

Ab"d:ur\g 2.2..  Schenratischer Strahlengang in einem doppeltbrechenden Kri-
stall.

D
Abbildung 2.3:

Wir sditen

mbolische Darsteltwn eines Polarisationsa:nal sators.

zwei dieser Kristalle hintereinander, wie in Abb. 2.48ezei8t.
Der erste Kristall stellt einen in ®-Richtung polarisierten strahl der    ten-

'.:`

Albhiiid:ur\8 2.4..  Zwei hintereinander geschaltete Polarisationsanalysatoren.

23.1#
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

sitat /1  her. Diesen schicken wir in den zweiten, gegentlber dem ersten
edrehten Kristall,der in Richtung £' und v' oolarisj§=[ Der Winkel zwi-

schen I und #' betrage 0. (Den in y-Richtung polarisierten Strahl des ersten
Kristalls blockieren wir.) Wir finden die Intensitaten

12 -- Ii  cos2 ©   und   13 = I  stm2 0 .

Zusammen haben die beiden auslaufenden Strahlen die Intensitat
IL   cas2o   +   IL   sin2o    -_  IL ehen im Anal sator keine Photonen ver-
Jore7t./1 Mit Wahrscheinlichkeit cos2 0 gelangen die Photonen in_tt,

Ausgangsstrahl und mit sin2 0 in den anderen.
a=ei=e-n-

Wir erkennen auch leicht eine Reihe grundlegender Eigenschaften quan-
tenmechanischer Messungen, die allgemein gelten:

1.  Jedes in einen Anal

I,eilck.I.

sator einlaufende Photon verlasst den Anal
sator entweder durch den einen oder den anderen Ausgangskanal,

der Polarisation durch de-rinie durch beide. Jede einzelne Messun
Analvsator erribt deswegen immer nur einE_n der  hier zwei m6=![
chen I..#zeJmesswerte, entsprechend den beiden Kanalen des Ana-
lysators, nie eine Kombination der beiden.  Dies gilt unabhangig
vom Zustand des einlaufenden Strahls. Wir werden sehen, dass eine
analoge Charakterisierung von Einzelmesswerten f{ir jede Messung
gilt !

2.  Dagegen enthalt der Mittelwert._der Messungen Information tiber
den untersuchten Zustand. Quantifiziert man z.B. in obigem Expe-
riment die Polarisationsrichtung / durch den ,,Messwert 1" und gr'
durch den ,,Messwert -1", so ist sein Erwartungswert dort

J]Lm;co   NM=werfe (Messwelt  x  Haufi8keit)       =      cos20_sin2o

und kann, abhangig vom Winkel 0, beliebige Werte zwischen -1 und
+1 armehmen.

3.  Die (also der Analysator) _andert den ZuBtand. der Photo-
nen, denn hinter dem ersten Kristall sind alle Photonen in ff-Richtung
polarisiert, hinter den zweiten Kristall in ff' bzw. gr'-Richtung. Dies
k6nnen wir verifizieren, indem wir links einen dritten Analysator
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Kapitel 2. Zustinde und Me§sungen

Abhirdul\g 2.5..  Der Messapparat andeTt den Zustand.

mit unveranderter Richtung hinzufugen (Abb. 2.5). Wir finden

J4 = J2   und   J5 = o  :

Hinter dem ersten Analysator haben die Photonen die Polarisation
ff, aber hinter dem zweiten Analysator die Polarisation a;'. Die Meg:
£±±pg_i_st selbet _e_ire p_Cue Priparati_Qp..

Wir sehen auch, dass win den ganzen Photonenstrahl in zwei Strahlen auf-
teilen k6rmen, welche jeweils genau die zueinander senkrechten Polarisa-
tionsrichtun en ff und haben. mes klassifiziert die Polarisation vollsfan-

jig,indemSinnedasseinin€-RIchtungpolarisierterStrahlkeinenAnteil
von gr-Polarisation enthalt. (cos 0 = 0). Zusatzliche Richtungen behotigen
wir bei Photonen deswegen hicht.2 Genauso k6nnen wir aber die Photo-
nen in die Polarisationsrichtungen ` und ct auftrermen. Offenbar stellen
die RIchtungen #, " und /, dr ieweils so etwas wie eine Basis dar. Wir wer-
den dies etwas spater weiter diskutieren.

Wir k6nnen den Analysator auch imgekehpr_ verwenden, sodass die bei-
den getrermten Strahlen wieder zu einem Strahl zusammengeftigt wer-
den. (Dazu muss man in den einen Kanal ein laufaeitverz6gemdes Sttick
Plastik einftigen, urn den Laufzeitunterschied auszu8leichen, bzw. in der
BeschreibungalsWellen,umdiePhasenbeziehungderEinzelstrahlenwie-
derherzustellen)DieKombinationeinesAnalysatorsmiteinemgleicharti-
gen umgekehrten Analysator nennen wir einen (Abb. 2.6)

Wir verwenden eine solche Anordnung in einem weiteren Versuch (Abb.
2.7), den wir in mehreren Varianten durchfiihaen. Rechts lauft ein Strahl

t lm experimentell nahezu erreichbaren idealisierten Fall.
20bwohl die Photonen Spin. 1 besitzen, gibt es wegen ihrer Masselosigkeit nur zwei

Polarhationsrichtungen
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Kapitel 2. Zustinde und M.ssungen

.='

AlbbHd:uI\g 2.6..  Analysatorkre.± Analysator und umgekchTter Andysator .

Abhi\dun8 2.7.. ±±gxp_g_ixpent mit einerr. Analysatorkreis.

mit Polarisation € ein. Hinter den ersten Polarisator gibt es dann einen
Strahl mit Polarisation d und Intensifat /2 = Ji cos2 0, sowie einen Strahl
mit Polarisation `u' und inteusifat /3  = /I sin  0. Zuhachst blockieren wir
den Strahl gr'. Dann hat der Strahl bei J6 weiterhin die Polarisation a;' und
die lntensicat /2. Er trifft auf den letzten Analysator, der ihn wieder in €-
and gr-Richtung polarisiert, mit dem erwarteten Ergebnish  =  16 oos2;2 o  =
Ji cos4 0. Analog verlauft das Experiment, wenn der a;'-Strahl blockiert
wind.

Wennwir__nunvordemumLgekerty!_ep=4ga±]±§±±_o±±±g._d_€__§!epi_i|f|reg£±e_±_{
-wiirden wir ftir klassische Teilchen erwarten, dass sich die beiden eben er-

mittelten Intensifaten einfach addieren. Stattdessen finden wir komplette
Ausl6schung bei .r8 i:

11 -- I,   und   18 - 0  '.

_E2e±£!L£±ap_I_ip_terdemumge±E±hL±±£4qu_¥Ste!gr_.isti±±±±8Lff±Eeiar=±±£S££==in_
diejLu_rsprQnglisFe £-Richtur`.g _polarisiert.. Er hat alle hformation tiber die
vorhergehende Pc,:arisation in €'-Richtung und gr'-Richtung ,,vergessen" !
In der Teilchenbeschreibunf ist dies h6chst tiberraschend.

Inder(ffirPhotone.nnichtzutreffenden!)
ses Er ebnis aber erwai.tet:

Beschreibun tiber Felder ist die-
Der Vektor des zunachst in a;-Richtung polari-

sierten elektrischen Feldes wird vom ersten Analysator in KorrLponenten
parauel zu .€' imd er' aufgespalter`.. TT!g.g.e `.A.7erden vom umgekehrten An.a-
:}'sator .iv~ieder zusamifLerLgeftigt, so dass wieder ein Vektor in ¢-Richtung
entsteht. Ftir die korrekte quantenmechanische Bescheibung ben6tigen
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Kapkel 2. Zustinde und Messungen

wir einen Formalismus, der dies ebenfalls leisten karm.

2£_AlgebraischeBeschrei_LZ±±±g_

Wit beschreiben nun die Ergebnisse der geschilderten Experimente alge-
braisch. Mathematische Definitionen und Erlauterungen werden im An-
hang gegeben. Wir betrachten vorerst nur die Polarisation der Photonen-
ErLsembles.AusbreitungsrichtungundFrequenzsindfestvorgegebenund
indem sich nicht. Sie werden deshalb im Folgenden nicht weiter spezifi-
ziert.

Wir haben gesehen, dass sich die Photonen beim Analysator vollstindig
auf eine von nur zct^ez. Polarisatiousrichtun en wie ® und gr verteilen, oder
bei gedrehtem Analysator £' und gr'.
zifizieren, indem man die Sfarke

Man kann den Photonenstrahl s
des Beitraes beider RIchtunfen anribt.

mes entspricht der Angabe von Koordinaten fair einen Vektorraum. Tat-
sachlich komest>ondieren (reine) Zustinde zu Vektoren ldy)  in einer spe-
ziellen Klasse von Vektorraunen, den Hilberifeumen. Fir die Polarisation
von Photonen hat dieser Vektonaum lediglich die rmension 2. Die zuge-
horigen Basisvektqten steh!ig±f ut_die Polarisationsrichtungap_, z.B. sdi bat det
Diskussion der Photonpolarisationen nun

lg)  ,   lgr)

die Basievektc~
___   ___                     __L= sein, die lineare Polarisation in e bzw. gr-Richtung be-

schreiben. "e Basisvektoren souen orthonomiert sein:

(®|gr)=o,    (ff|¢)   =   (gr|gr)   =   1.                                                                            @.1)

Wiewirschenwerden,entsprichtdiesdenExperimenten,diezeigen,dasss
zi^rei hintereinandergeschaltete Polarisatoren in gleicher Richtung die In-
tensifat nicht andenL und in zueinander senlcechter Richtung htensifat
Null engeben.

Ein allgemeiner Vektor in diesem Velctorrauln ist damn

lay)   -   cB 1¢)   +   C" lgr)

mit im allgemeinen komplexen Koeffizienten Qr, q,.
ebenfaus als Zustand" bezeichnet.

2,

(2.2)

Dieser Vektor wird

evertz
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Hier: Polarisierter Lichtstrahl mit einer Polarisation 
zwischen Ix> und Iy>, abhängig von den Koeffizienten



Kapitel 2. Zustande und Messungen

Wie kann man einen Appara± wie z.B. einen Polarisator,Analvsator, oder
anderen Messapparat algebraisch beschreiben ? Fin Apparat
einen Zustand und verandert ihn im allgemeinen.
braisch einem

wirkt auf
Dies_e_n_t_sprichtalge-

Operator, der auf einen Zustandsvektor wirkt und wie-de-i
einen Zustandsvektor erzeu8t.

Besonders einfach der Fall des Polarisators. Fin Polarisator (Polarisations-
filter) in £-Richtung erzeugt, so zeigt das Experiment, ein Ensemble von
in a-Richtung polarisierten Teilchen, d.h. einen Zustand proportional zu
|z). AUBerdem andert er die Intensitat eines schon zuvor so polarisierten
Ensembles nicht. Der geeignete Operator

Pe  -   lz)(zl   .

ist der Pro ektionso erator:
-__D

(2.3)

InderTatist  i?c  |ff)   =   (|a;)(c|)  |ff)   =  |£)  {£::j;:i  =  |ff),

1

PS  |gr) = 0,  und  I?a  |dy)  ~  |z) furjeden Vektor |dy).

Man kann auch Pg auf einen Vektor in einer beliebigen anderen Richtung
anwenden.  Dies beschreibt die Anwendung des Polarisators  f{ir die a;-
Richtun auf einen z.B. in z'-Richtun olarisierten Strahl. Man

P€ ,€', - J3 er .
Zahl

Aus dem Koeffizienten (ff |ff') muss offenbar die Intensifat des entstehen-
den Strahls herauszulesen sein, also die WahrscheinlichkeitW(ff |a;') (,,Wahr-
scheinlichkeit, a; zu erhalten, wenn a;' gegeben ist'') dass die Photonen des
in ff'-Richtung polarisierten Strahls nachher in ff-Richtung polarisiert sind.
Wir haben schon beim Doppelspaltexperiment gesehen, dass solche Wahr-
scheinlichkeiten die Gestalt eines Befr4 uadrats 2 einer Wahrschein-
1ichkeitsamplitude haben mtlssen. Die korrekte Identifikation ist

W(£,z',   -   I(zlz')12   .

(Postulat !) Dies ist die Wihrscheinlichkeit, bez.

(2.4)

Vorliegen des Zustands |a:')
z.# ez.#c7.Jvlcssw7zg dc7t Z#s£¢#d  |ff) zw ¢.77dc71, durch Projektion mit Hilfe des
Polarisators oder Analysators. Sie liegt zwischen 0 und 1. Aus der Struktur
von Gl. (2.4) folgt die
gilt.

metrie W(Ale) - W(B|A), was auch
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2.3. AIgebraische Beschreibung

Wir wissen schon, dass diese Wahrscheinlichkeit W(ff |c')  = cos2 0 ist. Zu-
mindest bis auf einen Phasenfaktor ef 6  des  Betrags  1  gilt daher fur die
Wahrscheinlichkeitsam litude

(a;|ff')   =   cOso   , (2.5)

wobei 0 der Winkel zwischen den Richtungen I und #' ist. Den Phasenfak-
tor kann man hier zu 1 wahlen. (Das ist nicht generell m6glich, wie wir bei
der allgemeinen Diskussion von Basistransformationen sehen werden.)

Die Beschreibung eines Analys>aiors. ist etwas komplexer, denn er prapa-

:ar riert Photonen-Ensembles an zwei unterscheidbaren Ausgangen. Die En-
sembles unterscheiden sich in der Polarisation #7td im Ausgangskanal, der
deshalb im Zustandsvektor ebenfalls s ezifiziert werden muss. An iedem
dieser Ausgange entspricht die Wirkung einem Polarisator. Wir k6nnen
den Analysator in Abb. 2.3 daher algebraisch als einen Operator

|ff,1. Kanal)(ff|    +    |gr,  2.Kanal)(gr|
_

(2.6)

beschreiben. Angewandt z.B. auf einen Zustand mit Polarisation in ff-Richtung
stellt er einen Zustand quit gleicher Polarisation im 1. Ausgangskanal her.

In einem Zustandsvektor wie   |ff ,  1. Kanal)   ist jetzt sowohl die Polari-
sationsrichtung   €  =  I,gr   als auch der Kanal   fa  =  1,2   spezifiziert. Der
zu einem solchen Ket-Vektor |€, k) korrespondierende Bra-Vektor (€, k| ist

lv`,A>s!e>OREbe Abbildung mit der Eigenschaft                                  ¢ uca„  <p/p '> a a

(e,k|     |€',k')   =   (€,k|e',k')   =   (€|e')  (k|k')   =   6eeJ6fofeJ.              (2.7)

Ein urn ekehrter Anal sator wie in Abb.

-i -I     -=1 I.:::-I
2.6 entspricht einem Operator

Au    =    |ff')(ff',1.Kanal|    + Jgr')(gr',  2. Kanal|                     (2.8)AIr` utzbe k.on oiaA|vq» a]^ 2kJz.S  elrJ^ vw,ul` rfu
Beim Analysatorkreis in Abb. 2.6 werden die beiden auf a7' bzw. "' pro-
jizierten Strahlen wi:der zu einem einzelnen Strahl zusammengefuhrt.
Die Photonen k6nnen dabei auf zwei verschiedenen Wegen zum Aus-
gang gelangen. Wir hatten im vorigen Kapitel gesehen, dass man dann die
Wahrscheinlichkeits¢mpJ!twde7t addieren muss. Die formale Beschreibung
erhalten wir, indem wir den Analysator aus Gl. (2.6) und den umgekehr-
ten Anal sator aus Gl. (2.8) hintereinanderschalten. Aus einem Vektor
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

wird Au A |¢) . Der Cperator ist, nit den Polarisationsrichtungen £', gr' aus
Abb. 2.6:

Ac/A (  |ff')(ff',1.Kanal|    +    |gr')(gr',  2.Kanal|  )     x

(  |ff',1. Kanal)(ff'|    +    |e/',  2. Kanal)(gr'|  )
=     |ff')(c'|   +   |or')(gr'|     =     fl.

Hier haben wir benutzt, dass  |ff') (a7',
Wir sehen: der Anal satorkreiHni;

1. Kanal| _ |z',1. Kq±)£'
richt den Einheitso

Lcf-#
- Li) (±

erator ! In die-
ser Formulierung ist das Ergebnis des Experiments in Abb. 2.7 einleuch-
tend: der einlaufende a7- olarisierte Strahl wird durch den Anal satorkreis

eben, bleibt
I___

unverandert weiter daher in z-Richtung polarisiert. Dieses
Ergebnis unterscheidet sich von dem bei klassischen Teilchen, denn es ent-
steht durch die Addition der Wahrscheinlichkeitso7"pJz.£wdc7t.

Werm wir zwei eratoren zu verschiedenen Richtun en hin-
z.B. Polarisationsfilter oder Analysatoren zu verschie-

denen Richtungen, erhalten wir einen Operator, der
rator mehr ist:-,

Pc'Pg    =    |#')(£'|    |#)(ff|    =    |ff'){::j=}(ff|    =
Zahl

kein

eL3 EL9    t2.9,
Zahl       Operator

Er projiziert zunachst auf die |a;)-Richtung, erzeugt aber einen Vektor
in Richtung lz') . Schon ohne den Faktor (a;'|ff) ist dieser Operator
bei a: i cE' nicht idempotent..

ifft>tffi   |ffJ>tffi    =    ee  la;'>tfl  .
±1

0ffensichtlich ist in Gl. (2.9) die Reihenfolge der Proiektionen wichtig:__,_.I

Pa,  Pee  i  Pa Pal   .

Im einen Fall wird ein Vektor in Richtung |a;) erzeugt, im anderen Fall ein
Vektor in Richtung |z'). mc bcidcn,
Unterschiedliche Proi ektionsoperatoren kommutieren nicht !__---.I
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2.3. AIgebraische Beschreibung

2.3.1    Verallgemeinerungen und postulate

Bei Systemen mit mehr unabhangigen diskreten Einstellm6glichkeiten lasst
sich die bisherige Diskussion leicht verallgemeinern.3
Fin 4p±!][§g!g: hat dann IV Ausgangs]{±pale< wie in Abb.  2.8 skizziert.
Wenn die einlaufenden Teilchen ftir jeden beliebigen einlaufenden Zu-

=:--
Abbildung 2.8: A"lysafor mi.f N Ausg#7!gc7t.

stand wieder alle in ieweils genau c!.7'iei'i der Ausgangskanale gelangen,
wenn somit keine Intensitat verloren geht, nennt man die IV Zustande z)a/j-

±£givzdzlg. Peispis±: Pixel auf einem CCD Chip: die Kanale entsprechen dann
den Auftreff-Orten von Photonen.
Der zugeh6rige Hilbertraum ist dann IV-dimensional mit orthonormalen
Basisvektoren |€j), j  =  1. . . IV, die zu den Zustanden an den Ausgangen
des Analvsators korrespondieren. Ein allgemeiner Vektor isti_

ldy)   =   Z=   C¢  l€5)                                                                                                                    (2.10)
®

mit komplexen Koeffizienten c¢. Aus einem Analysator und seiner Urn-
kehmng kann man wieder einen Einheitsoperq!2: bauen, mathematisch
ausgedrtickt durch die Summe

IV

fl  -  Z: ,et,(€£, .
t=1

(2.11)

Dies korrespondiert dazu, dass keines der einlaufenden Teilchen verloren-
geht.

3Mathematisch schwieriger wird dies bei Systemen, die durch kontinuierliche Mess-

gr6Ben wie zum Beispiel einen Ort beschrieben werden mtissen. Dies werden wir spater
diskutieren.                            A:*t ln4
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

Blockiert man alle Ausgangskanale eines Analysators bis auf den Kanal
so erhalt man einen Polarisator, mathematisch den Proiektionsoperator

i ,,.-, ej.,(€j,   .

Das einlaufende Ensemble ist enau dann im ``Zustand j'', wenn die aus-
TTT-,I ------  __        ------            _  _ _-I ------.--- _ _ ==-=

laufende Intensitat hinter diesem
sitat ist.

Wir assoziieren nun zum Kanal des Anal

der einlaufenden Inten-

sators einen MessztJerf cb fur
die durch den Analysator gemessene Gr6Be, z.B. einen Drehimpuls. Die
Messwerte a,. seien alle voneinander verschieden. ]ede Einzelmessung er-
LgLbtgenaueinenderWLELc|L,nieeineMischung,dajedeseinlaufende
Teilchen durch nur einen Kanal auslaufen kann.

Die W¢ferscfecz.7izz'cJ!ke!.£, bei einem beliebigen einlaufenden Zustand den Mess-
wert cij zu erhalten, ist per Postulat (s. Gl. (2.4))

WAHRSCHEINLICHKEIT FUR FIN MESSERGEBNIS cl7.  IM ZUSTAND  |dy)

W(ci,.|dy)    =    I(ej|dy)|2                                                       (2.12)

Man beachte: diese Wahrscheinlichkeit andert sich wegen des Betragsqua-
drats nicht, wenn man |dy) mit einem Phasenfaktor e£" multipliziert.

Aus den Wahrscheinlichkeiten bei der Messung mit einem Analysator er-
halten wir auch den  £7?tJ¢r£#77£sztJerf der Messwerte:

„rih'
/  EMHtdngowert =  . Z=     Messweri  x  Haufigkeiti                           Messwertea-"-#

oE' g«
i  Z=   aj  I(ej.|dy)|2      =      Z=   C17.  (dyl€j.)  (€j.ldy)

-(dyl c,'.   Iej)(e'.I       ldy)
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2.3. AIgebraische Beschreibung

Der vorletzte Ausdruck ist Gei reellen cL,.) die sogenannte ``Spektraldar-
stellung" eines hermiteschen Operators A (s. Anhang). Er hangt offenbar
mit der gemessenen physikalischen Gr6Be zusammen.

Wir haben schon gesehen, dass jede_Me_ssup_a in der formalen Beschrei-
bung einem __Ope_r±!_o=r entspricht, der auf einen Zustand wirkt und einen
neuen Zustand ergibt.

In der Tat zeigt sich allgemein die Gtiltigkeit des folgenden Postulats:

sikalische ,,OZ7scrz7flbjc" (Energie, Ort,
diert formal zu einem

A   -   I:  a' la,,)(a,.I

Drehimpuls ,... ) korrespon-

(2.13)

mit reellen Eigenwerten ci,. und orthonormalenEigenvektoren|a,.).

Rechnung: A |ci6)   =   Z=,  ci, |a,) {gi:i  =  ao |ci¢)

',-,'

Die Messun der Observablen ents richt der Anwendun eines Anal
tors mit Ausgangskanalen ftir die Zustande |cL7.) . Jede Einzelmessung kor-
respondiert zu einer Projektion  |aj) (cL,. auf einen der Eigenzustande des
Operators (entsprechend einem Kanal des Analysators, durch den das ge-
messene Teilchen austritt) und liefert den Messwert cL,. .
te des 0

Nur die Ei enwer-
erators kommen als Einzelmesswerte vor ! Der obige Operator

enthalt die Projektion auf die zur Observablen geh6rigen Basiszustande
(z.B. |ff), |gr) bei der Polarisation), zusammen mit der Information tiber die
zugeh6rigen Messwerte.

Wir fassen die bisherigen Erkenntnisse und Postulate noch einmal zusam-
men.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

POSTULATE

einem hermiteschenkorrespgp_die_I±Z±_e_£J•  Jede physikalische observable
(in einem ehdlichEn o-dei dbz-ahl-Fai-unendlichenOperator A. Er hat

Hilbertraun) die S ektraldarstellun ErmHH reellen Ei enwerten)

A    =    Z=  aj|aj)(a?I.                                                                          (2.14)

•  Jede Einzelmessung der Observablen ergibt einen der Eigenwerte a,.
als Ergebnis. Ihre Gesamtheit nermt man das Spekfrw7# des Opera-
tors.

•  Das Ensemble der Teilchen mit Messergebnis a,. ist nach der Mes-
sung im zugeh6rigen Eigenzustand |a7.) des Messoperators.

•  Die Wahrscheinlichkeit den Eigenzustand  |cL,.)  zu erhalten, ist bei
einem Ensemble im ursprtlnglichen reinen Zustand I dy)

w     -     I(c,,.Idy)12 (2.15)

WermderEigenwertcL,.nichtentartetist,dannistdiesauchdieWahr-
scheinlichkeit fur den Messwert a,., ansonsten ist die Summe von Wr
tiber die entarteten Eigenvektoren zu bilden.

•  Der frzt7¢rfw#gszt7c7'£ der Messungen der Observablen in einem reinen
Zustand lay) ergibt-rich daraus zu

(A)     =     (dy|A|dy).                                                                                              (2.16)

Der Zustandsvektor selber ist nicht beobachtbar, sondem es sind dies
nur Einzel-Messer ebniss-e,ihre Wahrscheinlichkeiten und ihre Mittelwer-

;ikalischen Werte andem sich nicht, we~nn man mit einem
Phasenfaktor e'Q mu|ti liziert. Der Zustandsvektor eines Gesamts stems
ist daher nur bis auf eine Phase bestimmt. Man beachte aber: bei Teilsy-
stemen, die miteinander interferieren k6nnen,ist ihre 7`cJ¢£c.uc Phase wich-

±jg, denn sie beeinflusst die Interferenz.

|y}   ~  e``ct|t>               35      5   <tt/  -e-``<<Yl
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2.4. Teilchen mit Spin

2.4    Teilchenmit spin i-, I   ,-    _        i -~-`-P` ---. =======L-c=--LEI-iu-_+-_-`+ _ _Tr`_. -~       _   ,.,-

Es gibt zwei Klassen von elementaren Teilchen, die sich in ihrem intrinsi-
schen Drehimpuls, dem sogenannten ,,Spin" (s.u.) unterscheiden. Fin kur-
zer Ausflug:

insbesondere dasj=Eg±9n., haben einenLfpj± der ein ganzz_a_hE-
es Vielfaches der Einheit fi ist.t fi ist. Beim Photon ist der Spin genau fi. In ei-----

nem Quantenzustand k6nnen sich beliebig viele elementare Bosonen be-
finden.  Bosonen sind Teilchen, die Wechselwirkun vermitteln (im Sin-_-====--_== .   _  __   _:I        -

ne der Quantenfeldtheorie). Bei Photonen ist dies die elektromagnetische
Wechselwirkung zwischen geladenen Teilchen. Weitere elementare Boso-
nen mit Spin fi sind die Vermittler der starken Wechselwirkung (Gluonen)
=dderelektroschwachenwechselwirkung(Z-undw-Bosonen).DasGra-
viton besitzt Spin 2fi.

Elementare Fcr7#z.o7tc7i , insbesondere
Ftlr diese Teilchen gilt das Pauli-Prinzi

haben den Spin S = €/2=
in Quantenzustand kann

sich nur h6chstens c!.„cs von mehreren gleichartigen (d.h. ununterscheid-
Fermionen befinden.  Fermionen sind die Bausteine der Mrfeire.baren

Weitere elementare Fermionen sind Quarks, Neutrinos, und schwerere Va-
rianten des Elektrons (Myon und Tau-Lepton).

Alle anderen Teilchen sind aus den elementaren Bosonen und Fermionen
zusammengesetzt, wie z.B. Protonen oder Atome. Die zusammengesetz-
ten Teilchen k6nnen auch h6here Spins besitzen, wie z.B. S  =  3fi. Wenn
dieser Spin halbzahlig ist, sind die zusammengesetzten Teilchen Fermio-
nen, fur die das Pauli-Prinzip gilt. Bei ganzzahligem Spin nennt man auch
die zusammengesetzten Teilchen

2.4.1    Das stern-Gerlach

„Bosonen"

±:g"£eI1_qd€_h±xj2rfen±

Das Stern-Gerlach-Experiment
Photonen. Es wurde
re 1922 durchgefrfut.
inhomo enes Ma

ahnelt den
ursprtinglich von 0. Stem und W. Gerla€-h- in JaH=
Sie schickten einen Strahl von Silber-Atomen in ein

etfeld und erhielten ein tlberraschendes Ergebnis. Das
Experiment ist auch mit anderen Atomen und sogar mit Neutronen durch-
gefuhrt worden.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

Zunachst betrachten wir den Ausdruck fur die Energie eines magneti-
schen Momentes in einem Ma etfeld

E - - -IA . B

Fin geladenes

(2.17)

kz¢ssiscfecs Tcz.Jcfec7t, das sich dreht oder auf einer Kreisbahn
lauft, erzeugt ein magnetisches Moment

(2.18)

i ist der Bahndrehimpuls, q die Ladung und in die Masse des Teilchens.
Diese Beziehung ist nur dann richtig, wenn die Massenverteilung und die
Ladungsverteilung des klassischen Teilchens identisch sind. Ist dies nicht
der Fall, so muss noch ein Faktor berticksichtigt werden, das g]/ro#!¢g7te£2.-
sche Verhdltnis g_.

Elementare Teilchen k6nnen±§±kennen aber, obwohl sie punktformig sind, auch einen
intrinsischen Drehim uls haben,denfg£!|.FtlreinTeilchenmitspinjund
ohne Bahndrehimpuls wird Gl. (2.18) zu

-u-g.#m.§       .
(2.19)

Man findet experimentell gE`€ktron  es  2.0023. Es wurde versucht, aus dem

g-Faktor Rtlckschltisse auf eine effektive Massen- und Ladungsverteilung
eines klassischen rotierenden Objektes zu schlieBen, und so den Spin eben-
falls als Bahndrehimpuls zu deuten. Diese Versuche waren jedoch erfolg-
los. Der S in ist ke!.7t Drehim uls eines ,,rotierenden Obekts,, ! Dierichtige
Erklarung des Spins als intemem Freiheits'grad des punktformigen Elek-
trons gelang Dirac, ausgehend von der relativistischen Energie-Impuls-
Beziehung, mit der Dirac-Gleichung.

Auch zusammen esetzte Teilchen haben einen S in,  z.B.  S   =   fa/2  bei
Proton und Neutron, wobei die magnetischen Momente durch die kom-
plizierten internen Wechselwirkungen bestimmt werden, mit den experi-
mentellen Werten gprofon ss 5.5856 und gIvetttron fs _3.8264.

Aus der Energie E (G1. (2.17)) folgt die
'cs Atom

Kraft, die auf ein elektrisch 7tc#£r¢-
(z.B. die Silber-Atome im SternGerlach Versuch) aufgrund dE5
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2.4. Teilchen nit Spin

magnetischen Momentes ausgetibt wird4:

-_   zp, Entr ,,..F  -  -eE
Fa  -ga(£upBp,  -±pp.#p

3

G-1

(2.20)

Daher tritt nur in einem inhomogenen Magnetfeld (#B i 0) eine Kraft
auf.

Ftlr den Stem{erlach Versuch wird die in Abbildung  (2.9)  und  (2.10)
schematisch skizzierte Anordnung verwendet. Wir legen die Inhomogeni-

A;bb[ldrr\8 2.9.. Aufbau des Stern-Gerlach-Experiments.

tat des Magnetfeldes in z-Richtung. Urn das Experiment quantitativ ana-
lysieren zu k6nnen, machen wir einige Idealisierungen. Wir nehmen an,
dass das Magnetfeld auBerhalb der Lticke zwischen den Polen verschwin-
det.  AUBerdem soll  |Bff I   ¢<   |Bz|  und  |Bgr|   <<   |Bz|  sein und  wir verlan-

gen weiter, dass der Feldgradient zwischen den Polschuhen konstant in
z-Richtung zeigt. Die Komponenten des magnetischen Feldes sind dann
im Idealfall 8g a-Bar c3 0,  Bz = z 8', wobei 8' der Feldgradient ist. 5 Dar-

4Auf geladene Teilchen wirkt zusatzlich die Lorentz-Kraft.
5Man beachte, dass_Eg_=± = 0 wegen 68+ = 0 nicht m6glich ist, aber man karm

zumindest erreichen, dass diese Komponenten des Feldes
vernachlassifbar sind.

entiber der z-Kom Onente
In diesem Fall werden die Komponenten des magnetischen Mo-

ments in der xy-Ebene sehr schnell urn die z-Achse prazedieren und die Effekte der x-y-
Komponenten sich zu Null mitteln.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

un,

A;bb[ld:ul\8  2.10..  Verlauf  der  magnetischen  Feldlinien  bein  Stern-Gerlach-
Versuch

aus folgt

wobei 8' eine vom Magneten vorgegebene Konstante ist. Die z-Komponente
44z des magnetischen Momentes der einzelnen Silberatome kann hingegen
variieren. Die Teilchen werden daher im Bereich des Ma eten ents
chend der Ausrichtung ihres magnetischen Momentes in z-RIchtung±t..
Die rna netischen Momente der Silber-Atome,

_-._-                        __ ___

re-`-

die aus der Quelle kom-
men, sind statistisch verteilt. Klassisch sollte das
z-Richtung „z   -   141

magnetische Moment in
cos 0 kontinuierlich alle Werte zwischen -|4| und
I___             _=

+ |44|  annehmen.  Wir messen nun die Anzahl  der auftreffenden Silber-
Atome in Abhangigkeit von der Ablenkung 2:. Das Ex eriment sollte aus
S_ichtderklassischep__P_h][§ik._g__ipekp_ntinuierlicheverteilung+±£££Lrn,wie
sie in Abbildung (2.11) links skizziert ist.

Was Stem und Gerlach aber gefund€n haben, ist in Abbildung (2.11 ) rechts
dargestellt. Man findet lediglich zwei Haufungspunkte, d.h. es kommen
nur zwei Werte fur die Ablenkun en vor ! Dieses Messergebnis kam nur

F="gs#,e"u„t:Lw::#ashas#]#e##e:6o#n###±f!|::::|S::::i
:preuh#.]„Seds#t
Dieses Ergebnis ist

sind Sz - ±

analo

1e

Diese Einstellungen nennen wir Spz."
Richtung des Magnetfeldes.

zu den beiden linearen Polarisationsrichtun
die ein Photon haben kann.
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2.4. Teilchen mit Spin

relatwe Hdufigkeit relative Hdufigkeit

A;bbL]d:ur\8 2.11..   Skizze der klassisch erwarteten Hdufigkeitsverteilung (links)
und der tatsdchlich beobachteten Hdufigkeitsvertetlung fiir ii,z.

Wenn der Stem{erlach-A arat in ir
findet man ebenfalls nur zwei Ablenkwinkel derselben Gr6Be ! Ftir
beliebige Richtung bestehen deshalb nur genau zwei m6gliche Einstellun-
gen des magnetischen Momentes im jeweiligen Magnetfeld !
Urn den Spin genauer zu untersuchen, werden wir

erimente bes
vier Stem-Gerlach-

rechen, die auf Feynman zurickgehen und zu den Pola-
risationsexperimenten analog sind, die wir bei Photonen besprochen ha-
ben.

Experiment 1

•111111+

A;bblldur\8 2.12.. Auswahl einer Spinrichtung: symbolische Darstellung.

Urn die Experimente leichter beschreiben zu kennen, verwenden wir fur
einen Stern-Gerlach-Apparat (Abb.2.9) mit Inhomogenitat in ff (gr,  2;)-Richtung
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Kapitel 2, Zustande und Messungen

+:,1114_lJL
sq[_z,L[H  _    S9i=_>[IIH

Abbildung 2.13: ZztJc!. SGz A p_grate hintereinander_.

S_G_p_(SGu,SGz).6I-|
Wir stellen jetzt hinter SGz eine Blende auf, die z.B. den unteren Teilstrahl
ausblendet. In Abbildung (2.12) haben wir ein schematisches Symbol fur
einen solchen Stern-Gerlach-Apparat eingefuhrt.

Nun stellen wir hinter den ersten SGz , der den unteren Teilstrahl ausblen-
det, einen zweiten SGz (siehe Abbildun (2.13)), mit derselben Blende. Wir-         _-,i                  ----- _  -TrT--I..

ersten S€z£:=ga.9gieed, auchfinden, dass alle Teilchen, die durch den
hinter dem zweiten SGz nach
Parat Statt

ewiesen werden. Wenn wir im zweiten
des unteren den oberen WE_8

Ap-
a~u;blenden, kommen keine Teil-

chen mchr dutch. Das Tleilchenensemble am oberen Ausgang des ersten_SC*js_t
offenbar in einem Zustand prdpariert, den wir mit dem zweiten SG z iiberpriifen
kbnnen und der zum Zustand an unterfn Ausgang orthogonal ist. Wit ne:r\rrer\
denzustandamoberenAusgan®weildi€z-Korip
den Wert +2 hat, und den Zustand am unteren Ausgan

e ihres Spins

Das beschriebene Experiment zeigt, dass die Zustande I + z) und I - z) zu-
einander orthonormal sind:

I

(+zl + z) -(-zl -z) -1
(-zl + z) - (+zl -z) -0

(2.21)

(Zunachst sind nur die Wahrscheinlichkeiten bekannt, d.h. die Betrags-
quadrate I (±z| ± z) |2. Weil aber das Skalarprodukt (cL|cL) eines Vektors mit
sich selbst reell ist, tritt bei den Amplituden in der ersten Zeile von Gl.
(2.21) kein Phasenfaktor auf.)

Der obere Kanal des SGz Apparates erzeugt einen Zustand in I + z) -Richtung.

6Iri Flugrichtung € muss man das Stern-Gerlach Experiment durch eine andere An-

ordnung zur Messung des magnetischen Moments ersetzen. Urn die Notation zu verein-
fachen, werden wir dennoch von einem ,,Stem-Gerlach" Experiment sprechen.
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2.4. Teilchen mit Spin

Er ents richt daher dem erator +z], und der untere Ka-
nal dem Projektionsoperator I -z) (-z|,

Die analogen Ergebnisse erhalten wir, wenn wir im Experiment die  z-
RIchtung durch die I- oder die gr-Richtun ersetzen: die entsprechenden
Apparate projizieren auf Zustande  I + £) und  I - ff ) bzw.  auf  I + ") und
I  -  gr)  .

Experiment 2

Wir verwenden wieder SGz als Filter, urn ein Ensemble im Zustand I + z) zu
praparieren.ImAnschili=s.platzierenwireinenL£LG:-Apparat(sieheAb-
bildung (2.14)). Das

_in____a..___J

ein
(+

ibt: Die Halfte der Teilchen, die in SGff

A;bblldur\8 2.14.. SG z und SG. Apparat hintereinander.

EII.EEEEIEEEEEEEE]_E_EEEHLEEra_EEfflEffl_REEEEH.ERIHitlE
er
as

gleiche Resultat erhalten wir fur alle anderen Kombinationen unteischied-
licher Spinrichtungen.  Die entsprechenden Wahrscheinlichkeitsamplitu-
den mtlssen deshalb

I(±ff|  ± z)|2  =  1/2

I(±grl  ± z)12  -1/2

I(±a,I  ± gr)12  -1/2

(2.22)

erftillen.Daftirw-erdenwireinenko_g±p±£;xis£±±g±±jfe]s±g±raumben6tigen.

Bei Photonen haben wir dieselben Wahrscheinlichkeiten von i gefu]i haben wir dieselben Wahrscheinlichkeiten von i gefunden,.  T===T_  -

wenn der Winkel zwischen zwei Polarisationsrichtungen a7 und--`
betrug. Bei Spin-±Teilchen ist der entsprechende

ff ' 45 Grad
Winkel 90 Grad, z.B. zwi-

schen ff und z ! Zustande zu urn 90 Grad verdrehten
nicht ortho

42

F+±jih_tngungendessjfls
onal aufeinander !_==___    _          \

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle



Kapitel 2. Zustande und Messungen

Die algebraische Beschreibung fur den oberen Ausgang des 2. Experiments
inAbb.(2.i4}*

i  -`:` - --
Zustand            Zahl

-````       -`````

Projektion

I+z)-
Zustand nach SGz

Experiment 3

Wir bringen jetzt hinter die Versuchsanordnung vom zweiten Experiment
eine Blende an, die Zustande mit (+ff ) herausfiltert. Im Anschluss daran
platzieren wir wieder einen SG„ uTEraie Spinverteilung in z-Richtung zu
messen (siehe Abbildung (215TResultat: Die Halfte der Teilchen, die in

A;bb[+d"ng 2.15.. SGz , SGca und SG z ALpparate hintereinander.

den dritten Stem-Gerlach-Apparat hineingehen, liefert den Messwert Sz =
+2 und die Halfte liefert Sz = -2.

Der zweite A parat, der ein Ensemble in I + £) -RIchtung prapariert, hat-      --      I --,-. ____--_  _       ===`  _''.__+-' '_            -

EeesF_eJ±z)__:P_e±r±_satig±somit samtliche Information tiber die urs
_    _     ------------------ _---I-IT  .   ='IT__ =  __.__        ,-

Wir schlieBen, dass es zusatzlich zu einer Polarisation in ±€-vemichtet.
Richtung am Ausgang des zweiten Apparates keine Information tiber ei-
ne ±2;-Polaristion gibt. Daher ist, wie schon zu vermuten war,
ders

der Raum
in-Polarisationen nur zweidimensiohal, obwohl Polarisationen be-

=z±±8±±±+ ¢rc!.cr KOordinatenrichtryg¥7_fuey±€_±±
orthonormale Basissysteme sind daherri

!  Vollstandige

{|+a),   I-ff)},     oder     {|+e/),   I-gr)},    oder    {|+z),   I-z)}

Wie wir noch sehen werden, ist auch { I + fa) ,  I - fa) } beztiglich einer belie-
bigen Richtung f} ein solches System.

Wegen der Vollstandigkeit der Basis sollten auch die entsprechendenLill-
standi keitsrelationen wie

fl    =    |+£)(+ff|    +    I-ff)(-a?I
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2.4. Teilchen mit Spin

gelten. Dies sehen wir im nachsten Experiment tatsachlich.

Experiment 4

Wir bauen einen Analvsatorky±is.auf, der in Abbildung (2.16) skizziert ist.
Dieser Apparat ist so konstruiert, dass die divergenten Teilchenstrahlen

toL±Lb±valialLtr+..T`-K's.+I     '`"      L E3)EEEE
A:bbl]d:ul\g 2.16..  Analysatorkreis f ur ein Stern-Gerlach-Experiment. (Die inho-
mogenen Magneifelder bewirken jeweils eine Krtlmmung der Bahn; ein gerader
Bereich tritt, anders als in der Abbildung, nicht auf.)

wieder zusammengefthrt werden.7 Wenn man intern keine weiteren Blen-
den anbringt, sollte dieserApparat wie der Einheitsoperator wirken.

Wir k6nnen mit diesem Apparat dieselben Experimente wie mit dem ein-
fachen Stern-Gerlach-Apparat durchfuhren. Dazu tauschen wir imLExpe±-

A;bbllchng 2.17.. Modif iziertes S tern-Gerlach-Experiment mit Blende.

ment 3 den mittleren Apparat SGff gegen einen Analysatorkreis mit Inho-
mogenitatinx-R+,ichtungaus.Zunachst blenden wir im mittleren Teil einen
der beiden Teilstrahlen aus (siehe Abbildung (2.17)). Wir finden das

7Als Stem-Gerlach Experiment ist dieser Apparat nicht realisierbar, wohl aber als eine

aquivalente Anordnung in einem Interferometer.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

ErgebL±iLs: wenn wir den (-a?)-Zustand ausblenden, liefem 50 °/o der Teil-
chen Sz = +2 und 50 °/o Sz = -§. Dasselbe gilt, wenn wir I + £) ausblenden.

Wir k6nnen aber beide Wefe freigeben. Dann beobachten wir, dass nach
dem dritten Apparat alle Teilchen nit Sz = + herauskommen. Der Ana-
lysatorkreis wirkt somit in der Tat wie ein Einheitso erator, und Gl. (2.23)
ist erfullt ! Der Analysatorkreis pragt den Teilchen keine Information be-
ztiglich der ff-RIchtung auf. Dieses Ergebnis ist v6llig analog zum entspre-
chenden Ex eriment mit Photonen.

2.4.2    Basisvektoren fur spj±n_-£|eLi_±±±=e|_-____ -__i=_
Wir haben aus dem Experiment gelernt, dass der Spin von Spin-±Teilchen
durch einen zoo.rdimeusionalen Vektorraum beschrieben wird, mit aaul-urn beschrieben wird, mit aqui--__t
valenten vollstandigen und orthonormalen Basissystemen

{|+ff),   I-ff)},     Oder     {|+or),   I-e/)},     Oder    {|+2;),   I-z)}.

Aus den beobachteten Wahrscheinlichkeiten k6nnen wir auch die Trans-
+++

formationen zwischen den Basiss stemen groBenteils herleiten. Wir wer-
den I ± I) bzw. I ± gr) mit Hilfe der Basisvektoren I ± 2;) ausdrticken.

Allgemein k6nnen wir schreiben

I+a;)    =    c+I+z)    +   c_I-2;),   mit   c±   =   (±z|+a;),

nit |c+ |2 + |c_ |2 = 1 fiir die Normierung. Aus dem experimentellen Ergeb-
niss   I(±a;I  ± z)|2 =  i

c+-#
C_-

(Gl. (2.22)) folgt   |c±|  = j§, also

+ ff, - #(, + z, ¢ -z,,
wobei J± noch unbekannte Phasen sind und a  := J±.
Genauso folgt aus I (±gr| ± 2;) |2 = i (Gl. (2.22)) die Darstellung

I + gr) -#(I + z) +® -z))
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2.4. Teilchen mit Spin

Nun k6rmen wir das Skalarprodukt von I + ff) und I + gr) bilden:

(+grl  + ff)
e-iry+€i6+

2
€`(6+-ry+)

((+z|  + e-£ry(-z|)  (I  + z)  + €£6|  _ z))

(1  + €i(6-ry))

1  +  ei(6-ry) 12

(1  + €i(6-ry))*  (1  + €i(6-ry))

=    z(1+cos(6-ry))

Urn die beobachtete Wahrscheinlichkeitsamplitude I (+gr I +
halten, muss 6 - ry = ±
welche Werte 6 und ry

ff)|2 = i zu er-

ggelten.Eskannhiernochnichtfestgelegtwerden,
annehmen. Aus den spater behandelten

allgemeinen Basistransformationen fur Spins wird sich 6 = 0 und ry =  Z,
sowie ry+  =  6+  =  0 ergeben. Damit werden die Gleichungen (2.24) bzw.
(2.25) zu,

I  + ff ) (I + z) + I  -z))
-(-,+-.z,dyFZT,

Die Orthogonalitatsbeziehungen (-z| + a;)  =  0 und (-gr| + gr)  =  0 legen
dann die restlichen Zustande bis auf einen weiteren Phasenfaktor fest, der
sich spater ebenfalls aus dem Spin-Rotationsoperator ergeben wird.

-I,  -±(,+  ,-

(I + z) -il -z))

€*'                :s£:s:ew±cfeti:i]:: ze#ee=kfetlnr' a:ess#ehre;cpheer££nTfec:t£:::sna:rg:£bfunises: :::i2t.2e2!
t hier zwingend einen zweidimensio--       __         -        ,klart werden k6nnen. Man ben6ti
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

Wir werden spater auch die Spin-Zustande ftir eine beliebige Quantisie-
rungsrichtung 5 berechnen. Der Vollstandigkeit halber seien sie hier schon
angegeben. Beide Zustande sind nur bis auf jeweils eine Phase eindeutig.

SPIN-ZUSTANDE IN RICHTUNG ff

I+fa)     =    cos(g)   I+z)   +   €6apsin(£)   I_2;)

I-fi)    =    sin(8)   I+z)   -€5apcos(8)   I-z)  ,                                              (2.28)

wobei 0 und qo die Kugelkoordinaten des Einheitsvektors a
sind: 0 ist der Winkel zwischen der z-Achse und dem

sin 6) cos sin a sin p,c;aso)

Winkel zwischen der x-Achse und der Projektion von i; auf die xy-Ebene.
Mit der Phasenkonvention von Gl.  (2.28) gilt   I+)_fi  =  I-)ji.  Die Kurz-
schreibweise I + ff) und I - fa) ist daher gerecht ertigt.

Charakter.istisch ftir Gl. (2.28) ist das Auftre±en des fe¢Jb=e=ap=__pr_±e|9__f±ei         I
den Spin ;-Teilchen.

*rl

Wir tlberprtifen leicht die Spezialfalle fur die drei Koordinatenachsen fa =
€„,  a =  €gr,  und ff =  €z. Urn die tibliche Phasenkonvention fur I  -2;) zu
reproduzieren, muss man hierbei fiir die z-Achse ap = 7r wahlen.

Richtung 7b 0 q, I+7t) I-7})

I„2; 7TZ7rZ0 07rZ7r *(I+z) + i-z)) ±(I+z) -I-z))

j5(I+Z) + 6 I-z))I+z) ±(I+z) -¢ I-z))L=)

E±pfioperatorelt__ _  IlrlT  _    I___I__.-

2.4.3

Bei Messung des Spins in den Richtungen £, gr, 2: haben wir jeweils genau
zwei verschiedene Messergebnisse gefunden, namlich±iNach den Po-
stulateninAbschnitt2.3.1entsprechendieE|n;jM£±±!±Pgg_P_Spjp££Zgz'¥gf9ZLOvT
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2.4. Teilchen mit Spin

welche auf die jeweils erzeugten Zustande projizieren und die Messwerte
als Eigenwerte haben. Bei Messung von Sz zum Beispiel sind die projizieE
tenZustandeT±_zi.DieallgemeineDarstellunginAbschnitt2.3.1wardie

Die Spin-Operatoren

J4   -   Z:  a'. ,a'.,(c,j,  .

k6nnen wir daher so fort an

SPIN-OPERATOREN

J£  -  : ( , +.,(+ff,  -, -ff,(-., )
3gr     =    2  (I+gr)(+grl   -I-gr)(-grl)                                                 (2.29)-

£  -g ( , +z,(+z,  -, -z,(-z, ) .

Wir k6nnen den Spin-Operator auch gleich
Richtung a scheiben:

emein fur eine beliebi

Sfi    =    2l+ffi)(+fa|    +    (-2)I-ff)(-fa|.                                          (2.3o)

Da die Eigenwerte ±§ reell sind, sind die Spin-Operatoren

DarstellunE in der z-Basis

Wir berechnen nun die Darstellungen dieser Operatoren

hermitesch.

in der Sz-Basis
± z) .  Urn die Notation zu vereinfachen, werden wir (nur fur diese Rech-

±) die Vektoren bezeichnen, s  =  ±1. Die Ei-
genwertgleichung fur Sz ist dann==T    _ --

Sz  ,sz\    =s2  ,sz\  ,    mft  ,sz\
ftlr s -+1
fur s --1.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

Die Matrixelemente dieses erators in der 2+Basis sind~

(s'z|Sz|sz)    =

Die Matrixdarstellun

s:tsJzisz\    =    s26ss;

erators jz in der

a:i a <e;/£ /e7>(/

±z\-Basis lautet somit

Sz-

Ss' +1-1

+1 +20

-1 0--2 2(   :  _:)

Der Pfeil soll da fur stehen, dass der Operator in der gewahlten I ±2;)-Basis
in die angegebene Matrix tibergeht.

j±=]±±£g erhalten win ±us der Spektraldarstellung vQp!fi un_d der Darstel=
lung der Zustande ± ff ) in der z-Basis

±£,  -± (,+z, ±  ,-z»

(woraus man direkt z.B.  (-g| -z)  = -i abliest) die Matrixelemente in
der z-Basis:

(s'zl  jf  lsz)___ i(s'z
fi

2
fi,

2

I + ff)(+a,I  -I  -a,)(-a,I lsz)

((S'Z|+ff)(+ff|SZ)-(S'Z|-C)(-ff|SZ))

((s'2;I  + a;)  (sz| + ff)*   -   (s'z|  -a;)  (sz|  -a;)*)

Ss' +1         ..  '+t> -1      :   /`a>

+1l't> (+zl+a,)   (+zl+ff)* (+zl+a,)  (-2,I+a)*
-(-+zl-a,)  (+zl-a,)* -(+zl-a,)  (-2,I-a,)*

-1I-t>
(-zl+a,)  (+zl+a,)* (-zl+a,)  (-zl+a)*
-(-2,I-a,)  (+Zl-a,)* -(-2,I-a,)  (-2,I-a,)*
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2.4. Teilchen nit Spin

1.1*                1.1*

22
E  _  1.(-1)*
22

± _  (-1).(-1)*
22

DieMatrixdarstellungvonjfinderz-Basisistdemnach

Ftir die gr-Komponenten des Spin-Operators erhalten wir

3€ - : ( :  : )

ts,z,jar  ,sz,      =      2tts,z,+gr,tsz,+gr,*_ts,z,  _gr,tsz,  _gr,*j

jar  -2(:  ii)

Zusammenfassend finden wir die

DARSTELLUNG DER SPIN-£OPERATOREN IN DER   ±z  -BASIS:

PAULI-MATRIZEN__--

j#  -    2(   :    :)  -:  2o# fiZO-l

§gr   -    2(  +,   -;)   -:   2ogr
:o2                               (2.31,

!jz  -    2(   :  -:)   -:  goz fiZcr3

cr., crgr, crz (alternative Namen: cri , cr2, cr3) sind die Pauli-Matrizen. Wir stel-
len einige wichtige Eigenschaften zusammen.
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Kapitel 2. Zustande und Messungen

{A, 8} steht fur den A7t£!.ko77tfflw£¢for {A, 8}  := AB + BA, und €cr¢ry ist der
total antisymmetrische Levi-Civita-Tensor.

LEVI-CIVITA-TENSOR

€123  = €231  = €312  =  +1

€321  = €213  = €132  =  -1

€Q¢ry = 0         wenn zwei oder mehr Indizes gleich sind

(2.33)

Er ist invariant gegen zyklische Vertauschung der Indizes: €Q¢ry  = €¢ryQ  =
€ryc¥4. Die zweite, dritte, und vierte Zeile in Gl. (2.32) folgen direkt aus der
ersten Zeile. Das Summehzeichen wird oft weggelassen (Summationskon-
vention).

In der vierten Zeile von Gl. (2.32) steht der Kommutator der Pauli-Matrizen.
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2,4. Teilchen mit Spin

DarausfolgtderKommutatorderspin-5iML±e_a
hier in der

[San s¢]

ohne ,,Hut";

=   (g)2 [oQ,o¢]   =   ¥ . 2i€Q¢ryory   =   ifi€a¢ry  2°ry   =

Weil in endlich-dimensionalen Raumen ein

•\h ea@ry  Si

Isomoaphismus zwischen den
Operatoren und den Darstellungen besteht, gilt die obige Kommutator-
Relation in jeder Basis und auch ftlr die eratoren:

ALGEBRA DER SPIN-OPERATOREN-r\r,

[3Q,3p]   =   ifi€Qpryjry                Vc¥,¢,ry =  1,2,3                                             (2.34)_-

Diese Beziehung gilt fur beliebige Dre_±iEp±±!§g wie wir spater sehen wer-        I
ebra derLie-Alden. Es handelt sich hier urn die sogenannte

Fine weitere wichtige Beziehung folgt aus cr2 = fl:

Dies sieht man auch direkt aus der Spektraldarstellung:

S£  =  (Z)2 |n)(n| + (=)2 I-"m|  =

(2.35)

(,n,(n,+,-n,(-n,)-¥fl.

A#mcrfu#g..ZusammenmitderEinhe±t.sm±i\i?i. sparmendiePauli-

Matrizen den Vcktorraum der 2x2 Matrizen auf. Es lasst sich demnach
jede 2 x 2 Matrix als

J\4  = Con  + ai  . crz + a2 . cr„ + CL3  . Crz

mit komplexen Koeffizienten cL6  darstellen  (s.  Ubungen).
her jeden hermiteschen Operator in einem

(2.36)

Man karm da-
zweidimensionalen komplexen
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Vektorraum mit Hilfe der Pauli-Matrizen schreiben.
Pauli-Matrizen und ihre

Deswegen sind die__ _ =Jr_      =

nicht nur bei Spin-±Teilchen wich-
hen System mit nur zwEf iHr-di;len System mit nur zi

Wife  ` _:._

. Anwendung relevanten)hz±±g`t_ap.=±£± Beispiele da fur sind Atome, in denen
ein Grundzustand und nur ein angeregter Zustand wichtig sind, was etwa
bei NMR und beim Laser vorkommt !

Erwartungswerte und Varianz
-   __I_'=:=L,     __i=+I,

Mit Hilfe der Spin-Operatoren k6nnen wir Erwartun swerte von Mess-
ergebnissen ausrechnen.  Es sei zum  Beispiel ein Ensemble  im.

]|gegeben. Wir
Zustand

messen die z-Komponente des Spins, z.B. mit einem
SGz Stern-Gerlach-Experiment. Die einzelnen Messergebnisse
lichdieEigenwertevonjz.WermTTwi=

s.ind±§{nam-
das Experiment mit vielen unabhan-

gigen identisch praparierten Teilchen wiederholen, konvergiert bei zuneh-
mender Zahl von Wiederholungen

i_Erwartungsw_er.t.Dieser
der Mittelwert aller Messwerte:I aiier iviesswerte 8f8Len

Lfl

ist hier Null:

(jz)    =    (ff|3z|ff)    =    2(ff|(|z)(z|   -I-z)(-z|)|ff)                 (2.37)-:un
W(+zla')

fi

2

i (-2)u
W(-zla')

(: -:)  -o,
denn im Zustand |ff) werden gleich haufig 2 und -§ gemessen.

Die einzelnen Messwerte streuen urn den Erwartun

(2.38)

(2.39)

swert. Das Quadrat

{f,A`t)

der Streuung ist die Varianz (Notation tiblicherweise ohne Dach) :

«ASzf i)   ..=   «f iz-ifsz»   =   ifs2z) -2ifsz)ifsz) + ifsz)2
--   (stz) -(Sz)2

Die Varianz vereinfacht si€h weiter, weil (Sz) = 0 und S2 = (2)2 fl

(ASz)2      =      (£|   (:)2fl|£)    =    (:)2.

Im Zustand I + ff ) findet man daher im Mittel den Messwert (jz) = 0, aber
mit einer groBen Streuung von ASz = g

53


