
Kapitel 10

Verschrankte Zustande

Die M6glichkeit der Verschrankung mehrerer Freiheitsgrade spielt in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle und unterscheidet sie essentiell von
der klassischen Physik. Wir werden in diesem Kapitel einige wichtige Aspek-
te und Anwendungen besprechen. Einen reinen Quantenzustand mit zwei
Satzen A und 8 von Freiheitsgraden nennt man einep
Kap. 9), wenn er von der Form

ldygesomt)    =    lq9)A-=®   |X)B

Produktzustand

(10.1)

ist. VcrscJ!rj!.7tkf ist ein reiner Zustand, wenn er von der Form

ldy)    =   Z=   Cn  lq97L)A   ®   lxro)B
7t

rr\it mehr als einem Summanden ist \ir\d

(10.2)

nicht durch Faktorisierung in die
Form eines einzelnen Produktzustands gebracht werden kann.

Im vorigen Kapitel haben wir festgestellt, dass im..Falle von Verschran-
kun8 uantenmechanische Interferenzeffekte verschwinden
man nur ein Teils stem untersucht.

k6rmen,LHrm
In Kap.10.1 und 10.2 werden wir Aus-

wirkungen auf den quantenmechanischen Messp   zess selber und auf die
makroskopisch auftretende Dekoharenz behandeln. In Kap. 10.16 werden
wir sehen, dass experimentelle quantenmechanische Korrelationen von
verschrankten Zustanden nicht klassisch
qi£±t durch unendlich viele sogenannte

erklart werden k6nnen, selbst
verbor ene  Parameter. In Kap.

10.4 werden wir auf Anwendungen von Verschrankung eingehen, mit der
sogenarmten uanteninformation und als
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10.1. Der Messprozess

10.1    DerMess rozess

Wir schauen uns genauer an, was bei einer Messung geschieht. Das be-
trachtetequantenmechanischefr±_emL±liege
vor. Wir messen eine Observable A mit
tor) A. Das Spektrum von A sei diskret,

A17l)   -an

in einem reinen Zustand lay)
zugeh6rigem Operator (Analysa-
mit Eigenvektoren |7t) :

(10.3)

Den Zustand kann man nach den Eigenvektoren von A entwickeln:

dy,  -  I: cn ,n, . (10.4)

Als einfaches !=i=pi:ibetrachten wir den Fall, dass zu |dy) nur zwei Eigen-
vektoren von A beitragen:

ldy)    =   Ci  |1)   +   c2  |2)

Der Dichteoperator dieses reinen Zustands ist

=   |dy)(dy|     =     (ci|1)   +-c2|2))(cI(1|   +   cZ(2|)

(10.5)

(10.6)

Wahrend der Messung tritt das System S nit einem Messapparat M in
Wechselwirkung und anschlieBend wird das Messergebnis von einem Be-
obachter abgelesen. Die quantenmechanischen Postulate sagen aus, dass
bei einer M£±±±±ng von A nur die Eigenwerte a„ von A vorkommen, und

).;.   L6  `EL

=   Z=   lcn|2  |77)(77|

befindet. Im betrachteten Beispiel wird dies in der Matrixdarstellung zu

"   -   (,c;,2   ,c:,2)  .
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Die Wahrscheinlichkeiten kann man vielleicht als die noch vorliegende
Unkenntnis des Messergebnisses interpretieren. Beim Ablesen nimmt der
Beobachter dann wie in der klassischen Statistik Kenntnis vom Messer-

gebnis und weiB dann, dass das System in einem einzelnen Eigenzustand
|7t) ist, d.h. A wird weiter reduziert zu

(4=nM>         fR-a =   i7b)(77i  .  4/re

uantenmechanischen Zustand

?S.i.a€L        (1o.9,

k6nnen die beitragenden Zustande
I 1)  und  |2) bei geeignetem experimentellen Aufbau
rieren Kap. 9.1), tiber Nichtdia

miteinander interfe-
onalelemente  (1|G|2)   =  tr

einer zugeh6rigen Observablen £. Dazu mtissen im Dichteoperator (10.6)  9,
Nichtdiagonalterme wie  |2)(1|  =  clc2  vorhanden sein.  Dagegen enthalt

nuf noch klassische Wahrscheinir ichkeiten; dort fehlen die Nichtdia-

gonalterme.
Die beschriebenen Ubergange von ¢o nach ¢t und dann nach ¢H  (oder
auch direkt ¢o nach ¢fr) bereiten allerdings groBe Schwierigkeiten bei der
Interpretation. Die sogenannte
tenmechanik spricht hier vom
oder a uivalent

ensche lnte retation der Quan-
Kollaps d_er_Wellenfunktion" (¢o nach

), i'm Uht-eischLied zur sonst
taren Zeitentwicklung gemaB der Schr6dingergleichung.

Ein eklatantes Beispiel ist Schr6din

¢JJ,

ers bertlhmte Katze (1935): Sie ist in ei-
nem Kasten eingesperrt, in den man nicht hineinschauen kann. Innerhalb
des Versuchszeitraums soll in den Kasten mit Wahrscheinlichkeit i Gift
ausstr6men (ausgel6st zum Beispiel durch den Zerfall eines Atoms), wo-
durch die Katze stirbt. Ob die Katze lebt oder nicht, erfahrt man aber erst
beim Offnen des Kastens. Unmittelbar vorher sieht man sich anscheinend
gezwungen, ihren Zustand mit

1

J72:2`l ----- `_-Ol    '    \-_-I   /

anzugeben. Dies ist sehr merkwtlrdig. Hat man es mit einer makrosko-
pischen Uberlagerung von lebendiger und toter Katze zu tun ? Ist das
sinnvoll ? Entscheidet sich erst bei der Beobachtung, ob die Katze lebt ?
Sollte man auch den Beobachter mit in das quantenmechanische System
miteinbeziehen ? Muss man die Wechselwirkung mit der sonstigen Urn-
gebung berticksichtigen

( |1ebendig)  +  |tot) )

? Wie kommt man von mikroskopischer Quan-
tenmechanik zu makroskopischem Determinismus ? Wie
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10.1. Der Messprozess

der Wahrscheinlichkeitsinterpretation urn ? Diese und verwandte Frage-
stellungen sind unter dem Namen ,,Mcssproz}Zc#z" bekannt. Dazu gibt es
trotz jahrzehntelanger
InterDretation.

in thm„n

«",dt,r.'

Versuche immer noch keine all emein akze tierte

Man kommt weiter, wenn man auch die Zeitentwicklung des Messappara-
tes uantenmechanisch mit berticksichti Der Messapparat befinde sich
vor der Messung im Zustand |J\4lo). Der Gesamtzustand von System und
Messapparat sei vor der Messung

lay)   ®   1„o)     =    lay,„o)  . (10.10)

Er faktorisiert in die Anteile |dy) des Systems und |J\4lo) des Messapparats.
M soll ein Messapparat in folgendem Sinne sein: Wermivor der Mes-

eiterTmzustand |k)"     #7sung fm ZustaLP4+ELfs
sein, und der Messa

t, soll es nach der Messun
arat soil in den Zustand ehen (z.B. mit

der Zeigerstellung k). Wir betrachten nun die
entwicklung des Gesamtsystems bei der Messung, die ganz normal tiber
denzL±Eertyickl_ungsoperatQrablauft:

"Rrem.caren"tt"
IdytMo)   =   Z=  Cn  17}tMo)    =_~+      Idyge6amt)   =   Z=  Cn  Ira,Mn)  .   (10.11)

Der Endzustand ist zwischen  S stem und Messa arat verschrd
faktorisiert nicht mehr. Er ist aber nach wie vor ein reiner Zustand.

Der Beobachter registriert (misst) am Ende die Zeigerstellung des Messap-
parates. Zum eigentlichen System S hat er bei der betrachteten Situation
keinen weiteren Zugang. Seine Wechselwirkung findet nur mit dem Mess-
apparat statt. Seine Situation wird daher durch eine reduzierte Dichtema-

arates anftaLuchen..        Itrix beschrieben, in der nur die Zustande des Mess¢

;Messapparat     -trsystem  |dygesamt)  (dygesamt|

=    trsystemz=  C7ic:  |n,Mn) (in,Mm|

=    Z=  lcnl:'TAr} (M7t|  .
7t

Dies entspricht einer Matrix ohne

(10.12)

Interferenzterme, in der die erwarteten
WLflrscheinlichkei±epJfft_|2ftirdieLg[pzelnenMessergebniss_e_auftauchen.

#)   o.MbNlul , fyq dh  fi,.c4 /k> e~tun.fraf, „al  /,.ey a~  z3,hf ty4.{
hth ue,.b id ifae  lkl fife.
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Der,UbergangvonderquantenmechanischenSituationmitlnterferenzhin
zu klassischen Wahrscheinlichkeiten (¢o zu A/ ) geschieht somit durch die
reduzierte Beobachtung nur des Messap
(Bei Schr6dingers Gedankenexperiment

tarates statt des Gesamtsystems.
k6nnte man die Katze auch al5

makrosko ischen Messa arat inte retieren, der detektiert, ob das aus-
16sende Ereignis, z.B. der mikroskopische Zerfall eines Atoms, stattgefun-
den hat.) #'
Dies klart aber nicht die Fra e, wie man das Vorhandensein von
scheinlichkeiten statt klassischem Determinismus interpretieren sollte. In
Kapitel 10.3 werden wir sehen, dass eine zunachst naheliegende Interpre-
tation als statistisches Gemisch von einzelnen Realisierun en mit

ebnisI (,,Verborgene Variablen")vorbestimmtem Er
I       EXDerinentsteht.¢

10.2    Dekoharenz

in Widers ruch zum

Es gibt einen weiteren wichtigen Mechanismus, durch den quantenme-
chanische Interferenzeffekte in der makrf>skopischen Welt drastisch redu-
ziert werden, die sogenannte Dekoharenz aufgrund von Wechselwirkun-1

irmmitdenvielenFreiheitsgradenderauBereL±]=AEt.
Wir betrachten der Einfachheit halber wieder ein Teilchen (SyEi±e±±±) im rei-
nen Zustand

|dy)s   =   Ci  |1)s   +   C2 |2)s  ,

mit der Dichtematrix (10.6).

Die Wechselwirkung mit der Umgebung erfolgt zum Beispiel durch Streu-
ung von (in der Regel zahlreich vorhandenen) Photonen an dem Teilchen.
Bei einer einzelnen Streuung sei das Photon zunachst im Zustand 16)p. Der
Zustand des Photons nach der Streuung wird vom Zustand des Teilchens

urn Kol Uberraschenderweise bekommt man bei aufeinanderfolgenden
dieselben Wahrscheinlichkeiten fur verschiedene Kombinationen von Mess-

£=g§kpissgn,j±[£=± man bei der mathematischen Beschreibung einer Messungjz££Zf die
Reduktion ±) von A auf nur noch einen Term I A4ln) (A4l„ I (oder von I dy) auf |7t) ) vor-
nimmt, sondern die Zeitevolution durch ehend unitar beschreibt (s. Basdevant/ Dalibardi-E]

Dann ware die Zeitevolution reversibel ! Mit
sie bei Messungen irreversibel.

Kollaps laut Postulaten der QM ist
Der Unterschied ware im Prinzi
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10.2. Dekoharenz

(z.B. dem Ort) abhangen. Wir k6nnen schematisch schreiben

+    lfi)s  ®

Dabei haben wir den es Teilchens der Streuung  |fi)s ge-
nannt. Wir nehmen an, dass das Teilchen vor der Streuung in einem Pro-
duktzustand mit dem Photon ist. Beid wird daraus (v6llig
analog zur obigen Rechnung bei der Messung)

dy,s®,o,p=tpfu,n,sj®,,,.r,+,dygesamt,=pfut,fi,s®,in,pj

(10.13)

ein weiterhin reiner, aber ni]n nit dem Photon z7crscrfu#7tfrffry 7iiqtand

Werm wir annehmen, dass die beitragenden Endzustande des Photons or-
thogonal sind, p(1|2)p  =  0,
stems

dannistdie::±::=;:=;e.mchteme±2{.±£:±±±-

;s     =    trp,dygesamc,tdygesam£,       =.       =    t,c6,2     [c:,2j     a             t]oo]4,

Hier fehlen die Interferenzterme !

Man kann,  realistischer,  auch ZLlassen,  dass  die  Endzustande  |7t)p  des
Photons zueinander nicht orthogonal sindo Dann taucht in den Nichtdia-

der in der Regel klein sein wird,gonalelementenihruberlappp(1|2)pauf,
insbesondere wenn die Zustande I 1)s und |2)s des Systems sich makros-
kopisch unterscheiden (z.B. weit auseinanderliegende Orte). Wenn ein wei-
teres Photon an |dygesamt)  streut, mit Endzustanden |7t£2)), dann tauchiT
der reduzierten Dichtematrix bei den Nichtdiagonalelementen das Pro-
dukt p(1(1)|2(1))p .p  (1(2) |2(2))p  <<  1 auf. Mit jeder weiteren Streuung ver-
ringert sich   ie Das Gesamtsystem mit
Teilchen und allen Photonen befindet sich in einem reinen Zustand, der
viele Summanden hat. Die rcczj±zfgz:£c Dichtematrix dagegen
nehmender Zahl von Streuun

wird bei zu-
en immer ahnlicher zu klassischen Situati-

QnJ10.8): das System verliert seine Koharenz.

In einem realen System sind
Teilchen enthalten,

makrosko isch viele Photonen und andere
die auf sehr kurzen Zeitskalen miteinander wechsel-

wirken. Dadurch bekommt man _9utomatisch den Uberg±±g__vo±p±kfq-
ischer zu makrosko

chanischen Interferenzeffekte gehen
die mikroskopischen quantenme-

bei makrosko ischen
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/ auch be chr6din ers Katze ! eist sehr schnell verloren und es ist in der
Regel sehr schwierig, quantenmechanische Koharenz experimentell stabil
zu halten.  Es gibt aber spektakulare
pisch viele Teilchen im selben

Ausnahmen, bei denen makrosko-
antenzustand sind, der--+-I

ist, insbesondere die Supraflulditat und die Supraleitung.-,
des-F¥a¥

10.3    EPR-Paradoxon und Bellsche ungleichungen

Einstein war zeitlebens unzufrieden damit,  dass die Quantenmechanik
nur statistische Aussagen macht, was in seinem bertihmten Zitat zum Aus-
druck kommt

Dass [der Herrgott] wtlrfelt und sich telepathischer Mittel be-
client (wie es ihm von der gegenwartigen Quantentheorie zu-
gemutet wird), kann ich keinen Augenblick glauben.

K6nnte vielleicht der Ausganf von Messungen durch ±±eiboTgene Parame-
fest bestimmt sein ? Dann ware die Quantenmechanik in Wirklichkeit

=,-===L      --±i I

deterministisch, so wie die klassische Me_chanik. Einstein, Podolsky und
Rosen (EPR) schlugen dazu 1935 ein Gedankenexperiment vor. Jahrzehn-
te spater konnte damit, nach einer Analyse von John Bell 1964 und mit
Experimenten seit den 1970er Jahren diese Frage geklart werden.

Wir betrachten eine modifizierte Variante des Experiments, die auf D. Bohm
zurtlckgeht. Im Labors stem lie e ein Teilchen mit S in Null vor, das in
zwei Teilchen A und 8 mit S in 1 /2 zerfallt, die voneinander we
Quantenmechanisch sind diese Teilchen miteinander verschrankt. C/4 /p.}.I )
Wir warten, bis die Teilchen weit voneinander entfemt sind und fuhren

ins durch. Die Messungen sollen so kurz hinter---,dam Messun en der S
einander erfolgen, dass sich die Messergebnisse bei Ber{icksichtigung ±er_
Lichtgeschwindigkeit nicht beeinflussen k6nnen.3--         I        __  __\

Wenn man nur bei Teilchen A misst,findetmanbeztlglichjederbeliebigen
Messrichtung fa mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Messergebnisse  +§
und -2, im Mittel tiber viele Versuchslaufe also Null. Das Gleiche findet
man, wenn man nur beiTeilchen 8 misst.

2Analoge Experimente k6nnen auch mit Photonen durchgefuhrt werden.
3Seit den 1980er Jahren ist dies tatsachlich experimentell m6glich geworden.
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10.3. EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss aber das
terhin den S in Null haben. Man messe zum

Gesamts stem wei-
Beispiel den Spin von A in

der z-Richtung, etwa mit dem Ergebnis±iD9nn muss eine Messung des

±W±.ergeben.DasErgebnisderins von 8 in dcrsczz7c7.
zweiten Messung kann man also vorhersagen.

Diese Korrelation der Messergebnisse bei derselben Messrichtung ist aber
noch nicht der ganze quantenmechanische Effekt. Sie ahnelt der klassi-
schen Situation, dass man eine rote und eine schwarze Kugel auf zwei
Behalter verteilt. Wenn dann im ersten Behalter die rote Kugel gefunden
wird, muss der zweite Behalter mit Sicherheit die schwarze Kugel enthal-
ten.

Messbare Unterschiede zwischen klassischer Physik und Quantenmecha-
nik beztlglich sehr allgemeiner angenommener verborgener Variablen er-
halt  man,  wenn  man  den  Spin  der  beiden  Teilchen  in  #7iferscfe{.eczz!.cJ2c7i
R€.cfef#7tge7z  misst, wie wir  gleich zeigen werden.  Wir fuhren dazu zwei

getrennte Analysen durch, einmal mit angenommenen verborgenen Va-
riablen und einmal gemaB der tiblichen Quantenmechanik.

Fine sogenannte ,,realistische" Theorie definieren EPR als eine Theorie, bei
der gilt

Kann man den Wert einer sikalischen Gr6Be mit Sicherheit
vorhersagen, ohne ein System zu st6ren, 4aEp gibt es ein Ele-
ment der sikalischen Realitat das dieser Gr6Be entspricht.

Diese Formulierung ist bewusst operational gewahlt. Die ,,Elemente der

physikalischen Realitat" sind die erwahnten verbor enen Variablen. Wir
machen jetzt die Annahme, dass die korrekte Theorie der Welt in diesem-.
Zusatzlich machen wir die Annahme der ,,Lokalitat'', d.h. dass es keine
Wechselwirkung gibt, die sich mit Uberlichtgeschwindigkeit (oder sogar
instantan) ausbreitet.

Wir analysieren den oben beschriebenen Fall, dass die Messung von Sz am
Teilchen A den wert § ergab. Dann k6nnen wir das Messergebnis bei B mit
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Sicherheit vorhersagen, ohne 8 zu st6ren. Nach dem zitierten Realitatskri-
terium folgt, dass das
Sz - fi,,besitzt.

Teilchen 8 im Beis iel tatsachlich eine Ei enscha

Wir k6nnten bei A auch Sff messen und dann Sff bei 8 korrekt vorhersagen.
Wegen der angenommenen Lokalitat kann die
A die Messergebnisse bei 8 nicht beeinflusse

enschaft ,,S£" besitzen.

Widers ruch dieser Aussa eZur

rat,I
I der Messrichtung4 bei
aher muss 8 ¢wcfe eine

in der wegen

.q

Sff ]  ±  0 nicht beide Spinrichtungen scharfe Werte haben k6nnen, ist
das ,,Paradoxon" von EPR.

Die obige Uberlegung gilt Richtun ff und auch beiund auch bei Vertauschung
der Rollen von A und  8.  In einer  ,,lokalen realistischen Theorie"  mtis-
sen deswegen die Messergebnisse fur jedes Teilchen A und 8 und j±4S;r
Messrichtung schon vor der Messung festliegen.

Bellsche Ungleichung

John Bell gelang es erimentell tiber rtifbare Vorhersa en aus der
Annahme einer lokalen realistischen Theorie herzuleiten.

Dazu muss man bei Teilchen A und 8 den Spin in unterschiedlichen Rich-
tungenmessen.JedeEinzelmessunglieferteinErgebnis±2.Wirdefinieren
die Korrelationsfunktion

c(-a)-d)  ..-  p++  +  p--  -  p-  -  p-+ )

wobei z.B. P+_ die Wahrscheinlichkeit sein soll, bei der Messun

(10.15)

von A ''„
Rz.cfe£#„g5denwert+§zufindenundbeimselbenzerfallbeiBz.7tR!.cfefw7ig

drenwert-g.

EH
e wurde im Experiment tatsachlich sehr schnell lokal und zufallig variiert.
ie einfachste Version einer verborgenen Variablen, namlich dass jedes der beiden

Teilchen nach den Zerfall eine feste S
rimentellen Er ebnis nicht kom

besaBe, ist schon mit diesem.ex-pe-
atibel. Wenn die Spin-Richtung etwa ±e-z  ware, dann

warendieMessergebnissevonAund-.Bbeztiglich€-£nichtkorreliert.±mMi±±s]h±¥=±±i=
Messergebnisse beztlglich derselben Messachse bei A und 8 dann nicht die experimentell

efundene erfekte Korrelation.
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10.3. EPF]-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Behauptung: Bei Annahme einer lohalen realistischen Theorie gilt die

BELLSCHE UNGLEICHUNG

|o(a,a)  -a(a,c||s   1  +  c(a,c|.                      (io.16)

Beweis:
nisse ±2

In jeder der drei Richtungen a, a, a k6nnen bei A die Messergeb-
vorkommen. Die relativen Anteile dieser 8 Falle bezeichnen wir

mit nH ¢A, ryA), wobeiC¥A, ¢A, ryA  =  ±1.  Nach Annahme einer realisti-
schen Theorie liegen diese Anteile gleichzeitig fest und es ist

Z=       n(OA„GA,ryA)   =   1.
QA'¢A,ryA

%£eeg¥:I:ee[sat:Oenssaf=sk:]£:S::Nmua]f£::Terau#eassss:nerat[s¢:(g:;)B=b(:£g¢|:?I
der Richtung 5 gleich den Negativen des Messwerts ¢A bei A beztiglich
derselben Richtung, d.h ¢8 = -¢A. Aus ( c¥A ¢8 ) wird dannLL-==:i          ===:i= I  _

a(a,5)   =      z:      7i(OA,4A,ryA)   OA.(-4A),
QA 'PA 'ryA

und daher (wirlassendenlndexAjetztfort):     /4/4. I.   d"/„rA ;

a(a,a)  -a(a,c|    =    -Z=  7i(c¥,¢,ry)  c¥(4-ry)
c¥,¢,ry

-z=   rL(c¥, ¢, ry)   cl¢(1  -Pry)

a,¢,ry

wegen ¢2 = 1. Wegen cl¢ = ±1 folgt

c(a,-b)  -c(a,a

was zu zeigen war.

S   Z=  7J(a,4,ry)   (1-Pry)     =    1  +  a(a,c7,
c¥,¢,ry
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

10.3.2    Quantenmechanische Analyse

Sin8ulettt

Die beiden Teilchen A und 8 entstehen beim Zerfall eines Teilcheus ohne
Spin. Ihr gemeinsamer quantenmechanischer Zustand muss deshalb den
Gesamtspin Null haben, d.h. er darf sich unter Rotationen nicht veran-
dem. Der Gesamtdrehimpulsoperator ist hier

=;                =J                     =:

j  =  jA  +  3B,                                             (10.17)
=]=]

wobei jA nur auf den Spin von A wirkt und jB nur auf den Spin von 8.
Fine Basis fur den gemeinsamen Zustand von A und 8 bekommt man aus
den Produkt der einzelnen Basisvektoren als

lt7t),      lJ,J),      It7+)7      lJ.,t),
__-            _                 -           -                 -          __

wobei die erste Position fur Teilchen A und die zweite fur Teilchen 8 ste-
hen soll, und I t) und I J) hier fur I + z) und I - z) . Die gewtinschte
kombination, die sich unter Drehun en nit

Linear-

nicht andert, und daher den Zustand von A und  8 beschreibt,  ist das
ifel±_t

dys,  -j= (,",  -,Jtl).                       (1o.18,

Es hat wegen der Rotationsinvarianz
anderen Basisrichtung ff ; Dies

(j)2an_y¥±eiund

dieselbe ±beztl8u!4
kann man am einfachsten verifizie-

ren, indem man dabei benutzt, dass A und 8 jeweils
Teilchen mit Spin j' = i sind. Ftir das einzelne Teilchen A gilt

(srA)2|±z)A    =    fi2:(;+1)|±z)A    =    fi2:|±Z)A.

und fur den Gesamtzustand

(/?)2Idys) (jA  +  jB)2 ,dys,

( (jA)2  +  (jB)2  +  2jAjB)  |dys) .
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10.3. EPRoparadoxon und Bellsche Ungleichungen

Durch Benutzen der Paulimatrizen sieht man, dass

jaj8 ldys)   =  3Ajg idys)   =  3aj6 idys)   =  -¥ idys)  ,

und  die  Beitrage  in  Gl.  (10.19)

Singulett ist also  tatsachlich ein
+ 1) -0, d.h. mit j -0.

Die drei anderen Zustande
zusammen
0, in --1.

Wichtig  ist, dass  das  Sin

heben sich ins esamt zu  Null  auf.  Das
enzustand von  (j)2,  mit  Ei enwert

1,t).   I  +.+)  und  ±(|  t,J)  +  I  +,t))  bilden
=1) mit Gesamtspin 1. fi und mit in = 1, in =

ulett  ein  z7crscJ!rj!.7tkfcr  Zustand  ist.  Eine  EPR-
Analyse kann man analog zu der hier besprochenen auch mit dem in = 0
Zustand des Tripletts oder mit verschrankten Zustanden von Photonen
durchfuhren.

Quantenmechanische Korrelationen

Die Berechnung der Korrelation~e-n C(a, a) ist am einfachsten, wenn wir a
als z-Achse definieren, d.h. I ±cL)  =  I  ± z). Die Basisvektoren  I  ± a)  kann
man in der z-Basis schreiben (2.28):

cos(8)   |+z)   +   e`+^sin(8)   I-z)

sin(8)   I+z)   -€£apcos(8)   I-z)   ,

wobei 0 und q9 die Polarkoordinaten von a sind. Die Wahrscheinlichkeit
P++ aus G1. (10.15) ist fur den Zustand |dys) :

P++ (dys I   + cb, +a)

(+z,-z|izT±2   -±(-z,+zi +z,+6)

2     ,-lt.>=(+t>

fr1

±4Z|±=|4±j+Zl+a)L=-€±=j;:!==!4B(-z|+6)B
-1=0

:sin2:,
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

wobei nur der erste Summand des Singuletts beitragt. P__ ftihrt auf das-
selbe Ergebnis. Ftir P+_ erhalten wir analog

(dys  I +cL, -a) ±B(-Z,-6,B

ebenso wie fur P_+, und damit fur die Korrelationsfunktion

a(a, a) P--  -  P+-  -  P-+

=   sin2:  -cos2:

10.3.3    Vergleich

- a . -b .

Wir wahlen nun

a-(o,o,1,, a-(o-a-±(o-

Dann ist die quantenmechani±ch£]£±±;e±±±g=e fur die !iE]i
Ungleichung (10.16)                                 .\

|o(a,5)  -a(a,ci|  =  |o  + ±|  ±  o.7o7.

-  z cos2 : ,1

(10.21)

Bellschen

Dies ist aber vieljrro.r\gz:±±s das quantenmechanische Ergebnis fur die E±-
te Seite

1
1  +  C(a,cl  =  1  -75  =  0.293 .

und steht somit im Widers ruch zur Bellschen Un welche unter
der Armahme einer lokalen realistischen Theorie hergeleitet worden war.

Entscheiden kann nur das Ex eriment. Die  Ergebnisse  der  zahlreichen
und immer genauer durchgefuhrten Experimente, u.a.  auch mit analo-
gen Verschra.nkungen von Photonen, ist eindeutig: sie sind mit dem quan-
tenmechanischen Ergebnis vertraglich, aber die Bellschen Ungleichungen
sindverletzt.EinelokalerealistischeTheorie_Lmsinne_vonEPRist__sLQgEi!
nicht nit den Experiment vertraalich.
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10.4    Quanteninformation
I_FT

In den letzten Jahren hat die sogenannte Quanteninformationstheorie einen
sttirmischen Aufschwung genommen, vor allem wegen immer besserer
experimenteller  M691ichkeiten.  Dazu  geh6ren  zum  einen  die  tJb_±±=p±:±Lrti-
.fung quantenmechanischer Vorhersagen auf mikroskopischer Ski±±± wie
sie bei Entwicklung der Quantenmechanik noch kaum vorstellbar war.
Zum anderen geh6rt dazu die Nutzung auantenmechanischer Effekte fur

_LI

neue Anwendungen. Am starksten sind diese bei Zwei-Zustands-Systemen,
den fiir die es unterschiedlichste Realisierungen gibt.

Wahrend ein klassisches Bit nur die Werte 0 und 1 haben kann, gibt es bei
einem Qubit

(lo)    +   all))

einen kontinuierlichen komplexen Paramter  c¥,  so dass  in einem Qubit
mehr Information enthalten ist.

Man erreicht neue M6glichkeiten, indem man mehrere (idealerweise vie-
le) Qubits miteinander z7crscJzrjz.7?kf und passend maniDuliert. Dabei ist es
wichtig und sehr schwer zu erreichen, da5-s die Manipulationenkoharent
ablaufen,  so  dass z.B.  die Phaseninformation in den Parametern c¥ i±nd.

/
zwischen den beteiligten Qubits nicht verlorengehen.

Zu den spektakularen M6glichkeiten geh6ren zum Beispiel die Q±±±±±±S;I-
krvptographier die schon kommerziell angewendet wird, die noch zu be-
sprechende uantentele ortation auf dem Niveau)n auf dem Niveau einiger Qubits, und als-
Fernziel der Quantencom uter, beidem besonders viele Qubits tiber lan-
gere Zeit koharent tiber sogenannte Quanten-Gatter manipuliert werden
mtlssen. Dort wird die Verschrankung ausgenutzt, urn, zumindest in der
Theorie, mit wachsendoQubit-Zahl exponentiell mal schneller rechnen zu
k6nnen als auf klassischen Computern. Ungeklart ist (sogar prinzipiell),
ob sich die Dekoharenz gentigend klein halten lasst.

10.5    Verschrankun smafl

Verschrankung zwischen Freiheitsgraden ist charakteristisch ftir die Quan-
tenmechanik und Grundlage der Quanteninformationsanwendungen. Oh-
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10.5. Verschrankungsri]af}

ne Verschran ng verbleiben nur Produktzustande, mit denen keine Inter-
ferenzeffekte'auftreten k6nnen. Es ist daher relevant zu fragen, wie man
Verschrankung quantifizieren kann.

10.5.1    Schmidt-Zerlegung

Wir teilen ein quantenmechanisches Gesamtsystem in zwei Peliebige Un-
steme A und 8 auf (so wie zuvor ,,Umgebung" und ,,System'')

Es seien |j)A orthonormale Basiszu'stande von A, und |fa)B von 8. Ein all-
gemeiner reiner Zusta_pd des Gesamtsystems kann dann als Linearkombi-
nation

lg)  =  Z=C7.k   lJ.)A   lk)87                                                                                              (10.21)

kann man zwei Basistransforma-

geschrieben werden, mit Koeffizienten cjA;. Wir fassen nun c7.fe als Matrix
auf und verwenden die Singularwertzerleg±±ng (Anhang A.11) dieser Ma-
trix:

(c,.kF frj)Vt,     mit unitatel~[=G und v.                                            (1o.22)

In Komponenten wird daraus c,fe =  i ^Q a,.a  (Va)t , wobei x der Rang
c¥=1

der Matrix  c,.k,  ist,  der in diesem Zusammenhang  „Schmidt-Rang"  ge-
nannt wird. Weil J und V unitar sind,
±i±durchfuhren:  |A)a  :=  Pg&|7.)A und  |B)a  :=  Z=(Vt)afe |k)B  undfo -_-
den Zustand |ty) in der neuen Basis ainsdrtlcken:

X

lip)  =Z=^a  lA)a  IB)Q9     mitx s min(dim(A),dim(B)).
c¥=1

(10.23)

Diese sogenannte Schmidt-Zerlegung eines Zustands I g) in zwei Untersy-
Steme existiert immer ! Der Rang x ist h6chstens so grog wie die Hilbert-
raumdimension des kleineren Unters stems.

Aus der Normierung (tp|ty) = 1 folgt

^Z - 1 .
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10.5.2    Reduzierte Dichtematrix

Die gesamte Dichtematrix des reinen Zustands |try) ist A =  |try) (9|.

Mit der Schmidtzerlegung wird daraus

A   =   £±   ^ck^¢   lA)a  IB)a  4(A|  4(8|
cy-1  ¢-1

Die reduzierte Dichtematrix fur das Teilsystem A erhalt man, indem man
die Spur tiber alle Freiheitsgrade des Teilsystems 8 bildet:

¢A   =   trB A   =   Z=  ry(Bl  A  lB)ry
1`

(10.25)

Weil die Basiszustande orthonormal sind:- tragt nur a  =  ¢  =  ry bei und
man erhalt

¢A    -    £   A?    lA)ryry(Al (10.26)

Dies ist die Spektraldarstellung der Dichtematrix, mit den Gewichten
scheinlichkeiten Aus der Schmidt-Zerle erhalt man somit

qu-
die reduzierte Dichtematrix.

Genauso erhalt man die reduzierte Dichtematrix des Systems 8:

27S
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10.5. Verschrankungsmar}

10.5.3    Von Neumannsche verschrankungsentroDi

Das wichtigste MaB fiir die Verschrankung zweier Teilsysteme hat schon
von Neumann formuliert.
Es ist analog aufgebaut wie die Entropie eines klassischen statistischen
Systems. Dort ist die Dichtematrix in den klassischen Zustanden diago-
nal und besteht aus den Boltzmanngewichten p£  ~  exp(-A/(kBT)). Die
klassische Entro ie kann man dann in der Form

S--tr(¢~1npl

schreiben.

3.-(,,'.p3.)oZ8,/

Ftlr ein quantenmechanisches System ist die von Neumannsche Verschran-
kungsentropie zwischen zwei Teilsystemen A und 8 analog tiber die redu-
zierte Dichtematrix definiert:

i--trA  (¢A  ln¢A) (10.29)

In den Schmidt-Basen ist die reduzierte Dichtematrix gemaB (10.26) diago-
nal. Dann kann man den Logarithmus einzeln ftir jede Komponente neh-
men und aus (10.29) wird

SA   =   -£^?ln^?   =   SB.                                                         (10.30)
ry-1

Die Verschrankungsentropie des Teilsystems A relativ zu 8 ist daher die-
selbe wir die von Teilsystem 8 relativ zu A.

lichen Wert bekommt S,4wenn alle A
\`:ryx We8en

8±i±d,d.h.
der Normierung Z=ry A? = 1. Die reduzierte Dichtematrix ist

dann proportional zur Einheitsmatrix

:(111\
`pA_-

A,X

und SA ist

±=,-x(:ln:)-lnx .
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10.6. No-Cloning-Theorem
>/G>Zev

Beispiele:

•  Bei einem Produktzustand Idyl)  =  |A) |8)
daher ln A = 0 und SA =±, wie erwartet.

i --  ,v>z.f/ 2 /4
f1=   '^><,I
ist x = 1 und A = 1,

® BeielneT#±Std={:rtT„)B _ M")B)                '#iJftyD

schon die Schmidt-Zerlegung,  mit  ^i
Dichtematrix ist

vg.^2   =   T±.  Die  reduzierte

|A)a  a(Al    =    ;(It)AA"I+)AA(Jl)

-:nA .

EntropieLfl=-2(
der Hilbertraume

ln i) =LP= ln x. Da x = 2 auch die Dimension
der einzelnen Teilchen ist, sind sie 77t¢xz.7#¢Jt,I)

zJerscferjz.7ik£ ! Sie k6nnen nicht nit weiteren Teilchen verschrankt sein.1J---------------_-

|Pi6    No-Cloning-TL±eQ±em
Klassische Bits kann man mit hoher Genauigkeit kopieren und weiterver-
arbeiten. Dadurch sind effiziente Fehierkorrekturverfahren realisierbar, die
klassische Computer weitgehend resistent gegen gelegentlich auftretende
Bit-Fehier machen.

Bei Qubits ist eine zuverlassige Kopie fur alle m6glichen zustande des        /
ubits aber nicht m6 lich, wie wir 91eich zeigen werden. Manipulatio-        .

nen in der Quantenmechanik verlaufen tiber die Anwendung von uni-
taren Operatoren (Zeitentwicklungsoperatoren). Ein Operator 0, der den
Zustand |dy) I eines Qubits A auf ein anderes Qubit 8 im anfanglichen Zu-
stand |6) eemtisste folgendes leisten:

-  l±ife
und ebenso fur einen anderen anfanglichen Zustand Ilo)A:

a(#,jk)  -,2iLe±
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Das Skalarprodukt der beiden linken Seiten muss gleich den der beiden
rechten Seiten sein:

( A(dyl  B(il  )  ¢t  a  (  lap)A  lo)B  )

AUBerdem muss die linke Seite we
sein.Darausfolgt~

A(dyl¢)AB('dy'Iq)B

A(dyl  a(dyl   lp)A

gleich A(dy|  B(j|  |q9)A

A('dy'|t9)A   8(6|6)8

(dylq)2    -    (dylap)

mit den  L6sungen  (dy|p)   =   1  (d.h.  |dy)   =   |¢))  und  (¢|q9)   =  0.  Deswe-

gen k6nnen zusatzlich zu einem bestimmten Zustand h6chstens noch
ortho onale weitere Zustande iert werden, aber nicht beliebi
Qubitsfu Dartlberhinaus kann man zeigen, dass auch gemischte Zustande
nichtTkopiertwerdenk6rmen.

10.7    Quanten-Teleportation

Fin Verfahren zur Quantenteleportation wurde erstmals 1993 von Peres
et al. vorgeschlagen. Die ersten experimentellen Realisierungen gelangen
1997 in Innsbruck in der Gruppe von A. Zeilinger und etwa zeitgleich auch
in GroBbritannien. Wegen der Komplexitat der tatsachlichen experimen-
tellen Realisierung soll hier vor allem die zugrundeliegende Idee darge-
stellt werden.

Der grundsatzliche Aufbau ist in Abb. 10.7
uantenmechanischen Zustand

1¢)     -c,IO)     +    all),

eines Teilchens C" auf ein anderes Teilchen

Ziel ist es, den

8" zu tibertra
(10.34)

en. Das ur-
sprtingliche Teilchen C liegt bei ,,Alice" vor und das Teilchen 8 soll schlieB-
1ich init Hilfe von ,,Bob" in den richtigen Zustand gelangen. Wegen des
No-Cloning Theorems kann sich nach dem Experiment das Teilchen C
nicht mehr im ursprtlnglichen Zustand befinden. Zu beachten ist auch,
dass er\erell nicht Teilchen tel orf!.crf zuerczc7t, im Sinne der Science Fiction
Literatur, sondem „nur " die quantenmechanischen Zustande existieren-
der Teilchen.
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Nrc=-no in don
T®ikin.a A `ind C \whrd

ouou zur Erz®uoune
v.I-chr&nlct.r Teilchon

Abbildung 10.1..§±]|±]||mq_derQuantentel Ortation  (Chr. Weiss, Bachelorarbett 2007)

Als ersten Schritt erzeugt
Regel Photonen,

elne elle ein Paar von Teilchen A und B, in der
in einem verschrankten Zustand. Damn rrirnmt Alice an

:::Eifl±etnefzunu:£edinj¥::i:::a:::::::!rgeeb=:s::rei#e:sTiflgch|:::::::::
Alice tiber einen klassischen Kanal an Bob. Das Teilchen 8 wird ebenfalls
an Bob geschickt. Abhangig vom tibermittelten Messergebnis muss Bob
noch eine Transformation am Teilchen 8 vornehmen (wie z.B. |0)  #  |1)).
Danach befindet sich das Teilchen 8 im gewtinschten Zustand.
Zur formalen Darstellung ben6tigen wir die sogenannte
Zustande von zwei Qubits A und 8:

Ig-)AB

Bell-Basis ftlr die

(|0)All)B    -|1)A|O)B)

(|O)All)B    +     |1)A|O)B)

(10)A|O)B    -|1)All)B)

(10)Alo)B    +     |1)All)B).

Diese Basis ist analog zur Basis von Singulett (entspricht |g-)) und Tri-
plett,verwendet aber ausschlieBlich verschrankte Zustande.
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10.7. Quanten-Teleportation

Pi_e_QuellesolldenverschranktenZustand|ty+)ABerze_nge±+.Diesgeschieht
zum Beispiel, indem aus einem hochenergetischen Photon an einem dop-
peltbrechenden Kristall zwei verschrankte Photonen werden. Zu Efg±=±
befindet sich das Gesamtsystem dann im Zus.ta,pd----fst' :#)rdAIB.                       tj!f , 3AIp

ldy)ge8amt     -

and kann man auch anders schreiben, namlich in der Bell-
. Fine kurze Rech-Basis van A und C, multiDliziert nit Zustanden von E

nung ergibt

2|dy)ge8amt     =     lg+)AO

+     lty-)Ao    .             a.3

+     l@+)AC     .               Crl

+    ,@-,AO   .  t-602>e3> (10.35)

Alicemisstnun(experimentellaufwendig),welcherdervierBell-Zustande
von A und C vorliegt.
tatsachlich in dem ents

Nach der Messun befinden sich A und C dann
rechenden Zustand. Sie sind durch die Messung

auchde-i-ZriT:n.  Gleichzeitig ist damit
iiiir i

worden.verschrankt
stand von

gemaB  (10.35)
Teilchen 8 bekannt. Alice tibermittelt ihr Messergebnis auf klas-

sischem Weg an Bob. Je nach Messergebnis muss Bob entweder nichts tun
(bei |g+),4c) oder den Zustand des Teilchens 8 noch geeignet manipulie-
ren.

Im ersten Experiment 1997 kormte nur |g-)Ao tiberhaupt detektiert wer-
den, mit Hilfe der Antisymmetrie der Wellenfunktion, und man hat sich
die Transformation am Teilchen 8 gespart. Es fand also nur in einem vier-
tel der Falle eine ,,Teleportation" statt.

Inzwischen ist Teleportation im beschriebenen Sinne auch ftir verschrank-
te Paare von Teilchen demonstriert worden, oder tiber sehr groBe Abstan-
de_ von ca.  100km, etc.  Das Gebiet befindet sich in standiger Weiterent-
wicklung, ebenso wie die Quanteninformationstheorie insgesamt.
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