Kapitel 10

Verschriankte Zustinde

Die Moglichkeit der Verschrankung mehrerer Freiheitsgrade spielt in der
Quantenmechanik eine zentrale Rolle und unterscheidet sie essentiell von
der klassischen Physik. Wir werden in diesem Kapitel einige wichtige Aspek-
te und Anwendungen besprechen. Einen reinen Quantenzustand mit zwei
Sétzen A und B von Freiheitsgraden nennt man einen Produktzustand (s.
Kap. 9), wenn er von der Form

|[Ygesame) = )4 ® |X)B (10.1)
ist. Verschrizin.kt ist ein reiner Zustand, wenn er von der Form
W) = D alpada ® IXn)s (10.2)

n

mit mehr als einem Summanden ist und nicht durch Faktorisierung in die
Form eines einzelnen Produktzustands gebracht werden kann.

Im vorigen Kapitel haben wir festgestellt, dass im.Falle von Verschran-
kung quantenmechanische Interferenzeffekte verschwinden kénnen, wenn
man nur ein Teilsystem untersucht. In Kap. 10.1 und 10.2 werden wir Aus-
wirkungen auf den quantenmechanischen Messprozess selber und auf die
makroskopisch auftretende Dekohédrenz behandeln. In Kap. 10.16 werden
wir sehen, dass experimentelle quantenmechanische Korrelationen von
verschrinkten Zustinden nicht klassisch erklart werden koénnen, selbst
nicht durch unendlich viele sogenannte verborgene Parameter. In Kap.
10.4 werden wir auf Anwendungen von Verschrankung eingehen, mit der
sogenannten Quanteninformation und als abschlieflendes Beispiel der Quan-

tenteleportation.
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10.1. Der Messprozess

10.1 Der Messprozess

Wir schauen uns genauer an, was bei einer Messung geschieht. Das be-
trachtete quantenmechanische System S liege in einem reinen Zustand |¢)
vor. Wir messen eine Observable A mit zugehorigem Operator (Analysa-
tor) A. Das Spektrum von A sei diskret, mit Eigenvektoren |n):

Aln) = an|n). (10.3)

(I'n>hieB zuvor la_n>)

Den Zustand kann man nach den Eigenvektoren von A entwickeln:

lv) = Z Cn|n) . 28.1Spalt 1>, 1 spalt 2> (10.4)

L

Als einfaches Beispiel betrachten wir den Fall, dass zu |¢) nur zwei Eigen-
vektoren von A beitragen:

W)y = ¢ |1) + Cy |‘2> (10.5)

Der Dichteoperator dieses reinen Zustands ist
= W) @] = (all) Fel2)(dl + G@l)
2 *
= ('cl' C‘C?) . (10.6)

cico ||

Wihrend der Messung tritt das System S mit einem Messapparat M in
Wechselwirkung und anschlieffend wird das Messergebnis von einem Be-
obachter abgelesen. Die quantenmechanischen Postulate sagen aus, dass
bei einer Messung von A nur die Eigenwerte a,, von A vorkommen, und
zwar j i ahrscheinlichkeit |(n|¢)|? = |c,|*. Diese Aussage

ann man auch so auffassen)dass sich das 8ysterm unmittelbar nach der
Messung in dem gemischten Zustand

@= D leal’ In)(nl (Uic 3 / (10.7)

befindet. Im betrachteten Beispiel wird dies in der Matrixdarstellung zu

g i <|c(1)| |c21“’)' (10.8)

—
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Die Wahrscheinlichkeiten kann man vielleicht als die noch vorliegende
Unkenntnis des Messergebnisses interpretieren. Beim Ablesen nimmt der
Beobachter dann wie in der klassischen Statistik Kenntnis vom Messer-
gebnis und weil dann, dass das System in einem einzelnen Eigenzustand
In) ist, d.h. p wird weiter reduziert zu

(¥> aln> 'é; —¥ @= |n>(n|M¢ ?.ﬂf 2% (10.9)

Im quantenmechanischen Zustand |¢’) konnen die beitragenden Zustiande
1) und |2) bei geeignetem experimentellen Aufbau miteinander interfe-

rieren (s. Kap. 9.1), iiber Nichtdiagonalelemente (1|B[2) = tr ( B|2)(1

X

einer zugehdrigen Observablen B. Dazu miissen im Dichteoperator (10.6) ;,
Nichtdiagonalterme wie |2)(1| = cjc; vorhanden sein. Dagegen enthalt
(10.8) nur noch klassische Wahrscheinlichkeiten; dort fehlen die Nichtdia-

Sonalterme.

Die beschriebenen Ubergénge von py nach p; und dann nach p;; (oder
auch direkt py nach p;;) bereiten allerdings grofie Schwierigkeiten bei der
Interpretation. Die sogenannte Kopenhagensche Interpretation der Quan-
tenmechanik spricht hier vom , Kollaps der Wellenfunktion” (po nach pyy,
oder dquivalent |v) nach |n)), im Untersehied zur sonst vorlig genden uni-

taren Zeitentwicklung geméaf der Schrodingergleichung. (Fufinote S.263

A

Ein eklatantes Beispiel ist Schrodingers berithmte Katze (1935): Sie ist in ei-
nem Kasten eingesperrt, in den man nicht hineinschauen kann. Innerhalb
des Versuchszeitraums soll in dem Kasten mit Wahrscheinlichkeit ; Gift
ausstromen (ausgelost zum Beispiel durch den Zerfall eines Atoms), wo-
durch die Katze stirbt. Ob die Katze lebt oder nicht, erfihrt man aber erst
beim Offnen des Kastens. Unmittelbar vorher sieht man sich anscheinend
gezwungen, ihren Zustand mit

\/L§ ( lebendig) + |tot) ) falsch ! Siehe Seite 263 ?7.,
O e
anzugeben. Dies ist sehr merkwiirdig. Hat man es mit einer makrosko-
pischén Uberlagerung von lebendiger und toter Katze zu tun ? Ist das
sinnvoll ? Entscheidet sich erst bei der Beobachtung, ob die Katze lebt ?
Sollte man auch den Beobachter mit in das quantenmechanische System
miteinbeziehen ? Muss man die Wechselwirkung mit der sonstigen Um-
gebung berticksichtigen ? Wie kommt man von mikroskopischer Quan-

tenmechanik zu makroskopischem Determinismus ? Wie geht man mit
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10.1. Der Messprozess

der Wahrscheinlichkeitsinterpretation um ? Diese und verwandte Frage-
stellungen sind unter dem Namen , Messproblem” bekannt. Dazu gibt es
trotz jahrzehntelanger Versuche immer noch keine allgemein akzeptierte
Interpretation,

Man kommt weiter, wenn man auch die Zeitentwicklung des Messappara-
tes quantenmechanisch mit berticksichtigt. Der Messapparat befinde sich
vor der Messung im Zustand |M;). Der Gesamtzustand von System und
Messapparat sei vor der Messung

V) ® |Mo) = |v, M) . (10.10)

Er faktorisiert in die Anteile |v’) des Systems und |M;) des Messapparats.
M soll ein Messapparat in folgendem Sinne sein: Wenn_S vor der Mes—
sung im Zustwlst soll es nach der Messung-weiter"im Zustand |k>
sein, und der Messapparat soll in den Zustand(@ tibergehen (z.B. mit
der Zeigerstellung k). Wir betrachten nun die quantenmechanische Zeit-
entwicklung des Gesamtsystems bei der Messung, die ganz normal iiber
den Zeitentwicklungsoperator ablauft:

%, Mo) = ) cnlnMo) == |tgesams) = Y en|n, M) . (10.11)

i

Der Endzustand ist jetzt zwischen System und Messapparat verschrinkt; er
faktorisiert nicht mehr. Er ist aber nach wie vor ein reiner Zustand.

Der Beobachter registriert (misst) am Ende die Zeigerstellung des Messap-
parates. Zum eigentlichen System S hat er bei der betrachteten Situation
keinen weiteren Zugang. Seine Wechselwirkung findet nur mit dem Mess-
apparat statt. Seine Situation wird daher durch eine reduzierte Dichtema-
trix beschrieben, in der nur die Zustdnde des Messapparates auftauchen:

5 Messapparat = UI'System ’/Wgesamt> <wgesamt|
= {I'System Z Cn Cpy /n> <'m~ M| <m|n > = delta_mn
= Y leal® |M) (My] . (10.12)
n

Dies entspricht einer Matrix ohne Interferenzterme, in der die erwarteten
Wahrscheinlichkeiten |c,|* fiir die einzelnen Messergebnisse auftauchen.

/74%-/ Uaé"/&/ Nome //f) f?ﬁ&n‘
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Der Ubergang von der quantenmechanischen Situation mit Interferenz hin
zu klassischen Wahrscheinlichkeiten (py zu p; ) geschieht somit durch die
reduzierte Beobachtung nur des Messapparates statt des Gesamm.
(Bei Schrodingers Gedankenexperiment konnte man die Katze auch als
makroskopischen Messapparat interpretieren, der detektiert, ob das aus-

lI6sende Ereignis, z.B. der mikroskopische Zerfall eines Atoms, stattgefun-

den hat ) i{) d.h. zunéchst verschrankter Zustand | Atom zerfallen, Katze tot > + | Atom nicht zerfallen, Katze lebendig >
: dann bei Beobachtung nur der Katze : (1/2) |lebendig > < lebendig | +(1/2) | tot > < tot| : gemischter Zustand !

Dies kldrt aber nicht die Frage, wie man das Vorhandensein von Wahr-
scheinlichkeiten statt klassischem Determinismus interpretieren sollte. In
Kapitel 10.3 werden wir sehen, dass eine zundchst naheliegende Interpre-
tation als statistisches Gemisch von einzelnen Realisierungen mit jeweils
vorbestimmtem Ergebnis (,,verborgene Variablen”) jm Widerspruch zum A

[  Experiment steht.?

10.2 Dekohﬁren_z'

Es gibt einen weiteren wichtigen Mechanismus, durch den quantenme-
chanische Interferenzeffekte in der makreskopischen Welt drastisch redu-
ziert werden, die sogenannte Dekohérenz aufgrund von Wechselwirkun-

gen mit den vielen Freiheitsgraden der dufferen Welt.

Wir betrachten der Einfachheit halber wieder ein Teilchen (System) im rei-
nen Zustand

[V)s = c1|l)s + c22)s

mit der Dichtematrix (10.6).

Die Wechselwirkung mit der Umgebung erfolgt zum Beispiel durch Streu-
ung von (in der Regel zahlreich vorhandenen) Photonen an dem Teilchen.
Bei einer einzelnen Streuung sei das Photon zunachst im Zustand |7) p. Der
Zustand des Photons nach der Streuung wird vom Zustand des Teilchens

@um Kollaps, S. 261} Uberraschenderweise bekommt man bei aufeinanderfolgenden b 4 t
Messungen dieselben Wahrscheinlichkeiten fiir verschiedene Kombinationen von Mess- 4 i
ergeb n, wenn man bei der mathematischen Beschreibun M ht di V“"‘A
ergebnissg g einer Messung nicht die
Reduktion !Kollaps) von p auf nur noch einen Term |M,,) (M,,| (oder von |¢) auf |n)) vor- n
nimmt, sondern die Zeitevolution durchgehend unitér beschreibt (s. Basdevant/Dalibard ®

S. 110ff). Dann wire die Zeitevolution reversibel ! Mit Kollaps laut Postulaten der QM ist l
sie bei Messungen irreversibel. Der Unterschied wire im Prinzip experimentell klarbar ! (?) 6

(N.B.: Diese Beschreibung tber Wahrscheinlichkeiten von Kombinationen von Messergebnissen ohne Kollaps
ist der Zugang eines (unnétig kompliziert formulier‘t_egLQM-Formalismus namens "Consistent Histories".)
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10.2. Dekohédrenz

(z.B. dem Ort) abhdngen. Wir konnen schematisch schreiben

s @ fe) = Ii)s o)
Dabei haben wir den Zustand des Teilchens nach der Streuung |n)s ge-
nannt. Wir nehmen an, dass das Teilchen vor der Streuung in einem Pro-
duktzustand mit dem Photon ist. Bei_der Streuung wird daraus (vollig
analog zur obigen Rechnung bei der Messung)

[W)s®li)p = (Z Cn |n>s) @iy — lgesame) = ) a (IR)s®|n)p) .

n n

(10.13)
ein weiterhin reiner, aber nun mit dem Photon verschriinkter Zustand.

Wenn wir annehmen, dass die beitragenden Endzustande des Photons or-

thogonal sind, p(1|2)p = 0, dann ist die reduzierte Dichtematrix des Sy-
stems T )

)

= al> 0
ps = trp |wgesamt> <U/'gesr1,mr! = 0 = (I 1| 9 . (1014)
0 e

Hier fehlen die Interferenzterme !

Man kann, realistischer, auch zulassen, dass die Endzustiande |n)p des
Photons zueinander nicht orthogonal sind. Dann taucht in den Nichtdia-
gonalelementen ihr Uberlapp p(1|2) p auf, der in der Regel klein sein wird,
insbesondere wenn die Zustdnde |1)s und |2)s des ST&?EIHS sich makros-
kopisch unterscheiden (z.B. weit auseinanderliegende Orte). Wenn ein wei-
teres Photon an [¢gesam:) streut, mit Endzustanden ]n(,f)>, dann taucht in
der reduzierten Dichtematrix bei den Nichtdiagonalelementen das Pro-
dukt p(1W2W)p .p (1P]23)) p < 1 auf. Mit jeder weiteren Streuung ver-
ringert sich die GroBe der Nichtdiagonalelemente. Das Gesamtsystem mit
Teilchen und allen Photonen befindet sich in einem reinen Zustand, der
viele Summanden hat. Die reduzierte Dichtematrix dagegen wird bei zu-
nehmender Zahl von Streuungen immer dhnlicher zu klassischen Situati-

on (10.8): das System verliert seine Kohérenz.

In einem realen System sind makroskopisch viele Photonen und andere
Teilchen enthalten, die auf sehr kurzen Zeitskalen miteinander wechsel-
wirken. Dadurch bekommt man automatisch den Ubergang von mikro-
skopischer zu makroskopischer Physik: die mikroskopischen quantenme-
chanischen Interferenzeffekte gehen bei makroskopischen Objekten (z.B.
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auch beiéchrédingers Katze ! Dneist sehr schnell verloren und es ist in der
Regel sehr schwierig, quantenmechanische Kohdrenz experimentell stabil
zu halten. Es gibt aber spektakuldre Ausnahmen, bei denen makrosko-
pisch viele Teilchen im selben Quantenzustand sind, der deswegen stabil
ist, insbesondere die Suprafluiditdt und die Supraleitung. R

Kapltel 10. Verschrankte Zustande

10.3 EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Einstein war zeitlebens unzufrieden damit, dass die Quantenmechanik
nur statistische Aussagen macht, was in seinem berithmten Zitat zum Aus-
druck kommt

Dass [der Herrgott] wiirfelt und sich telepathischer Mittel be-
dient (wie es ihm von der gegenwartigen Quantentheorie zu-
gemutet wird), kann ich keinen Augenblick glauben.

Konnte vielleicht der Ausgang von Messungen durch verborgene Parame-
Jer fest bestimmt sein ? Dann wire die Quantenmechanik in Wirklichkeit
deterministisch, so wie die klassische Mechanik. Einstein, Podolsky und
Rosen (EPR) schlugen dazu 1935 ein Gedankenexperiment vor. Jahrzehn-
te spater konnte damit, nach einer Analyse von John Bell 1964 und mit
Experimenten seit den 1970er Jahren diese Frage gekldrt werden.

Wir betrachten eine modifizierte Variante des Experiments, die auf D. Bohm

zuriickgeht. Im Laborsystem liege ein Teilchen mit Spin Null vor, das in

zwei Teilchen A und B mit Spin 1/2 zerfillt, die voneinander wegfliegen.

Quantenmechanisch sind diese Teilchen miteinander verschrankt. (/e #.3.1.)

Wir warten, bis die Teilchen weit voneinander entfernt sind und fiihren
dann Messungen der Spins durch. Die Messungen sollen so kurz hinter-

einander erfolgen, dass sich die Messergebnisse bei Berticksichtigung der

Lichtgeschwindigkeit nicht beeinflussen kénnen.’

Wenn man nur bei Teilchen A misst, findet man beziiglich jeder beliebigen
Messrichtung 7 mit gleicher Wahrscheinlichkeit die Messergebnisse +2
und —g, im Mittel iiber viele Versuchsldaufe also Null. Das Gleiche findet
man, wenn man nur bei Teilchen B misst.

2 Analoge Experimente konnen auch mit Photonen durchgefiihrt werden.
3Seit den 1980er Jahren ist dies tatséchlich experimentell moglich geworden.
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10.3. EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Aufgrund der Drehimpulserhaltung muss aber das Gesamtsystem wei-
terhin den Spin Null haben. Man messe zum Beispiel den Spin von A in
der z-Richtung, etwa mit dem Ergebnis _—+;§._Dann muss eine Messung des
Spins von B in derselben Richtung den Wert — g-ergeben. Das Ergebnis der
zweiten Messung kann man also vorhersagen.

Diese Korrelation der Messergebnisse bei derselben Messrichtung ist aber
noch nicht der ganze quantenmechanische Effekt. Sie dhnelt der klassi-
schen Situation, dass man eine rote und eine schwarze Kugel auf zwei
Behilter verteilt. Wenn dann im ersten Behdlter die rote Kugel gefunden
wird, muss der zweite Behdlter mit Sicherheit die schwarze Kugel enthal-
ten.

Messbare Unterschiede zwischen klassischer Physik und Quantenmecha-
nik beziiglich sehr allgemeiner angenommener verborgener Variablen er-
hilt man, wenn man den Spin der beiden Teilchen in unterschiedlichen
Richtungen misst, wie wir gleich zeigen werden. Wir fithren dazu zwei
getrennte Analysen durch, einmal mit angenommenen verborgenen Va-
riablen und einmal geméf der {iblichen Quantenmechanik.

10.3.1 Lokale realistische"_Theorien(l;iéothetiscEZ

Eine sogenannte ,realistische” Theorie definieren EPR als eine Theorie, bei
der gilt

Kann man den Wert einer physikalischen Grofle mit Sicherheit
vorhersagen, ohne ein System zu stéren, dann gibt es ein Ele-
ment der physikalischen Realitdt, das dieser Grofie entspricht.

Diese Formulierung ist bewusst operational gewéahlt. Die , Elemente der
physikalischen Realitdt” sind die erwdhnten verborgenen Variablen. Wir
machen jetzt die Annahme, dass die korrekte Theorie der Welt in diesem
Sinne ,realistisch” ist.

Zusitzlich machen wir die Annahme der ,Lokalitdt”, d.h. dass es keine
Wechselwirkung gibt, die sich mit Uberlichtgeschwindigkeit (oder sogar
instantan) ausbreitet.

Wir analysieren den oben beschriebenen Fall, dass die Messung von S, am
Teilchen A den Wert 2 ergab. Dann kénnen wir das Messergebnis bei B mit
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Sicherheit vorhersagen, ohne B zu storen. Nach dem zitierten Realitétskri-
terium folgt, dass das Teilchen B im Beispiel tatsichlich eine Eigenschaft
.S, = —1” besitzt.

Wir konnten bei A auch S, messen und dann S, bei B korrekt vorhersagen.
Wegen der angenommenen Lokalitdt kann die 1 der Messrichtung* bei
A die Messergebnisse bei B nicht beeinflusse aher muss B auch eine

Eigenschaft ,,S,” besitzen.

Der Widerspruch dieser Aussage zur Quantenmechanik, in der wegen
(S, S:] # 0 nicht beide Spinrichtungen scharfe Werte haben konnen, ist
das , Paradoxon” von EPR.

Die obige Uberlegung gilt fiir jede Richtung 7i und auch bei Vertauschung
der Rollen von A und B. In einer ,lokalen realistischen Theorie” miis-
sen deswegen die Messergebnisse fiir jedes Teilchen A und B und j_e_dsr
Messrichtung schon vor der Messung festliegen.

Bellsche Ungleichung

John Bell gelang es 1964, experimentell tiberpriifbare Vorhersagen aus der
Annahme einer lokalen realistischen Theorie herzuleiten.

Dazu muss man bei Teilchen A und B den Spin in unterschiedlichen Rich-
tungen messen. Jede Einzelmessung liefert ein Ergebnis +2. Wir definieren
die Korrelationsfunktion

C@b) =Py + P._ - P._ — P, (10.15)

b

wobei z.B. P, _ die Wahrscheinlichkeit sein soll, bei der Messung von A in

Richtung a den Wert +§ zu finden und beim selben Zerfall bei B in Richtung

b den Wert — 3

é}ie wurde im Experiment tatsdchlich sehr schnell lokal und zuféllig variiert.

ie einfachste Version einer verborgenen Variablen, namlich dass jedes der beiden
Teilchen nach dem Zerfall eine feste Spin-Richtung besdfe, ist schon mit diesem expe-
rimentellen Ergebnis nicht kompatibel. Wenn die Spin-Richtung etwa +¢, wiére, dann
wiéren die Messergebnisse von A und B beziiglich €, nicht korreliert. Im Mittel hitten die

Messergebnisse beziiglich derselben Messachse bei A und B dann nicht die experimentell
gefundene perfekte Korrelation.
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10.3. EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Behauptung: Bei Annahme einer lokalen realistischen Theorie gilt die

BELLSCHE UNGLEICHUNG

[c@h) - caal< 1+ ciEa. (10.16) /

Beweis: In jeder der drei Richtungen a, b, & konnen bei A die Messergeb-
nisse £ vorkommen. Die relativen Anteile dieser STzé_ll-ngezeichnen wir
mit nm Ba,va), wobei ay, 34,74 = £1. Nach Annahme einer realisti-
schen Theorie liegen diese Anteile gleichzeitig fest und es ist

Z 77,((!,4.3,4.“/,4) = 1.

aa,BavA

—

Die Korrelationsfunktion kann man dann auffassen als C'(a, b) = <a A ﬁB>.
Wegen des Gesamtspins von Null ist der Messwert 3z bei B beziiglich
der Richtung b gleich dem Negativen des Messwerts 3, bei A beziiglich
derselben Richtung, d.h. 35 = —34. Aus (a4 55 ) wird dann

C@b) = Y n(aaBava) aa-(=Ba).

e  —— e
aa.Bava

und daher (wir lassen den Index 4 jetzt fort): ([ alles « a!4 ¢ ﬂ,‘ ' Th ) ?

c@b) — Cc@e = -y n(@pB.y) a(3—7)
a,B,y
o Z n(a, 3,7) aB(1 - B7)

wegen 3% = 1. Wegen a8 = *1 folgt

< Z n(la, 8,7) 1—=58y) = 1+ (b7 ,

a,B,y

-

C(@b) — C(@&,?

was zu zeigen war.
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

10.3.2 Quantenmechanische Analyse

Singglett

Die beiden Teilchen A und B entstehen beim Zerfall eines Teilchens ohne
Spin. Ihr gemeinsamer quantenmechanischer Zustand muss deshalb den
Gesamtspin Null haben, d.h. er darf sich unter Rotationen nicht veran-
dern. Der Gesamtdrehimpulsoperator ist hier

—
A

J=S,08, (10.17)

wobei S, nur auf den Spin von A wirkt und Sp nur auf den Spin von B.
Eine Basis fiir den gemeinsamen Zustand von A und B bekommt man aus
dem Produkt der einzelnen Basisvektoren als

[0 1D 1T 1T,

wobei die erste Position fiir Teilchen A und die zweite fiir Teilchen B ste-
hen soll, und | 1) und ||) hier fiir |+ z) und |- z). Die gewtinschte Linear-
kombination, die sich unter Drehungen mit

pnJ

€

|~

nicht dndert, und daher den Zustand von A und B beschreibt, ist das

Singulett
(english: "singlet") 1
ws) = o5 (110 = L)) (10.18)

Es hat wegen der Rotationsinvarianz dieselbe Darstellung auch beziiglich
jeder anderen Basisrichtung 7i. Dies kann man am einfachsten verifizie-

ren, indem man (J )? anwendet und dabei benutzt, dass A und B jeweils
Teilchen mit Spin j = 3 sind. Fiir das einzelne Teilchen A gilt

. o o %2 11 23
Op.Sx2+8 y"2+§ 712= (5‘4) |£2)4 = ﬁ2§(§+1)yiz)A = hzz\iz)A.

und fiir den Gesamtzustand

—

(P lws) = (Sa + $5) ls)
& ((§A)2 b (§B)2 + 2@ [¥s) - (10.19)

kommutierende Operatoren (wirken auf verschiedene Hilbertraume,
269 daher Reihenfolge egal
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10.3. EPR-Paradoxon und Bellsche Ungleichungen

Durch Benutzen der Paulimatrizen sieht man, dass

o & y & b & o
SasSplus) = SiSplvs) = SaSplvs) = — [vs)

und die Beitrage in Gl. (10.19) heben sich insgesamt zu Null auf. Das

Singulett ist also tatsdchlich ein Eigenzustand von (./)?, mit Eigenwert
h%j(j +1) =0,d.h. mit j = 0.

Die drei anderen Zustinde | 1.1). | |.]) und %(l t.4) + | L.1)) bilden
zusammen das Spin-Triplett (j=1) mit Gesamtspin 1-/ und mitm = 1, m =
0,m=—1.

Wichtig ist, dass das Singulett ein verschrinkter Zustand ist. Eine EPR-
Analyse kann man analog zu der hier besprochenen auch mit dem m = 0
Zustand des Tripletts oder mit verschrankten Zustinden von Photonen
durchfiihren.

Quantenmechanische Korrelationen

Die Berechnung der Korrelatiorien C'(a, b) ist am einfachsten, wenn wir a_
als z-Achse definieren, d.h. | £ a) = | + z). Die Basisvektoren | + b) kann
man in der z-Basis schreiben (2.28):

) |=2)
) |=2) .

) |+2) + € sin(

(V] )

’+5> = cos(
'—5> = sin(

NI

]S

) |[+2z) — €*fcos(

eS8

wobei # und ¢ die Polarkoordinaten von b sind. Die Wahrscheinlichkeit
P, aus Gl. (10.15) ist fiir den Zustand |vg) :

2 A
P.. = |(vs]| +a.+b)‘ /(f‘> Ifz)
1 > ] 1 "
= |\ =% +24+0 — —(FEE| 42,4
v RS By Tt e] )|
1 PR h . SR 2
= |—= al{+z|+2)a B(—2|+b)p — a(—2| +2)a (=] —!—b}B‘
\/§ e = —_ e
) y =t =0 (korrigiert 28.6.2021)
i sin2—2-. (10.20)
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Kapitel 10. Verschrankte Zustande

wobei nur der erste Summand des Singuletts beitragt. P__ fiihrt auf das-
selbe Ergebnis. Fiir P. _ erhalten wir analog

(via <tzl-b>)
2 1 2 1 2 1 50
(Ys | +a, —b) ’ = ‘ﬁ (+2, —z|4+2z,—b) ‘ = ’ﬁ g(—z|-b)g| = 5 cos? 5
ebenso wie fur P_., und damit fiir die Korrelationsfunktion
c@b = P, +P_—P._— P,
o0 6
= sin2§ — 00525
= —cosf = —a-b. (10.21)

10.3.3 Vergleich

Wir wahlen nun

~ 1
i=1(0,0,1), b=(0,1,0), é=—=(0.1,1).
@=(0,0,1) (0,1,0) \/5( )

&1
Dann ist die quantenmechanische Vorhersage fiir die li_n_lge'éer Bellschen
Ungleichung (10.16)

= 1

C(a,b) — C(a@.c)| = |0 + —=| ~ 0.707.

c@b) - c@al =10+
Dies ist aber viel grofier als das quantenmechanische Ergebnis fiir die rech-
te Seite

- 1
1 + C(b. =1 - — =~ 0.293.
(5.2) =

und steht somit im Widerspruch zur Bellschen Ungleichung, welche unter
der Annahme einer lokalen realistischen Theorie hergeleitet worden war.

§ . . . . Nobelpreis 2022:
Entscheiden kann nur das Experiment. Die Ergebnisse der zahlreichen  x’apect ) Caser

. . z s _ (+ A. Zeilinger u.a. fur
und immer genauer durchgefithrten Experimente, u.a. auch mit analo- g ieneieportaion. )
gen Verschrankungen von Photonen, ist eindeutig: sie sind mit dem quan-
tenmechanischen Ergebnis vertraglich, aber die Bellschen Ungleichungen

sind verletzt. Eine lokale realistische Theorie im Sinne von EPR ist somi!
nicht mit dem Exgeriment vertrﬁglich.

S.a. Bachelorarbeit und Vortrag zu Bells Theorem und Experimenten, Alexander Ferk 2020, verfligbar im TeachCenter.
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10.4 uanteninformation

In den letzten Jahren hat die sogenannte Quanteninformationstheorie einen
stiirmischen Aufschwung genommen, vor allem wegen immer besserer
experimenteller Moglichkeiten. Dazu gehéren zum einen die Uberprii-
fung quantenmechanischer Vorhersagen auf mikroskopischer Skala, wie
sie bei Entwicklung der Quantenmechanik noch kaum vorstellbar war.
Zum anderen gehort dazu die Nutzung quantenmechanischer Effekte fiir
neue Anwendungen. Am stérksten sind diese bei Zwei-Zustands-Systemen,
den sogenannten S).Ebits, fiir die es unterschiedlichste Realisierungen gibt.

Wahrend ein klassisches Bit nur die Werte 0 und 1 haben kann, gibt es bei

einem Qubit
1

V1+|af?

einen kontinuierlichen komplexen Paramter «, so dass in einem Qubit
mehr Information enthalten ist.

(10) + aln))

Man erreicht neue Moglichkeiten, indem man mehrere (idealerweise vie-
le) Qubits miteinander verschrinkt und passend manipuliert. Dabei ist es
wichtig und sehr schwer zu erreichen, dass die Manipulationen kohérent
ablaufen, so dass z.B. die Phaseninformation in den Parametern o wnd
zwischen den beteiligten Qubits nicht verlorengehen. <> Fehlerkorrektur

Zu den spektakuldaren Moglichkeiten gehdren zum Beispiel die Quanten-
kryptographie, die schon kommerziell angewendet wird, die noch zu bé—
sprechende Quantenteleportation auf dem Niveau einiger Qubits, und als
Fernziel der Quantencomputer, bei dem besonders viele Qubits tiber lan-
gere Zeit kohédrent liber sogenannte Quanten-Gatter manipuliert werden
miissen. Dort wird die Verschrankung ausgenutzt, um, zumindest in der
Theorie, mit wachsenderQubit-Zahl exponentiell mal schneller rechnen zu
kénnen als auf klassischen Computern. Ungeklért ist (sogar prinzipiell),
ob sich die Dekohédrenz gentigend klein halten lasst.

10.5 Verschrinkungsmafs

Verschrankung zwischen Freiheitsgraden ist charakteristisch fiir die Quan-
tenmechanik und Grundlage der Quanteninformationsanwendungen. Oh-
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10.5. VerschrankungsmaB
fvfx‘“ dow ﬂulm 1

vi

ne Verschrankgdng verbleiben nur Produktzustdande, mit denen keine Inter-
ferenzeffekte auftreten kénnen. Es ist daher relevant zu fragen, wie man
Verschriankung quantifizieren kann.

10.5.1 Schmidt-Zerlegung (<> SVD, Anhang A1)

Wir teilen ein quantenmechanisches Gesamtsystem in zwei beliebige Un-
tersysteme A und B auf (so wie zuvor ,,Umgebung” und , System”).

Es seien |j) 4 orthonormale Basiszustédnde von A, und |k) 5 von B. Ein all-
gemeiner reiner Zustand des Gesamtsystems kann dann als Linearkombi-
nation

) = ik )a 1K)g (10.21)

L

geschrieben werden, mit Koeffizienten c;;,. Wir fassen nun c;, als Matrix
auf und verwenden die Singul'eirwertzerlegung (Anhang A.11) dieser Ma-

trix:
(Cjk): UDV?, mitunitdrerc U und V . (1022) /

X ~ ~ \1
In Komponenten wird daraus cjx = > Aa Uja (Vak) , wobei x der Rang
a=1

der Matrix cji, ist, der in diesem Zusammenhang ,,.Schmidt-Rang” ge-
nannt wird. Weil U und V unitir sind, kann man zwei Basistransforma-
tionen durchfiihren: |[A), = S Ujn|j)4 und |B), := > (V1)ak |k)p und

J.
den Zustand |¥) in der neuen Basis ausdriicken:

| X
=Y A |4), |B),, mity < min(dim(A), dim(B)). (10.23)

Diese sogenannte Schmidt-Zerlegung eines Zustands |U) in zwei Untersy-
steme existiert immer ! Der Rang x ist hochstens so grofs wie die Hilbert-
raumdimension des kleineren Untersystems.

Aus der Normierung (V|¥) = 1 folgt
Y AN=1. (10.24)
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10.5.2 Reduzierte Dichtematrix

Die gesamte Dichtematrix des reinen Zustands |0) ist p = |¥) (¥|.

Mit der Schmidtzerlegung wird daraus

X

X
p= Aads |A)y |B), s(Al s(B|
a=17

1 B=1

Die reduzierte Dichtematrix fiir das Teilsystem A erhilt man, indem man
die Spur tiber alle Freiheitsgrade des Teilsystems B bildet:

pa =trgp =) «B|j|B), (10.25)

Weil die Basiszustinde orthonormal sind, tragt nur « = S = ~ bei und
man erhalt

X

pa = Y A2 |A), ,(A]]. (10.26)

=1

Dies ist die Spektraldarstellung der Dichtematrix, mit den Gewichten !Wahr-
scheinlichkeiten) \2. Aus der Schmidt-Zerlegung erhilt man somit sofort
die reduzierte Dichtematrix.

Genauso erhidlt man die reduzierte Dichtematrix des Systems B:

X
pp = Y _ A |B), (B (10.27)
=1

27%

s.a.S. 253

A
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10.5. VerschrankungsmabB

10.5.3 Von Neumannsche Verschrinkungsentropie

Das wichtigste Mafs fiir die Verschrankung zweier Teilsysteme hat schon
von Neumann formuliert.

Es ist analog aufgebaut wie die Entropie eines klassischen statistischen
Systems. Dort ist die Dichtematrix in den klassischen Zustinden diago-

nal und besteht aus den_Boltzmanngewichten p; ~ exp(—FE;/(kpT)). Die

klassische Entropie kann man dann in der Form

S = —tr (ﬁlnﬁ). =- Summe_i p.i In(p.i) j B /”‘ 10.28)

schreiben. 3, &

Fiir ein quantenmechanisches System ist die von Neumannsche Verschran-
kungsentropie zwischen zwei Teilsystemen A und B analog tiber die redu-
zierte Dichtematrix definiert:

Sa = —{r, (ﬁA lnﬁA) (10.29)

In den Schmidt-Basen ist die reduzierte Dichtematrix gemafs (10.26) diago-
nal. Dann kann man den Logarithmus einzeln fiir jede Komponente neh-
men und aus (10.29) wird

X
Sa = =Y MhX = Sp. (10.30)
—_— = -
Die Verschriankungsentropie des Teilsystems A relativ zu B ist daher die-
selbe wir die von Teilsystem B relativ zu A.

Denmwéglichen Wert bekommt 5,4, wenn alle A, gleich sind, d.h.
A3 = ¢ wegen der Normierung > A2 = 1. Die reduzierte Dichtematrix ist
dann proportional zur Einheitsmatrix

1
1 1
pa = — (10.31)
X
1
und S, ist
S4=— llnl =In (10.32)
A;’ X x x =X . .
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10.6. No-Cloning-Theorem

5 2 I>LH1 2 /RO I8BHM
Beispiele: !4 2 A >¢<4)

e Bei einem Produktzustand [v) = |A) |B) isty=1lund A =1,  (desistschon
b - die Schmidt-Zerlegung)
daher In A = 0 und S4 = 0, wie erwartet.

e Bei einerrE gg ﬁﬂlﬁtﬁ ist die Form
-
.258

1
(das Minuszeichen kann |w> ™ %( | T>A | ¢>B o l ~L>A 1 T>B )

in die Def. der Basisvektoren

verschoeben werden, . z s
2B, Urmdef, von up >_B schon die Schmidt-Zerlegung, mit A\, = A\, =

um einen Faktor -1 Dichtematrix ist

L Die reduzierte

N

2
. 1
pa= 3 N 1A), ofdl = S(IMaaltl+ D aatdl)
a=I1
o (1 0) N gt
= - oA

—21\0 1 g

;-

Entropie Sy = —2(3In1) = In2 = In x. Da x = 2 auch die Dimension
der Hilbertraume {. |} der einzelnen Teilchen ist, sind sie_maximal
verschriinkt ! Sie konnen nicht mit weiteren Teilchen verschrankt sein. <

10.6 No-Cloning-Theorem

Klassische Bits kann man mit hoher Genauigkeit kopieren und weiterver-
arbeiten. Dadurch sind effiziente Fehlerkorrekturverfahren realisierbar, die
klassische Computer weitgehend resistent gegen gelegentlich auftretende
Bit-Fehler machen.

Bei Qubits ist eine zuverldssige Kopie fiir alle moglichen Zustinde des  (
_Qubits aber nicht moglich, wie wir gleich zeigen werden. Manipulatio-

nen in der Quantenmechanik verlaufen tiber die Anwendung von uni-

taren Operatoren (Zeitentwicklungsoperatoren). Ein Operator U, der den

Zustand |¢))| eines Qubits A auf ein anderes Qubit B im anfénglichen Zu-

stand | perl, misste folgendes leisten:
@Q g
y ( IL>"‘ i) 8 ) %) a @lﬁ—

— -

und ebenso fiir einen anderen anfanglichen Zustand |¢) a:

0 (1alds) = Igalgas
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 Kapitel 10. Verschrankte Zustande

Das Skalarprodukt der beiden linken Seiten muss gleich dem der beiden
rechten Seiten sein:

(atwl5l) 010 (I9alis) = atvl sl lo)a lp)a.

AuBerdem muss die linke Seite wegen [/!—jatch gleich 4(v| p(i| |¢) 4 |i) 5
sein. Daraus folgt e
alUlp)a sBWlp)s = altlp)a slili)s -
N’

=1
|v)B. |¥) g sind Kopien von |p) 4|¢) 4. Daher ist 4(¢|p) 4 = g(¥|¢)p und es H/

(Wle)* = (¥le)
mit den Losungen (¢'|¢) = 1 (d.h. [¢) = |¢)) und (¢|p) = 0. Deswe-
gen konnen zusdtzlich zu einem bestimmten Zustand |¢) hochstens noch /

orthogonale weitere Zustinde |p) kopiert werden, aber nicht beliebige
Qubitsy Dariiberhinaus kann man zeigen, dass auch gemischte Zustiande %
nicht kopiert werden kdnnen.

10.7 Quanten-Teleportation

Ein Verfahren zur Quantenteleportation wurde erstmals 1993 von Peres

et al. vorgeschlagen. Die ersten experimentellen Realisierungen gelangen

1997 in Innsbruck in der Gruppe von A. Zeilinger und etwa zeitgleich auch

. - : g 1 . ) . Nobelpreis 2022:
in Grofibritannien. Wegen der Komplexitat der tatsachlichen experimen-  a zeiinger
tellen Realisierung soll hier vor allem die zugrundeliegende Idee darge- i touimea

stellt werden Bellschen Ungleichungen)

Der grundsitzliche Aufbau ist in Abb. 10.7 wiedergegeben. Ziel ist es, den

quantenmechanischen Zustand
o) = al0) + bll), (10.34)

eines Teilchens ,C” auf ein anderes Teilchen ,B” zu tibertragen. Das ur-
spriingliche Teilchen C liegt bei , Alice” vor und das Teilchen B soll schlief3-
lich mit Hilfe von , Bob” in den richtigen Zustand gelangen. Wegen des
No-Cloning Theorems kann sich nach dem Experiment das Teilchen C
nicht mehr im urspriinglichen Zustand befinden. Zu beachten ist auch,
dass generell nicht Teilchen teleportiert werden, im Sinne der Science Fiction
Literatur, sondern ,nur” die quantenmechanischen Zustande existieren-
der Teilchen.

N.B. Zustand des einzelnen Teilchens C kann von Alice *nicht*
durch eine Messung bestimmt werden !

277 Beispiel (Spinsprache): | phi>=1+x> (Alice nicht bekannt).
Alice macht eine Messung, z.B. in z-Basis
-> Messsergebnis i +z > oder | - z >, beide mit gleicher
Wahrscheinlichkeit (siehe Stern-Gerlach),
d.h. Zustand | phi > ist Alice dannn NICHT bekannt,
aber ist verandert (-> keine weitere Messung sinnvoll)
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Quelle zur Erzeugung

i

Abbildung 10.1: Schema der Quantenteleportation (Chr. Weiss, Bachelorarbeit 2007)

Als ersten Schritt erzeugt eine Quelle ein Paar von Teilchen A und B, in der
Regel Photonen, in einem verschrankten Zustand. Dann nimmt Alice an

en Teilchen A und C eine Messung vor, die diese beiden Teilchen in einen
EE;;EﬁZénkten Zustand bnngﬁ Das Ergebnis der Messung tlibermittelt
Alice iber einen klassischen Kanal an Bob. Das Teilchen B wird ebenfalls
an Bob geschickt. Abhidngig vom tiibermittelten Messergebnis muss Bob

noch eine Transformation am Teilchen B vornehmen (wie z.B. |0) + [1)).
Danach befindet sich das Teilchen B im gewiinschten Zustand.

Zur formalen Darstellung benotigen wir die sogenannte Bell-Basis fiir die
Zustinde von zwei Qubits A und B:

¥)as = —= (104105 — Dal0)5)
@) = 25 (0als + V4105 )
97045 = = (104105 = [DalD)s)
9945 = —5 (104105 + 10415 ).

Diese Basis ist analog zur Basis von Singulett (entspricht |¥~)) und Tri-
plett, verwendet aber ausschliefilich verschrinkte Zustande.
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10.7. Quanten-Teleportation

Die Quelle soll den verschriankten Zustand |U1) 45 erzeugen. Dies geschieht
zum Beispiel, indem aus einem hochenergetischen Photon an einem dop-
peltbrechenden Kristall zwei verschrinkte Photonen werden. Zu Beginn
befindet sich das Gesamtsystem dann im Zustand

_ Produkt
|w>gesamt = ' |\P+>AB . (1034)

nd kann man auch anders schreiben, ndmlich in der Bell-

Basis.von Aund C multipliziert mit Zustinden von B, Fine kurze Rech-

nung ergibt
2 |w>gesamt = l‘I[+>AC
+ [¥7)ac
+ |®2%)ac
+ |27 )ac (10.35)

Alice misst nun (experimentell aufwendig), welcher der vier Bell-Zustinde
von A und C vorliegt. Nach der Messung befinden sich A und C dann
tatsichlich in dem entsprechenden Zustand. Sie sind durch die Mean;g
verschriankt worden, Gleichzeitig ist damit gemaf$ (10.35) auch der Zu-
stand von Teilchen B bekannt. Alice iibermittelt ihr Messergebnis auf klas-
sischem Weg an Bob. Je nach Messergebnis muss Bob entweder nichts tun
(bei |¥+) 4c) oder den Zustand des Teilchens B noch geeignet manipulie-
ren.

Im ersten Experiment 1997 konnte nur |¥~) 4c tiberhaupt detektiert wer-
den, mit Hilfe der Antisymmetrie der Wellenfunktion, und man hat sich
die Transformation am Teilchen B gespart. Es fand also nur in einem vier-
tel der Fille eine , Teleportation” statt.

Inzwischen ist Teleportation im beschriebenen Sinne auch fiir verschrank-

te Paare von Teilchen demonstriert worden, oder tiber sehr grofie Abstan-
(Zeilinger) de von ca. 100km, etc. Das Gebiet befindet sich in standiger Weiterent-

wicklung, ebenso wie die Quanteninformationstheorie insgesamt.
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