A.8§ Kommutatoren

A.8.1 Kommutatoren: der Orts- und Imgulgoperatoren
Der Orts- und der Impulsoperator beziiglich derselben kartesischen Rich-

tung vertauschen nicht miteinander. Wir berechnen den Kommutator fiir
alle Richtungskombinationen, indem wir ihn auf eine beliebige Funktion
¢ (%) anwenden und die Produktregel der Ableitung benutzen:

[Ism QB]¢(5) s (PaQB - QABPa) ?/)(f)

h 0 P h O .
= T (xs ¥(%)) — x5 1 e (%)
: iy
o T af '/’(f)

Da dies fiir jede Funktion ¢/(z) gilt, folgt die Operatorbeziehung

= L.
(Pay Q] = T0as 1.

Die Ortsoperatoren Q. und Q,; vertauschen miteinander, weil man z, und
z5 vertauschen kann. Die Impulsoperatoren P, und 155 vertauschen mit-
einander, weil man die Ableitungen nach z, und z; vertauschen kann.
Insgesamt erhalten wir die

VERTAUSCHUNGSRELATIONEN VON ORTS- UND IMPULSOPERATOREN

et 3 [9},,153] = ih bap i
[Qa.Qa] = 0 (A.149)
[PG.PB] =0
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A.8. Kommutatoren

Man kann zeigen, dass fiir analytische Funktionen f und g dieser Opera-
toren gilt (s. Ubungen)

¥ = . - k
[£@ P), Pa] = 1(Q)P) (A.152)
BQ
. A =R 0
[Qar 9(@. P)] = ih—=g(P) | (A.153)
0P, $- "
J
Die __é__b_leitung nach einem Operator ist definiert als
o ., = 0
510) = (5-1@)| (A154)
00, a il
Beispiele:
[Q2 P = ihzQ* = 2ihQ, (A.155)
9 B = i Fg;ecé" = ihce®@ (A.156)

A.8.2 Gemeinsame Eigenvektoren kemmutierender Ope-
ratoren

Wir behandeln nun allgemein das Eigenwertproblem fiir den Fall, dass
mehrere kommutierende Operatoren (wie z.B. )1, 02, Q3) vorliegen.

Wir betrachten zunichst zwei Operatoren A und B, deren Kommutator
verschwindet, |/i, BI = 0. Die Eigenwertgleichungen lauten

Ala) = ala) ; Blb) = bjb). (A.157)

Wir nutzen aus, dass die Operatoren vertauschen.

A(Bla)) = Aé|a)=BA|a)=a(B|a)) (A.158)
e v —

ala)

Bla) ist also gleichzeitig Eigenvektor von A zum Eigenwert a. Wenn dieser
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Eigenwert nicht entartet ist, folgt Bla) ~ |a) und daraus, dass |a) gleich-
zeitig Eigenvektor von B ist

Bla) = b |a) | (A.159)

Komplizierter wird es, wenn der Eigenwert a entartet ist, wenn also meh-
rere linear unabhingige Eigenvektoren zum selben Eigenwert a vorliegen.
In diesem Fall spannen die zugehérigen Eigenvektoren von A einen Un-
terraum V' auf.

Beweis:  Es ist zweckmiRig, die entarteten Eigenvektoren mit einem Azu-
satzlichen Index zu nummerieren: Ala;i) =ala;i), i=1,2,---,L

1. Jede Linearkombination der Vektoren aus dem Unterraum V(®)

!
W) = > alai)
i=1
ist Eigenvektor von A zum Eigenwert a und somit Element von V(@)

! !
AWy = Zc,-fila;i) = anla;i)=a|\ll)
=1 =1
S |
2. Zu jedem Vektor |¥) € V(@ existiert das Inverse in V), |-0) =
—|¥)

(I-9) +|¥)) = |0)

3. Das Nullelement von V liegt ebenfalls in V(.

Al0) = 0|0) = a|0)

Aus GL. (A.158) folgt, dass B|¥) ebenfalls Eigenvektor von A zum Eigen-
wert a ist. Demzufolge verlisst B nicht den Unterraum V@: B|¥) € V(@
V |¥) € V@, Wir kénnen B daher im Unterraum V(@ diagonalisieren, d.h.
es gibt eine Linearkombination |a, b) = E:=1 ¢; |a; i) mit der Eigensc“hwéft

Ala,b) = ala,b)
Bla,b) = bla,b)

Hieraus ergibt sich das
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Theorem A.8 (Kommutierende Operatoren). Wenn zwei selbstadjungierte
Operatoren A, B einen vollstindigen Satz von Eigenvektoren besitzen und mit-

einander konymutieren (AB = BA), dann _existiert ein vollstindiger Satz
igenvektoren (Orthonormalbasis) mit den Eigenschaf-

o Ala,b) = ala,b)
e Bla,b) = bla,b)

o 3., lai.bj)(ai, bj| = 1 (Vollstindigkeit)

L4 (ai7 bjlai’»bj') = 5:',."51.;"

Das Theorem lisst sich auch auf drei Operatoren ausdehnen.
Wenn [A, B] = [B, C‘] = [/i, C'] = 0, dann existiert ein gemeinsamer Satz

von Eigenvektoren |a, b, ¢) mit 6
i (4, 4
Ala,b,c) = ala, b, c) Y €@ 1y }_’3 >
Bla,b, ) = bla,b,c)

Cla,b,c) = cla, b, c)

Die Verallgemeinerung lisst sich fiir beliebig viele Operatoren fortsetzen, .

allerdings gibt es eine_Hdchstzahl kommutierender Operatoren. Ist diese er-

reicht, so ist jede Entartung der Vektoren aufgehoben. und die Eigenwerte

a, b, c, .. charakterisieren eindeutig alle Eigenzustiande |a, b, c, ..). Da die Ei-

genvektoren eine Basis des Vektorraums bilden, heifit ein derartiger Satz

von Operatoren vollstindiger Satz kommutierender Operatoren. Alle wei-  Beispiele s.u.
teren kommutierenden Operatoren lassen sich dann durch die bereits ge-

fundenen Operatoren ausdriicken.

Theorem A.9. Jeder Operator, der mit allen Elementen eines vollstindigen Sat-
zes kommutierender Operatoren vertauscht, ist eine Funktion der Operatoren die-

ses Satzes. Beispiel : Q_1°2 +Q_2"2 + Q_3"2

Der Beweis erfolgt iiber das Spektraltheorem. Umgekehrt gilt:

Theorem A.10. Operatoren, die nicht vertauschen, haben keinen vollstindigen
Satz gemeinsamer Eigenvektoren!

Beispiele fiir vollstandige Satze kommutierender Operatoren:

1) in 1d:, ohne Spin: Ortsoperator Q Ix> = x Ix> hat keine Entartung, daher fiir sich alleine "vollstandig".
Ditto Impulsoperator;

2) in 3d, ohne Spin:: Ortsoperatoren (Q_x, Q_y, Q_z),  Oder ditto (P_x, P_y, P_2)

3) Hamiltonoperator, wenn keine Energieentartung vorliegt.

4) Wasserstoffartiges Atom (Kapitel 7): Zustande charakterisiert duch Quantenzahlen In,l,m, m_z>,
aber die Energie hangt nur von der Hauptquantenzahl n ab.
Zu den Quantenzahlen gehort das vollstandiges System kommutierender Operatoren H, L*2,L_z, S_z
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1) in 1d:, ohne Spin: Ortsoperator Q Ix> = x Ix>  hat keine Entartung, daher für sich alleine "vollständig".
    Ditto Impulsoperator;
2) in 3d, ohne Spin:: Ortsoperatoren (Q_x, Q_y, Q_z),      Oder ditto (P_x, P_y, P_z)
3) Hamiltonoperator, wenn keine Energieentartung vorliegt.
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    aber die Energie hängt nur von der Hauptquantenzahl n ab.
   Zu den Quantenzahlen gehört das vollständiges System kommutierender Operatoren  H, L^2, L_z, S_z
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Beweis:
Wir fiihren den Beweis indirekt. |a, b) sei ein gemeinsamer Satz von Eigen-

vektoren. Dann gl_l t aber

ABla,b)

Abla, b) = bA|a, b) = bala, b)
= abla,b) = aBla,b) = Bala,b) = @|a, b)
AB|a,b) — BAla,b) = 0
[4,B]lab) = 0

Wenn dies fiir alle |a, b) gelten wiirde, dann wire [ALB] = 0, also ein Wi-

derspruch. .
Es kann daher keinen vollstindigen Satz gemeinsamer Eigenvektoren ge-

ben. Allerdings ist ein Unterraum gemeinsamer Eigenvektoren méglich !

Anstatt zur Kennzeichnung von Eigenvektoren alle Eigenwerte eines voll-
stindigen Satzes kommutierender Operatoren zu schrelben (la,b,c,---))
verwendet man oft einen kollektiven Index (etwa 'lk) ), insbesondere wenn
es sich um ,verwandte” Quantenzahlen handelt. Es gilt dann

|k) = |a,bc,---) J* J~

kIK) = Gups = oGy Bese - by « %% “ra

Beispiel: Vektor x,
steht fir x_1, x_2, x_3

)

"%

1 = |k) (k| = a,b,c,--){a,b,c,--| :
CERIS R IR PR ol

a,b,c,

Zum Auffinden einer vollstindigen Basis geht man folgendermaflen vor:

Nehmen wir an, der Operator A sei bereits diagonalisiert worden, d.h. das
Eigenwertproblem Ala) = a|a) sei gelost. Allerdings sei mindestens ein Fi-
genwert a entartet. Die Eigenwerte werden mit einem zusatzlichen Index
durchnumenertAla,_z)__uq_y) Wendet man nun einen mit A kommutie-

mnd_en_Qpethr_Qauf |a, i) an, so liefert dies zwar nicht unbedingt |a, z)

zuriick, aber es muss sich um einen Vektor in dem Unterraum handeln,
der von den entarteten |a, i) aufgespannt wird, d.h.

Bla’ ‘l) == chla’j)
J
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A.8. Kommutatoren

In diesem Unterraum diagonalisieren wir B und erhalten schlieflich

Bla,b) = bla,b)
Ala,b) = ala,b)

Wenn die Entartung nun vollstandig aufgehoben ist, hat man den vollstan-
digen Satz A, B gefunden. Andernfalls lasst sich das Verfahren mit einem
weiteren mit A und B kommutierenden Operator fortsetzen.

Beispiele

1. Der Spin eines Spin-; Teilchens ist vollstandig durch die Eigenwerte
von S, bestimmt, da gilt

[A A]#O /f{‘> = ZlLfﬁf (x°) /1?5‘)

(siehe Basis unter Punkt 2)

([} te

4 = G og 04 07,

»)

2. Bezieht man noch den Ort eines freien Teilchens mit ein, so ist der
Zustand gekennzeichnet durch

Qy (X 38> 2 X4 04,7 3
D)) 1) o) & N @ tyD @ 13> Ol

Z,0)

-

z,y,2,0)

-—

Wegen [Ql QJ] = 0 ist der Zustand durch den Spin und durch al-
le kartesischen Koordinaten gemeinsam charakterisiert. Allerdings
koénnen gemédfl Theorem (A.10) nicht gleichzeitig Orts- und Impuls-
koordinaten zur selben Richtung vorkommen da {Q,, J #£ 0.

|z, o) bildet eine vollstandige Basis.
Ebenso bilden g o) oder z.B. |z, y. p.. o) eine vollstiandige Basis.
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A.8. Kommutatoren
Beweis hier fur den allgemeinen Fall eines "gemischten Zustands"
("statistischer Operator" rho. Siehe Kapitel 9.

A.8.3 Die Unbestimmtheitsrelation (Der einfachste Fall fiir rho ist rho = I psi> <psil )

Analoger Beweis auch fiir "reine Zustande" der Form | psi > .
(Siehe z.B. Wikipedia, Heisenbergsche_Unscharferelation ,
unter "Verallgemeinerung")

Def. A.28 (Varianz). [m Zustand der durch den statistischen Operator p be-
Schrieben wird, ist die Varianz (Dispersion, Unbestimmtheit) einer Observablen
A, der der hermitesche Operator A zugeordnet ist, definiert als

Wir definieren zunachst

var(A) = ((AA)?)

AA = A-(A) und (A) = 5 (pA)

Es gilt ((AA)2> = ((A-(d)) = (42) - (Ay?.

Theorem A.11 (Unbestimmtheitsrelation). [ dem Zustand, der durch den
statistischen Operator p beschrieben wird, erfiillen die Varianzen zweier Observa-
blen A und B, die durch die selbstadjungierten Operatoren A und B beschrieben
werden, die Ungleichung

var(A) - var(B) > (A.160)

2023 04 24 Kap A.8.3 nur bis hier

Weitere Voraussetzung: Alle Zustande |y;) in p = >_if|#i)(pi| miissen zu !
den Defirltionsbereichen von A, B. A' B, B'A, ATA und B' B gehoren (s.u.). 4

Beweis: b ,5' A. 72
Fiir einen Operator 7 gilt die Ungleichung

(LT =% (pT 1) 20
Diese Ungleichung ist sofort einsichtig, wenn wir fiir p die Spektraldar—

stellung verwenden - s Ly /f" m /? A A / /‘p « 3
" ¢ )
S (pT17) = ZL mTT*w )20 . !

(]

Die Eigenwerte des statistischen Operators liegen bekanntlich zwischen 0
und 1 und der Erwartungswert (p;|T" T7|p;) kann als Normquadrat des
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A.8. Kommutatoren

Vektors 1 |¢;) aufgefasst werden. Wir wihlen speziell T = AA+ @B,
wobei a eine beliebige reelle Zahl sein soll. Die Ungleichung liefert dann

(T 1%) = 5 (5 (AA)?) — iaSp (5 [AA4, AB]) +a?p (5 (AB)?) 2 0
Der Kommutator kann umgeformt werden zu

[AA,AB] = [A, B] =: iC

Kommutatoren hermitescher Operatoren sind anti-hermitesch (GI. (A.42)).
C ist deshalb hermitesch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Aus der Un-
gleichung wird

(1 71) = 5 (5 (AA)?) +.a2p (5 (AB)*) +.a% (6 C) 20

Alle Terme in dieser Ungleichung sind reell und die ersten beiden sind
sogar positiv. Die linke Seite beschreibt eine nach oben getffnete Parabel
in o. Die Ungleichung muss fiir alle Werte von « erfiillt sein. Deshalb ist

es eine notwendige und hinreichende Bedingung, wenn die Ungleichung
am Minimum, also fiir

erfiillt ist. In diesem Fall liefert die Ungleichung nach Einsetzen und Mul-
tiplizieren mit dem Nenner von « die gesuchte Unbestimmtheitsrelation

(5 (AA)) 5 (5 (AB)?) 2

Die physikalischen Konsequenzen der Unbestimmtheitsrelation sind sehr
weitreichend. Man beachte: Die Unbestimmtheitsrelation macht Aussa-
gen iiber unabhingige Messungen an gleich priparierten Teilchen; nicht aber
iiber aufeinanderfolgende Messungen an demselben Teilchen !
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A.8. Kommutatoren

Beispiel: Der Erwartungswert des Kommutators von Orts- und uls-
operator in einer Raumrichtung ist gemafl Gl. (A.151) |( ’ [Qa, P])| = H.
Daraus folgt die Unschérferelation

var(Qg) - var(P,) > -}Z—L

Das Gleichheitszeichen wird nur fiir Gausche Funktionen exp(—az? — bz)
erreicht.

Gegenbeispiel: Wir betrachten eine Variable mit dem endlichen Definiti-
onsbereich 0 < § < 27 und den dazu “konjugierten Impuls” py = —id/d6.
Mit dem Skalarprodukt (u,v) := [ u*(#)v(#)dd sind dies beides selbst-
adjungierte Operatoren, wenn man smh auf differenzierbare periodische
Funktionen mit u(0) = u(27) beschrénkt. Es gilt aber '

nicht AfApy, > E

)
——

Diese Beziehung wird z.B. von allen Eigenfunktionen von p,, namlich v, (_BL:
e'™ /27 verletzt, weil fiir diese Apy = 0 gilt. Der Grund, warum der Beweis
der Unbestimmtheitsrelation hier nicht gilt, ist, dass die Eigenfunktionen
i, (6) nicht zum Definitionsbereich von pyg 4 gehoren, weil fu,, (f) nicht pe-
riodisch ist.

Generell muss man beim Definitionsbereich unbeschrankter Operatoren
wie P Vorsicht walten lassen (s.a. Kap. A.10).
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A.9. GauBsche Integrale

A.9 Gaufssche Integrale (besprochen am 24.4.23)

Gaufssche Integrale werden vielfach benétigt, zum Beispiel zur Beschrei-
bung von Wellenpaketen. Das einfachste Gaufische Integral

kann man leicht durch Ubergang auf ein zweidimensionales Integral be-
rechnen:

I* = /e_””2 dx /e_y2 dy | = // o (@*+y?) dz dy

00 2w
= / / re” dpdr mit r?=2?+4¢? dody=rdrdy
o Jo

= 27T/ e ¢ da mit a=7r> = da=2rdr
0

—a |0

= —T € - ™

0
=1=r.

Daraus folgt das allgemeinere Integral

/ e dy = \/g (A.161)

mittels der Substitution y = /Jax = dy = adx.
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A.9. GauBsche Integrale

Durch quadratisches Ergdnzen erhdlt man dann leicht allgemein:

(GAUSSSCHES INTEGRAL

o0

b2
—ar® — bx)dr = Z -
/ exp(—ax z) dzx \/; exp(4a)

—0o0

a,b komplex, Rea > 0. (A.162)

Diese Beziehung gilt auch bei komplexen a, b.

Gaufsche Integrale wie [ 2" %" dz iiber Potenzen 2" kann man sich
nun sehr einfach verschaffen:
1. Wenn n gerade ist, kann man das Gaufische Integral durch eine oft

niitzliche Strategie, nimlich durch sukzessives Ableiten nach dem Parameter a
erhalten ! Der erste Schritt lautet (der Einfachheit halber bei b = 0):

d d T 1 T
2 _—ax? —ax?

d d _ — .
/ e . da / ¢ o da \/; 2a \/;

(A.163)

Die nichste Ableitung nach a ergibt [ z* e~ dz, etc.

2._Wenn n ungerade ist, und b = 0, dann verschwindet das Integral, weil
der Integrand dann in z ungerade ist, und die Integrationsgrenzen in
x symmetrisch, d.h. die Integranden zu = und —x heben sich gerade
auf:

/ 22 e dp = (0. (A.164)

—00

Solche Symmetrie-Uberlegungen fiihren hiufig zu starken Vereinfa-
chungen.
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A.10. Der Hilbertraum

A.10 Der Hilbertraum A.10: Kein Prufungsstoff

Wir haben einen linearen Vektorraum als eine Menge von Elementen de-
finiert, die unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen
ist. Bemerkenswerterweise sind alle endlich-dimensionalen Vektorrdume
gleicher Dimension isomorph. Bei unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
muss man jedoch Unterscheidungen machen.

Wir beginnen mit einem endlich- oder unendlich-dimensionalen Satz von
Basisvektoren |e,) mitn € N. Hieraus konstruieren wir Vektoren

1) =D filed. (A.165)

Wir betrachten einen Vektorraum V/, der aus allen Vektoren dieser Form
aufgebaut ist, bei denen nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind.
Die Grenzelemente von Cauchy-Folgen in diesem Vektorraum V' liegen
dann nicht unbedingt in V. Wenn wir diese Grenzelemente zu V' hinzu-
nehmen erhalten wir einen grofleren Vektorraum:

Def. A.29 (Hilbertraum). Ein linearer Vektorraum heifSt Hilbertraum H, wenn
in ithm ein Skalarprodukt definiert ist und jede Cauchy-Folge in ihm ein Grenz-
element besitzt (Vollstindigkeit).

Die Vektoren eines Hilbertraums haben endliche Norm: ), le|?
Beim kontinuierlichen Ortsraum wird hieraus [ [¢(z)|* dz < oo, d.h. die

i i i dratintegrabel. Alle physikalisch

realisierbaren Zustinde gehdren zu einem Hilbertraum.

< oQ.

Quadratintegrable Raume sind separabel, d.h. alle VON sind abzdhlbar.

Im folgenden gehen wir genauer auf kontinuierliche Rdume ein. Dort tre-
ten Definitions- und Konvergenz-Probleme fiir unbeschrankte Operatoren
mit kontinuierlichen Spektren auf, wie z.B. den Orts- und den Impulsope-
rator. So sind z.B. die Eigenvektoren |y) des Ortsoperators () im kontinu-
ierlichen Ortsraum (z|y) = d(x — y).”Sie sind nicht normierbar, d.h. kei-
ne Flemente des Hilbertraums. Sie bilden eine iiberabzédhlbare Basis eines
grofieren Raums. Die Eigenfunktionen des Impulsoperators sind die Fou-
rierkoeffizienten. Bei einem unendlich grofien kontinuierlichen Ortsraum
sind sie ebenfalls nicht normierbar. Man beachte, dass die Eigenfunktio-
nen vom jeweiligen Definitionsbereich und von den Randbedingungen

abhidngen-
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A.10. Der Hilbertraum

Es gibt zwei verschiedene Zugange zu Operatoren in kontinuierlichen Rdu-
men. Der erste geht auf von Neumann zuriick.

A.10.1 Von Neumansche Projektionsoperatoren

Dieser in der mathematischen Literatur tibliche Zugang benutzt nur Vek-
toren aus Hilbertraumen, d.h. normierbare Vektoren, und verzichtet auf
die Verwendung von Distributionen. Die zugehorige_Spektraltheorie ist
sehr komplex. Im folgenden sei nur die Grundidee skizziert, mit der man
die Spektraldarstellung von Operatoren in kontinuierlichen Rdéumen for-
mulieren kann. Eine strengere Behandlung findet man z.B. in A. Peres,
Quantum Theory (einfithrend) oder S. Groffmann, Funktionalanalysis.

Wir betrachten zunéchst einen abzédhlbaren Vektorraum und einen Opera-
tor A mit Eigenvektoren |a;) und Eigenwerten ;. Die Eigenwerte diirfen
entartet sein. Wir definieren einen Projektionsoperator, der in den Unter-

raum der entarteten Eigenzustande zum Eigenwert a, = a projiziert:
= > lai){ai| dua, (A.166)
i=1

Mit diesem Projektionsoperator kann die Spektraldarstellung Gl. (A.57)
von A umgeschrieben werden:

A = Z a; |a;){a;| ZCLP , (A.167)

wobei die letzte Summe sich iiber alle unterschiedlichen Eigenwerte a er-
streckt. Wir bringen nun Gl. (A.167) in eine Form, die auch auf kontinu-
ierliche Spektren anwendbar ist. Das kann man tiber das Stieltjes Integral
erreichen, das folgendermafien definiert ist:

b
/a g(z)do(z) := nlggoz g(x ;) — (1)) (A.168)
mit z; — 2,1, — 0 V ¢ und einer nicht-fallenden Funktion o(x), aus

n—o0

der man das MaR do(z) erhilt. Wenn & ) existiert, dann gilt

b b
do(x
/g(:v)da(a:) = /9() d;)dx (A.169)
) Stiglzjes ’ Rie?nrann ’
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A.10. Der Hilbertraum

Fiir den speziellen Fall o (z) =« wird Gl. (A.168) zum gewohnlichen Riemann-
Integral:

/abg(x) do(x) = /abg(x) di{(;) de = /abg(x) Z—idm = /ab g(z) dx

Das Stieltjes-Integral wird dann interessant, wenn o () Unstetigkeiten auf-
weist.

Beispiel: o(xz) = h©(x — ¢), wobei O die Heavisidesche Stufenfunktion ist
(siehe Abb. (A.7)) -

1 z>¢
O(r —c) = { T r=c
0 zx<c
Der einzige Term, der zur Summe in Gl. (A.168) beitrédgt, ist der mit x; > ¢ > z;_.
h
0 c "

Abbildung A.7: Stufenfunktion

In diesem Fall ist o(x;) — o(x;_1) = h und das Stieltjes-Integral liefert:

{hg(c) a<c<b

(A.170)
0 sonst

/abg(:v) do(z) = /abg(x) d(h ©(z—c)) =

Anmerkung: Wenn man die Delta-Distribution d‘;f) = de(dz_c) = d(x — ¢)

zu Hilfe nimmt, kann man dieses Beispiel auch wieder als ein , Riemann-
Integral” formulieren.

Analog zur Heaviside-Funktion fithren wir jetzt eine_Schar von Projekto-
ren F(\) auf den Unterraum der Eigenfunktionen mit Figenwerten kleiner
oder gleich \ ein:

E(\) =Y P(X). (A.171)
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A.10. Der Hilbertraum

Damit kann man ein Stieltjes-Integral schreiben:

[ omaBn) = tm Y g (B0 - E0w) (a7

o0 i=1

Mit seiner Hilfe konnen wir das Spektraltheorem in allgemein giiltiger
Form angeben:

Theorem A.12 (Spektraltheorem). Zu jedem selbstadjungierten Operator A
gibt es eine eindeutige Familie von Projektionsoperatoren_E()\) (A € R) (,,Spek-
tralschar”) mit folgenden Eigenschaften:

1. EQ)EM) = EQM)E() = E(min(A, As))

2. Fiir e > 0 gilt: liI%E(A+e)|Qf> = E(\)|D)
€—

3. lim E\)|¥) = 0

A——00

4. lim EW\)|U) = |0),

A——+o00

SPEKTRALTHEOREM
+oo
A = / A dE()N) (A.173)
fA) = [ ) dEW) (A174)

Diese Gleichungen gelten fiir beliebige selbstadjungierte Operatoren mit
diskretem und/oder kontinuierlichem Spektrum.

Beispiel: Ortsoperator

Fiir den Ortsoperator soll Qu(z) = zi(x) gelten. Das Spektraltheorem
ist erfiillt, wenn man dem Ortsoperator Projektionsoperatoren mit der fol-
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A.10. Der Hilbertraum

genden Eigenschaft zuordnet:

ENY(z) = O\ —2)¥(z) = { \I]E)@ iii

(Dies korrespondiert dazu, dass die Ableitung der ©-Funktion die Eigen-
funktionen §(x — x,) des Ortsoperators ergibt. Im von Neumannschen For-
malismus benétigen wir diese J-Distributionen aber nicht; wir verlassen
nie den Hilbertraum.)

Wir verifizieren, dass das Spektraltheorem erfiillt ist:

A

Q\IJ(m)z/Z)\dE(/\) U(r) = /O;)\ d(E(A)\I/(x))
d wirkt nur auf \

- /OO A (O(\ — 2)T(2))

—00

= /oo M (O —2)) V() = 2¥(x)

—00

-~

X
Im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Gl. (A.170) tibernommen.

Die eben durchgefiihrte Rechnung kann anschaulich interpretiert werden,
denn der Projektionsoperator E(xl) — E(xi_l), der beim Ortsoperator in
das Stieltjes-Integral Gl. (A.172) eingeht, hat eine einfache Bedeutung. Wenn
man ihn auf eine beliebige Funktion f(z) anwendet, liefert er eine neue
Funktion f(z),

Y

e {f(x) wenn € (z;_1, ;)

0 sonst

die im Intervall (z;_1, ;) mit f(x) tibereinstimmt und ansonsten Null ist.
Der Projektionsoperator schneidet sozusagen ein Intervall aus der Funk-
tion heraus. Wenn man diese Funktionsstticke aller Intervalle wieder zu-
sammensetzt, erhdlt man natiirlich wieder die urspriingliche Funktion. So
erhélt man auch den Einheitsoperators 1 = Zi(E(xi) — E(z;_1)). Ebenso
sieht man leicht ein, dass mit abnehmenden Intervallbreiten das Spektral-
theorem gilt

n—oo

in(E’(xi) — B(x;1)) ¥(z) — z U().
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A.10. Der Hilbertraum

A.10.2 Erweiterter Hilbertraum

Die Diracsche Bra- und Ket-Formulierung benétigt im Unterschied zur
von Neumannschen Formulierung eine Erweiterung des Hilbertraumes,
so dass auch Vektoren unendlicher Norm konsistent behandelt werden
konnen. Sie hat den Vorteil, dass sie einfacher zu handhaben ist und man
sich in vielen praktischen Rechnungen weniger mit mathematischen Sub-
tilitditen herumschlagen muss.

Wir benétigen die folgende Definitionen, die der Einfachheit halber mit
diskreten Indizes geschrieben sind:

Def. A.30 (Konjugierter Raum). Der zu einem Vektorraum V konjugierte
Raum V* ist die Menge aller Vektoren |g) = > gy, |en), deren Skalarprodukt mit

Vektoren aus V endlich ist:
(flg) < oo fiiralle |f) €V
(d.h.:>, frg, <o0), undfiirdie (f| ein stetiges Funktional auf V* ist.
Es gilt
H =H", (A.175)
d.h. ein Hilbertraum # ist zu sich selbst konjugiert.

Wir definieren nun den Raum )V aller Vektoren der Form |w) = > w,|e,)

n
als einen Unterraum von A, in dem die Koeffizienten extrem schnell kon-
vergieren:

Z|wn\2nm<oo vV me N,
n

Der dazu konjugierte Raum W* enthilt nach Def. alle Vektoren, deren Ska-
larprodukt mit Vektoren auS 7V endlich ist, also Vektoren |[v) = 3" v, |e,)

mit
1) :Zw;iyn < oo ViweWw

Offensichtlich ist W* wesentlich grofer als )V, denn es sind auch Vektoren
enthalten, deren Entwicklungskoeffizienteni so schnell wie eine beliebige
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A.10. Der Hilbertraum

Potenz von n fiir n — oo ansteigen. WW* heifst erweiterter Hilbertraum

(rigged Hilbert space), und es gilt
WCH=H CW

Im kontinuierlichen Ortsraum ist der Raum W durch die Funktionen V¥ (x)
gegeben, die

/|\I/ (I+|z))"dr < o0 Ym=0,1,2,--- (A.176)

erfiillen. Der Raum W* besteht aus den Funktionen x(x) , fiir die gilt

e

Dieser Raum W enthélt zusétzlich zu den quadratintegrablen Funktionen
auch solche, die nicht schneller als eine beliebige Potenz von x divergie-
ren.

Insbesondere enthilt er ¢, die Eigenfunktion des Operators —i-%,

sowie die d-Distribution, die Eigenfunktion des Ortsoperators Q.

< oo VV¥(z)eW. (A177)

Es kann gezeigt werde, dass fiir jeden selbstadjungierten Operator A in
H ein vollstandiger Satz von Figenvektoren in W* existiert, und damit

eine vollstindige orthonormale Basis. Mit dieser Erweiterung des Hilbert-
raums kann der Bra-Ket-Formalismus auch in kontinuierlichen Rdumen
angewendet werden.

Die Spektraldastellung fiir den Ortsoperator hat dann die vertraute Form

Q= / z |z){x| dx . (A.178)

Gleichung (A.178) korrespondiert direkt zum Spektraltheorem GlI. (A.173),
wenn man den Projektionsoperator |z) (x| auf die nicht-normierbaren Zu-
stande |z) zuldsst, denn aus -LO(y —z) = 6(y — z) ergibt sich dE(”” = |x)(z|.
Diese Ableitung und dieser Projektionsoperator sind nur mit Hllfe des er-
weiterten Hilbertraums moglich.
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A.11. Singularwertzerlegung

A.11 Singuldrwertzerlegung

Die Singularwertzerlegung (Singular Value Decomposition, SVD) einer
Matrix ist ein sehr wichtiges Werkzeug der linearen Algebra, mit vielen
Anwendungen, neben der Quantenmechanik z.B. auch bei der Bildverar-
beitung, bei Optimierungen etc.

Die SVD dient unter anderem dazu, ,wichtige” Teile einer Matrix von
wunwichtigen” zu trennen. Sie ist mit der vetrauten Eigenwertzerlegung
verwandt (s.u.). Im allgemeinen ist die SVD aber eine andere Zerlegung.

Insbesondere ist sie fiir jede reelle oder komplexe Matrix moglich !

A.11.1 Kompakte SVD

Jede reelle oder komplexe n x m Matrix M kann in der Form

M = UDYV! (A.179)

zerlegt werden, mit einer diagonalen Matrix D, die nur positive reelle Zahlen
(oder Null) enthilt, die sogenannten _Singulirwerte von M. Die Matrix D
hat die Dimension N = min(n,m). AuSerdem gilt

A1

Uty =i, viv=i, D= Ar . , (A.180)

0
M ENEESA AL R Xy Y. (A.181)

Die Zahl r von nicht-negativen Eintrdgen A heif$t Rang der Matrix M.

e Fallm < n: M = |U D vi

e Fall m > n: M = |U D 1%l
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A.11. Singularwertzerlegung

e Wenn M reell ist, dann kénnen U und V auch reell gewéhlt werden.

e Wenn M reell und quadratisch ist, dann sind U and VT Drehungen
(Basistransformationen) und D skaliert die Richtungen.

e Diese Version der SVD, mit im allgemeinen nicht-quadratischen Ma-
trizen U und V1, heifit auch ,thin SVD”.

e Die Singuldrwerte sind eindeutig.

e Die Matrizen U und VT sind aber nicht eindeutig: Bei einem nicht
entarteten Singuldrwert \; kann man die Matrix U von rechts mit
| einer Diagonal matrix multiplizieren, bei der die Komponente j durch
exp (ip;) ersetzt ist, und VT entsprechend von links mit exp (—ip;),

ohne M zu dndern.

e Wenn zwei oder mehr Singuldrwerte gleich sind, ist analog die SVD
in dem entsprechenden Unterraum nicht eindeutig. Man kann in die-
sem Unterraum eine unitire Transformation 1 = X X durchfiihren,
d.h. U dort von rechts mit X und V' von links mit X' multiplizieren.

A.11.2 SVD als Summe von dufieren Produkten

Die Singuldrwertzerlegung M = UDV'' kann dquivalent als

M;; = ; NieUsk (Vf)kj = ; Y u§k) UJ(-k). (A.182)

geschrieben werden. Hier sind ugk) = U, und vlgk) =Vy,it=1.....m; k=
1,...,N = min(m,n) die Spaltenvektoren von U and V (nicht von V.
Die Eigenschaft UTU = V1V = 1 impliziert, dass sie orthonormal sind. In
Vektorschreibweise lautet die SVD dann

(ganze Matrix) Mij — Z)\k Gk x vRT  — Z () x( ) mal lambda_k (A.183)
. k

k

Dies ist eine Summe von dufleren Produkten der Vektoren @) und ), ge-
wichtet mit \;.
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A.11. Singularwertzerlegung

Die Vektoren @*) und #*) heilen links- und rechts-seitige Singulédrvekto-
ren von M. Die SVD zusammen mit V1V = 1 impliziert

M T* =\, a@® und M a® = N\, 7

A.11.3 Zusammenhang mit der Eigenwertzerlegung

e Eine Singuldrwertzerlegung existiert fiir jede Matrix, mit immer po-
sitiven Singuldrwerten. Dagegen gibt es eine Eigenwertzerlegung
nicht fiir jede Matrix, und Eigenwerte brauchen nicht reell oder po-
sitiv zu sein.

e Wenn M quadratisch ist und alle Eigenwerte > 0 sind, dann ist die
Eigenwertzerlegung M = UDU' dieselbe wie die SVD.

e Aus der SVD fiir eine beliebige Matrix M folgt die Eigenwertzerle-
gung fiir die hermiteschen Matrizen MM und MM':

X
MM = (Upvh)'upvt =vpiut upvt=v A2 v,
Analog

A
MMt =upvt(upvt) =upvt vpiut = U Ao’ Ut

Die diagonalisierten Formen von MM und M M enthalten somit die Qua-
drate der Singuldarwerte auf der Diagonalen.
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A.11. Singularwertzerlegung

A.11.4 Darstellung der SVD mit quadratischen Transfor-
mationsmatrizen ( umi'Firon)

Wenn M nicht quadratisch ist, dann ist in der Zerlegung M = UDV' ent-
weder U or V' nicht quadratisch. Alternativ kann man die SVD mit uni-
tiren quadratischen Matrizen U und V' schreiben:

M = UDV' = UDV? (A.184)

Man kann diese Zerlegung als eine Basistransformation mit V! interpre-
tieren, gefolgt von einer Umwichtung der Richtungen mit D und einer
weiteren Basistransformation rri U. When M m x n dimensional ist, dann
ist U m x m, D istm x n, und VT ist n x n dimensional.

Vi
°FallmSn3 M = U DIOO0OO (Rest)

In diesem Fall gilt U = U. Die unteren Zeilen von V1 enthalten wei-
tere Eigenvektoren, zusitzlich zu denen in V1. Sie tragen wegen der
Nullen in D nicht zu M bei. Pa-dieEigenvektorerin¥/ ' orthogonat
sine;-ergibt die Anwendung von M auf diese neuen Eigenvektoren
Null, d.h. sie gehéren zum Kern (,,null space”) von M. Die Richtun-
gen jenseits des Rangs r der Matrix, mit verschwindenen Singulér-
werten A;>, = 0, gehoren ebenfalls zum Kern von M. Wenn man
die Wirkung von M im gesamten Vektorraum betrachtet, kan nn _der
Unterraum des Kerns (null space) ignoriert werden (s.u.).

D
;
0 |%4

e Fall m > n: M = |U|(Rest)

Jetztist V = V.
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A.11. Singularwertzerlegung

A.11.5 DPseudoinverse

Wir diskutieren zunédchst den Fall einer quadratischen Matrix M. Formal
ist die Inverse durch

g -1 - -
M = <UDV*) - VDU, ' (A.185)

gegeben, da U und V unitar sind. Die Matrix D kann aber Singuldrwerte
Aj>, = 0 enthalten. In diesen Richtungen j ergibt die Anwendung von M
Null, d.h. diese Richtungen des Vektorraums sind von M nicht betroffen,
und die Inverse D~! wiirde unendlich grofle Werte enthalten.

Es ist viel besser, dieserz Unterraum (Kern, null space) auch bei der Inversen
wegzulassen, d.h. dort D~! auf Null zu setzen statt auf unendlich. Die re-
sultierende Matrix nennt man die (Moore-Penrose) Pseudoinverse.

1
Aj o aber 0~ 0. (A.186)
J

In der Praxis ist es wichtig, auch schon Singularwerte unterhalb einer ge-

wissen Schwelle (z.B. 107'%) auf Null abzubilden, um in der Pseudoinver-

sen nicht sehr grofle Eintridge an eigentlich unwichtigen Stellen zu erhal-
ten.

Bei Benutzung der Pseudoinversen wird aus M ' M die Matrix
a !

—— e O —

\ - %)

(A.187)

in welcher nur die ersten r Komponenten (oder wegen der Schwelle noch
weniger) der Einheitsmatrix entsprechen, wiahrend der Rest verschwindet.

Dieselben Uberlegungen kann man auch auf den Fall anwenden, dass M
nicht quadratisch ist, » > m oder m > n. Dann ist M —1 M eine n x n Matrix,
und M M~! ist m x m dimensional. Sie sind beide von der Form eq. A.187.
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A.11. Singularwertzerlegung

A.11.6 Anwendungin

Der numerische Aufwand zur Berechnung der SVD ist O(max(n,m)?),
dhnlich einer Matrixdiagonalisierung.

Viele Anwendungen der SVD verwenden die Zerlegung, um die Grofle
der Matrix M zu reduzieren (,truncation”), indem kleine Singuldrwerte

unterhalb einer gewidhlten Schwelle auf Null gesetzt werden. Dadurch er-

original, m = 652

Figure I.B.8. Compressed images

hélt man eine Niherung fiir M, die oft sehr gut ist, obwohl sie sehr viel
weniger Komponenten enthélt und daher mit sehr viel weniger Rechen-
aufwand und Speicherplatz weiterverarbeitet werden kann.

Zu den Beispielen gehoren die Bildverarbeitung, Signalverarbeitung, Op-
timierungen, die Quanteninformationstheorie, stark korrelierte Quanten-
systeme, und viele andere.

m=1 m =2 m=>5

m =100

108

of Erwin Schrédinger. Shown are various compressions where

the orignal image was decomposed with an SVD into three matrices and multiplied back again.

Aus:

Florian Maislinger,
Non-Equilibrium Approaches to Strongly Interacting Many Body Systems

Ph.D. Tesis, TU Graz 2021.



evertz
Stamp

evertz
Stamp

evertz
Text Box
Aus: 

Florian Maislinger, 
Non-Equilibrium Approaches to Strongly Interacting Many Body Systems

Ph.D. Tesis, TU Graz 2021.


A.12. Ergdnzungen

A.12 Ergianzungen

Dieser Abschnitt enthilt einige Beziehungen, die in den Ubungen gezeigt
worden sind, sowie eine zusammenfassende Darstellung der Behandlung
von reinen Zustinden mit mehreren Freiheitsgraden (s.a. Kap.[9.5).

A.12.1 Kommutatoren

Ergdnzend zu Kap. |A.3.4:

Die gleichen Beziehungen gelten fiir die Darstellungen der Operatoren in
einer Basis, in Form von n x n Matrizen.

A.12.2 Baker-Hausdorff-Formeln

a) [edeB = AtBH3ABILOK)

b) [ B = At AABI 1O

A

O lerCe? =C+ A0+ =[A4AC)] + =[A A A Q) + ..

1 1
2! 3!

K steht abkiirzend fiir Terme mit Vielfach-Kommutatoren wie z.B. [A, [4, B]].

A.12.3 Hellman-Feynman-Theorem

H), sei ein hermitescher Operator, der von einem Parameter \ abhangt.
Seine normierten Eigenzustidnde seien |1,), mit Hy|yy) = E\|¢y). Es gilt

d d

A d -
5B = gyl = ol (A ) 1)
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Tensorprodukt der Unterrdume,
die jeweils von den Basisvektoren
aufgespannt werden, die zu den
einzelnen Freiheitsgraden gehodren

A.12. Ergédnzungen

A.12.4 Reine Zustinde mit mehreren Freiheitsgraden

Reale physikalische Systeme besitzen sehr viele Freiheitsgrade. Dazu ge-
horen in der Ortsraumbasis die drei Ortskoordinaten fiir jedes Teilchen,
sowie z.B. Spinfreiheitsgrade.

Allgemeiner: wenn {|ea)}. {lep)}.... orthonormale Basisvektoren zum
Freiheitsgrad A. B..—Z sind (z.B{|z)}, {|v)},...), dann sind, wie schon
in Kap. (4.4) angesprochen,

lea,ep,...) = lea)®@lep)... = lea)ler) ... (A.188)

die Basiszustdnde des gesamten Hilbertraums, mit dem Skalarprodukt

<6A,63,...|€A/,€B/,...> = <€A|6A/> . <BB|€B/>... = 6A7A’ 5B,B’ cee (A189)

und ein allgemeiner reiner Zustand des Hilbertraums ist eine Linearkom-
bination der Basisvektoren. Der Operator

lea,ep,...)(ea,en,...|

ist ein Projektionsoperator auf einen Basiszustand, und die Summe iiber
alle diese Projektionsoperatoren ergibt wie immer den Einheitsoperator
im gesamten Hilbertraum:

DD leaen, . eaes, .| = 1. (A.190)
A B

Ein Operator O 4, der nur in einem der Teilraume wirkt

Oalen,en,...) = (OA |eA>> ®les) ® ... (A.191)
hat dann beztiglich der Basisvektoren die Matrixelemente
<€A,€B, c. | OA |€A/,€B/, .. > = <€A’ OA |€A/> . <€B’63/> e (A192)
5
B,B'

Im allgemeinen Fall wirkt aber ein Operator, etwa der Hamiltonoperator,
auf mehrere (viele) Freiheitsgrade und kann dabei z.B. verschriankte Zu-
stinde wie

% (|Ort;,Spin,) + |Orty,Spin,) ) (A.193)

erzeugen. In diesem Zustand sind Ort und Spin korreliert (verschrankt),
wie z.B. beim Stern-Gerlach-Experiment.
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

A.13 Weitere Erganzungen (2019)

A.13.1 Allgemeiner Zeitentwicklungsoperator, Dyson-Reihe

Dies ist eine Ergdnzung zu Kap. 3.1 und Kap. 5.4.1. In Kap. 3.1 haben wir
die Schrodingergleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator

o e T
iha U(t.to) = H-U(t.t) (3.5)
fiir den Fall kommutierender Hamiltonoperatoren gelost, mit dem Ergeb-

nis

U(t,ty) = e lufD (3.9)

und bei zeitunabhingigem H speziell U(t.t,) = e #(~t)H,

Wir behandeln jetzt den allgemeinen Fall, bei dem die Hamiltonoperato-
ren auch nicht-vertauschend sein diirfen. Die o.a. Schrodingergleichung
(3.5), zusammen mit U(t,.t,) = 1, hat die formale Lésung

Ult.te) = 1 + T dt, H(t,) U(ty.to) .

Jig

Hier taucht auf der rechten Seite U(t,.t,) auf, fiir das man dieselbe Glei-
chung wieder verwenden kann:

Ult,to) = n+—h—/dnH( D) Uty to) ﬂtld:du 2) Ulta,to) .
to

Weiteres rekursives Einsetzen ergibt die

VON NEUMANSCHE REIHE FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

Ult.ty) = 1 + Z U™ (t,tg), mit (A.194)

UM (t,ty) = _2 ﬁitl ﬂitg. / dt H(t))H(ty) ... H(t,) .

Die Rekursion sorgt hiér fiir Integrationsgrenzen mit einer Zeitordnung:

tzti 2ty =22ty 2 1. (A.195)
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

Der Hamiltonoperator mit der kleinsten Integrationszeit ¢, steht in der

Reihe ganz rechts und wirkt somit zuerst.

Gleichung (A.194) ist schon das Ergebnis fiir den Zeitentwicklungsopera-
tor. Im Rest von Kap. A.13.1 schreiben wir es noch auf andere leicht ver-
danderte Arten, die hdufig verwendet werden.

Man kann insbesondere die von Neumann Reihe kompakter formulieren,
mit Hilfe eines nach seinem Erfinder Freeman Dyson (*1923) benannten
Operators:

DYSONSCHER ZEITORDNUNGSOPERATOR

A n H(fl) H(fQ) wennt; > t,
T (H(t) H(t)) = { e (A.196)
g H(fQ) H(fl) wennt,; >t

Die Verallgemeinerung auf Produkte vieler Operatoren ist analog: 7_ord-

et Operatoren nach der Reihenfolge ihrer Zeitargumente, mit der klein-

sten Zeit rechts. In der von Neumann-Reihe (A.194) stehen die Operatoren
schon in dieser Reihenfolge:

H(t)H(t,).. H(t,) = T(H(tl)H(tg)...H(tn)).

Wir kénnen daher in (A.194) den Zeitordnungoperator hinzuschreiben:

U™(t,t0) = (i) /dt1 / dty ... / dtnL(H(tl)H(tQ)...ﬂ(tn)l.

Man beachte, dass die Reihenfolge der Operatoren im Argument von 7
das Ergebnis nicht dndert. U™ ist deswegen von der Form

t t th-1
S™ .= /dtl / dt, / dt, K(t, ta,. .., tn):
to to to

wobei A" symmetrisch in der Reihenfolge seiner Argumente ist. Wir be-
trachten nun

I‘"’ = dt.,ﬁtz : f)t,lh (#1.82,....5.),
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- A.13. Weitere Erganzungen (2019)

bei dem alle Integrale von t, bis t gehen. Der Integrationsbereich kann in n!
Unterbereiche mit verschiedenen Permutationen wie t; > t, > -+ > ;
odert, > t, > --- > t, etc. aufgeteilt werden. Wegen der Symmetrie von
K ist das Ergebnis in jedem Integrationsbereich dasselbe. Es gilt deswegen
1™ = p! S, Wir kénnen daher auch U™ wie I'™ mit lauter gleichen
Integrationsintervallen schreiben, wenn wir um den Faktor n! korrigieren:

U™ (t, t0) —l ]D ﬂt2 - Pf T(H ts) . ..H(tn)l

und erhalten mit U/ (t,to) = 1+ p Jooni® U™ (t.ty) eine zur von Neumann
Reihe (A.194) dquivalente

KOMPAKTE FORM DES ZEITENTWICKLUNGSOPERATORS

== =

11+ZU("tt0

U(")(t.to) = n' ﬂfl ﬁdfg 5 ﬂf T ) H(tn))

i rt £
Ot.ty) = T e il dr (A.197)

fiir beliebige zeitabhangige Hamiltonoperatoren. Diese Form unterschei-
det sich formal vom Ergebnis (3.9) fiir kommutierende H(7) nur durch
den Zeitordnungsoperator. Zum Merken: Die Exponentialfunktion ist wie
immer iiber ihre Potenzreihe definiert. Der Operator 7 ordnet die dabei
auftretenden Hamiltonoperatoren der Zeit nach, mit den kleinsten Zeiten
ganz rechts.

Zugang iiber stiickweise Integration

Wir kénnen zum selben Ergebnis auch auf eine andere Art kommen, die
fiir manche Anwendungen niitzlicher ist. Wir spalten das Intervall von on to.
bis ¢ in n kleine Teile der Linge A = (t — ty)/n auf, wobei wir am 1 En-
de den Limes n — oo betrachen. Innerhzm.s (am Ende infinitesimal
groBen) Intervalls behandeln wir H(t) als konstant, d.h. H(t) = H(t)),
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

wobei ¢; (z.B.) das Ende des entsprechenden Zeitintervalls ist. Der Zeit-

entwicklungsoperator von t;_; bis t; ist dann einfach ¢~#2#(%) und der
gesamte Zeitentwicklungsoperator wird zu
U(t,to) = lim e #8Hn) o=3AH(n-1)  o—;AH(t2) o—3AH1) (A 198)
n—00 -

(Die Nummerierung ist anders als zuvor; hier ist jetzt ¢, die kleinste Zeit.)
Man beachte, dass (A.198) fiir jeden Wert von n unitér ist, wiahrend dies
bei einer mit endlicher Ordnung abgebrochenen von Neumann-Reihe nicht
der Fall ist.

Die Zeiten in (A.198) sind wie zuvor geordnet, mit den kleinsten Werten
ganz rechts. Wir konnten daher die rechte Seite auch mit einem zusétz-
lichen Zeitordnungsoperator schreiben. Wir nutzen nun wieder aus, dass
beim Zeitordnungsoperator die Reihenfolge der Operatoren im Argument
egal ist, T (H(ti)ﬂ(fj)) =7 (H(tj)fl(ti)), so dass sie als kommutierend
behandelt werden konnen. Deswegen gilt auch

T (e—%AJI(t,) e—;;,AH(t,)) T (e—éA-H(t,) —%A'H(t,)) .

Dies konnen wir fiir das ganze Produkt (A.198) ausnutzen und wir erhal-
ten in der Tat wieder das Ergebnis (A.197):

Ult,to)) = lim Te iZimdHEG) — T wlyHOdr (A 199)

n—oo

Wechselwirkungsbild

In Kap. 5.4.1 hatten wir das Wechselwirkungsbild eingefiihrt, mit

H(t) = Hy + Hy(t).

4

Der Zustandsvektor im Wechselwirkungsbild
w(t) = U [e5(1))
gehorcht der Schrodingergleichung

W 0) = B0 19(0),
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wobei (/’() = (D‘%“"fo)Ho und

H®t) = U} H@t) U, . (A.200)

-—

Man kann auch hier einen Zeitentwicklungsoperator definieren, tiber

Wi (t)) = U'(t.to) [¥/(0)) . (A.201)

Aus der Schrédingergleichung fiir [¢/(t)) folgt dann direkt die Schrodin-
gergleichung fiir U’ (t. 1)

ih%f]’(t. to) = HI(t) U'(t. o). (A.202)

direkt analog zur zu Beginn dieses Abschnitts behandelten GI. (3.5) im
Schrodingerbild.

Wir konnen daher die Ergebnisse (A.194) und (A.197) analog tiberneh-
men. Wir erhalten die Storungsreihe oder

DYSON-REIHE FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

2 _ift gt o
Ulitte) = T e FhoHi(dr

n=1

R —l n t t1 th-1 " 2 N
U™ (¢, t) = (?) /dtl / dt, / dt, HI(t,)HI(t,) ... H](t,) ,
4 to to to

(hie} geschrieben mit unterschiedlichen Integrationsgrenzen, und ohne 1/n! Faktor, so wie in (A.194))

= 1+ ) U'(t.t) (A.203)

die genauso aussieht wie (A.197), nur mit H! statt H. Dieses Ergebnis
entspricht Gl. (5.52) und (5.54), mit den Beispielen (5.55) und (5.58) fiir
die erste und zweite Ordnung.

Wenn man die Definition (A.200) von H/ einsetzt, dann wird der Inte-
grand in der letzten Zeile von (A.203) zu
e—#(t—t1)Ho Hls(fl) e~ #(t1i—t2)Ho ng(tg) e—#(t2—t3)Ho Ef(tB)

. HS(t,) e #ltn—to)Ho (A.204)

und man sieht eine Struktur mit ungestorter Zeitentwicklung,

bei der zu n Zeitpunkten der Storoperator HS wirkt.
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A.13.2 Reellwertige Kombinationen der Kugelflichenfunk-
tionen

Die in Kap. 6.5.5 besprochenen Kugelflaichenfunktionen Y, (6, p) = (6. ¢ |l.m)
bilden zusammen eine vollstindige Basis im Raum aller winkelabhingi-
gen Funktionen. Die Y;" ~ (—1)™ ¢ P(cosf) sind wegen des Faktors
¢™? komplexwertig. Sie sind durch diesen Faktor Eigenfunktionen von
, = ﬁai Mittels Linearkombinationen ¢¥ + ¢~ "¢ kann man alternativ

eine reeﬁwertige Basis Yi,, (0. ) im Raum der winkelabhangigen Funktio-
nen wihlen:’

(Y, ™ + (-1)™Y™) wennm >0,

S

N = o wenn m = 0, (A.205)
ﬁ (" — (=1)™Y;™) wennm <0

- . a—

Mit Magnetfeld: Term mit L im Hamiltonian

Man beachte, dass die Y},, keine Eigenfunktionen von L. mehr sind. Fiir

ein wasserstoffahnliches Atom ohne dufleres Magnetfeld_hangen die Ei-
genenergien nicht von m ab, und daher sind auch Linearkombinationen

wie (A.205)g Winkelanteile von Eigenfunktionen des Hamiltonoperators.

Wenn ein dufleres Magnetfeld vorliegt, ist dies nicht mehr der Fall.

Die Y},, lassen sich leicht in den kartesischen Koordinaten = = rsin € cos ¢,
y = rsin#sin ¢ und 2 = r cos # ausdriicken. Beispiele:

1
L= 0(sOrbital):  Yin =¥ = 5—= = cowsl, (A.206)
}”1_1 = & = C%
4 =4 !E-Orbitalez : Yi.i = p = ct (A.207)
Yio = p. = c2
(A.208)

5Die Namen Y™, ¥, und die Faktoren (—1)™ werden in der Literatur nicht einheitlich
verwendet.
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~ A.13. Weitere Ergénzungen (2019)

Yig = dppyp = ¢ =
Yoo = dg. = 2¢ b= 1
| =2(d-Orbitale): Y, ; = z = 2¢ L (A.209)
Yoo = dy = 2 2y
Yoo =d2 = d/V3 G-

mit Normierungskonstanten ¢ = \/g und ¢ = \/11; :

Wegen 2* — y* = (z + y)(z — y) sieht d,2_,2 genauso aus wie d,,, aber mit
um 45 Grad gedrehten Achsen = + y und r — y. Die Funktionen aus den
Beispielen sind in Abb. A.13.2 graphisch dargestellt.

Abbildung A.8: Reelle Kugelflichenfunktionen Y,
; § sase % 2 P

2 2

4
X

:s, p, und d Orbitale. Der

die Farben geben das Vorzeichen der Funktion wieder.

(Von https://de.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/43856-real-complex-spherical-harmonic-transform-gaunt-coefficients-and-rotations, 23.6.2019)

Seite 100, 101: 7.6.23
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A.13.3 Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Zu den untersten Radialwellenfunktionen R,,(r) fiir Wasserstoff (Z = 1)
aus Kap. 7.3.4 zeigt die Abbildung die Wahrscheinlichkeitsdichten r* R*(r),
das Elektron beim Radius r zu finden. Man beachte die unterschiedlichen
Skalen.

Ri0, n=1,1=0

Probabilty of Finding Electron

100\
08
06 | \ -5
06 / 4 d 8
- 3
04 %
|

02/ \

f s

/ \‘ Oistance from proton [A]

1 2 3 4

Rs o, n=2, |=0
Probabiity of Finding Electron —

~

\

o (1-£)
28

'y f N\

3 3 3 s Distance from proton [A]

Rz 4, n=2, I=1

Probabifty of Finding Electron

03

= = —— Distance from proton [A]
2 4 6 8

R3.1, n=3, =1

Probabilty of Finding Electron
c20

’J’.‘S/\
\

5 10 15

2t (1-5)
2187 a§

) Distance from proton [A]

Abbildung A.9: Wahrscheinlichkeitsdichten r*R*(r), das Elektron im Wasser-
stoffatom beim Radius r zu finden.

(Von https://upload. n-ik:nwdm.n_r_\'/uviki;u‘dm/rummuns/d/d«'/Rmiinl,Wrm' _function_Probability_for_Hydrogen_Atom.png, 23.6.2019)
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