
Ko-utatoren
_=

A.8

Ail_    Kommutatoren de_I_Q±±±±p±±g±g±±LSQpeato_r_en
DernJrts-undde!`Imt)ulsoDeratorbeztiflichderselbenkartesischenRich-

vertauschen nicht miteinander. Wir bereithnen den Kommutator fur
abe RIchtungskombinationen, indem wir ihn alf eine beliebige Funktion
'dy(g) anwenden und die Produktregel der Ableitung benutzen:

Pa.¢o,dy(g, -    (PaGp  -Gppa)  dy(5,

=   :£($6dy(5))   -fro:#dy;(g)

fi.-=    'f 6aB ¢(a)

Da dies fur jede Funktion ¢(®) gilt, folgt die Cperatorbeziehung

Ipa,Gp,    =    :o`aofl.

DieOrtsoperatorenGaundOovertauschenmiteinander,.weilmanj;aund
.I;6 vertauschen kann. "e Impulsoperatoren i?a und fb vertauschen mit-
einander, weil man die Ableitungen nach €ct und a?o verfauschen kann.
Iusgesamt erhalten wir die
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A.8. Kommufatoren

Man kann zeigen, dass ftir analytische Funktionen / und g dieser Qpera-
toren gilt (s.  Ubungen)

Die Ableitryg pagivb_einem Qperator _i§t definiert als

%af (6)  =  (%f (en)

Ffisp_i±e::

[62,  Pct]
-

4h*Q2

il5-0

2ihQa

[ecodr,  Pal    =   ¢fi#eco«    =    ¢ficeco`-

(A.154)

A.8.2   Gemeinsame Eigenvektoren kommutierender Ope-
ratoren

Wir behandein nun allgemein das Eigenwertproblem fur den Fall, dass
mehrere kommutierende Cperatoren (vie z.B. ©i , G2, G3) vohiegen.

Wir betrachten zunachst zwei Qperatoren A und 6, deren Kommutator
verschwindet, Die Eigenwertgleichungen tauten

Ale)  =  a|o)    ;     BIB)   =  b|b)

Wir nutzen aus, dass die Operatoren vertauschen.

A6io)=84B=i
ale)

(A.157)

(A.158)

B|aL)istalsogleichzeitigEigenvektorvonAzumEigenwerta.Wenndieser
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Eigenwert richt entartet ist, folgt 6|a) ~ |o) und daraus, dass |a) gleich-
zeitig Eigenvektor von 8 ist

6|a) = a |a)                                                                                              (A.156)

Kompliziertervyi±_SS_,_±±±±SITr+±±|EigL±=n=±±:s±L±±.£±±e±dL±!jsfwennalsomeh-
rere linear unabhangige Eigenvektoren zum selben Eigenwert a vorliegen.
indiesemFal±___spannen_±=i£__z_uLgei±§_rigqu_Eisenvektoren
fe„a%m V(a) auf.

Bwis:

von A einen u«-

Esistzweckmacig,dieentartetenEigenvektorenmiteinem4_z_.u-
satzlichen Index zu nummerieren:   A

1.  Jed

a;¢)-ale;¢)'      i-1,2 ,..., '.

e Linearkombination der Vektoren aus dem Unterraum V(a)
I

1¢)   -Z:qla;i)
f=1

istEigenvektorvonAzumEigenwertaundsomitElementvonV(a):

'1

Alty)    =   Z=qA|a;6)   =  I:cia|a;¢.)=a|ty)
i=|                             i=l

2.  Zu jedem Vektor |0)  €
-lty)

(I-U) + lty))   -   10)

3.  Das Nullelement von V

V(a) existiert das hverse in V(a),

liegtebenfallsinV(a).

Alo)   -010)  -alo)

Aus Gl. (A.15?) folgt,
wert a ist. Demzufol

ebenfalls Ei envektor
e verlasst S nicht den Unterraum

ul«

I-rty)  -

vvot:,:AgF,:£gvet:;          ,

lIvir k6nnen 8 daher im Unterraum V
es gibt eine Linearkombination |a, b) = Z=

Ale,b)    =    ale,b)

6|a,b)    =   b|a,b)

Hieraus ergibt sich das

A71
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Theorem  A.8 (Kommutierende Operatoren). Wenn wi selbsted

•  Ale, A)  = ale, A)

•  BIG, a)  = b|a, a)

•  Z=„ |ai,bj)(ai, bj| = i   (Vodstfrodz.she"

•   (aj, bj|an bj;) = 6i,i;6j„..

Das Theorem lasst sich auch auf drei aperatoren ausdehnen.
Wenn[A,6]=[B,C]=[A,C]=o,dannexistierteingemeinsamersatz
von Eigenvektoren |a, b, c) mit

Ale, b, c) = ale, b, c)

£|a, b, c) = b|a, b, c)

C|a[, 6, c) = c|a, a, c)

f lay.,    /x`'x',xJ>

Die Veralleemeinerunf= lasst sich ftir beliebif viele Cberatoren fortsetz
auerdings gibt es eire HCchstzahl kommutierender Oz7eraforfcz!_.  Ist diese er-

reicht, so ist jede £7ttorto»g de7. Ve*tone» 4«;faahobe». und die Eif!enwe*e

g±±£Lrdaralsterisie±e±£!±±e±±§g±!±±Eige?z±±±!£±±sJalL£..).DadieJ±-
genvektoren eine Basis des Vlktorraums bilden, heiBt ein derartiger Satz
vonC)peratorenvollstandiperSatzkommutierenderOperatoren.Allewei-
teren kommutierenden aperatoren lassen sich dann durch die bereits ge-
fundenen Operatoren ausdrticken.

Theorem  A.9. erator, der mit allen Elementen einesvoustandi .en Sat-

zes konmutierender era_te_Ien__v_eriauscht,ist eine Funktion der eratoren die-
sessatze.s.

Der Beweis erfolgt tiber das Spektraltheorem. Umgekehrt gilt:

Theorem  A.10. 0 eratoren, die nicht vertanschqu,Lhg±gr keinenvollstandi
Satz geneinsamer
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1) in 1d:, ohne Spin: Ortsoperator Q Ix> = x Ix>  hat keine Entartung, daher für sich alleine "vollständig".
    Ditto Impulsoperator;
2) in 3d, ohne Spin:: Ortsoperatoren (Q_x, Q_y, Q_z),      Oder ditto (P_x, P_y, P_z)
3) Hamiltonoperator, wenn keine Energieentartung vorliegt.
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Berfe
Wir fuhren den Beweis indirekt. |a, b) sei ein gemeinsaner Satz von Eigen-
vektoren. Darmgil=taber

A6|a,b)    =    Able,a) = bale,b) =ha|a,b)
=   cola, b) = af |a, b) = Gala, b) = BA|a, A)

AB|a,a)-Gala,b)    =   o

la,a)    -   0

Werm dies fur alle
derspruch

elten wtirde, dann ware = o, also ein Wi-

Es kann daher keinen vollsfandigen Satz gemeinsamer Eigenvektoren ge-
ben.4±!e=±i:t|gEj=±£!±E±?_te__±±±±:±Lg±±±!±±±±±=±ig:E=±:±±S+±renm6.di±!

Anstatt zur Kerinzeichnung von Eigenvektoren alle Eigenwerte eines voll-

::::::=i=tranes.Ee¥.:tif;;e±e##i:EL#ibT=iE::cJ:#
es sich urn ,,verwandte" Quantenzahlen handelt. Es gilt damn

lk)    -     la,A,c ,... )

(*|`fe')     =     6fa,*.  = 0-a,a.6o,"6c,cJ.

Zum A„

&,£`¥J"T.£„
fi   =   Elk)(kl=a=..Ia,b,c7...)(aib7Ci...I       .      4tr       //,,.¥/.r^.

Vg¥thn_difg|Basisnden einer
Nehmen wir an, der

geht man folgendermafen vor:
erator A sei bereits dia onalisiert worden, dh. das

Eigenwertproblem Ale) = ale) sei geldst. AIlerdin s sei mindestens ein Ei-
genwert a entartet. Die Eigenwerte werden nit einem zusatzrichen Index
durchnumeriert A+a. ¢) =dgLi) Wendet man nun einen nit A kommutie-
renden Operator 8 aul |a, ¢) ari, so fiefert dies zwar nicht unbedingt |a, oT
zurtick, aber es muss sich urn einen Vektor in dem Unterraum handeh,
der von den entarteten |a, i) aufgeapannt wind, d.h.

SIC,`)-Z:c,.Ia,'.)
.
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A.8. Kommutatoren

In diesem Unterraum dia onalisieren wir 6 und erhalten schlieBlich

£Ia,a)    -    bla,a)

.4|a,b)      =     cL|cL,b)

Wenn die Entartung nun vollstandig aufgehoben ist, hat man den vollstan-
digen Satz A, 8 gefunden. Andernfalls lasst sich das Verfahren mit einem
weiteren mit A und f kommutierenden Operator

Beispiele

1.  Ders in eines
vonS

[jz, s-c]  i o

[jz, jgr]  ± o

fortsetzen.

Teilchens ist vollstindig durch die Eigenwerte
i_ I_==__            --

tqu>   a i,f rTtx->  ip,a.>

I,,,•dit -±   drr ® £r® #.®/r

2.  Bezieht man noch den Orf eines freien Teilchens mit ein, so
Zustand ekennzeichnet durch

&1,x,y,a,;_i-i-x,I,y,:a,p-=

ist der

rfrd=_If|=`r£±!Hhiziiji a  ix> a ry> a la> ®1¢9

Wegen  [G„ 6,]  = 0 ist der Zustand durch den Spin und durch al-
le kartesischen Koordinaten gemeinsam charakterisiert. Allerdings
k6rmen gemaB Theorem (A.10) nicht gleichzeitig Orts- und Impuls-
koordinaten zur selben Richtung vorkommen, da

|5, cr) bildet eine vollstandigeBasis.
Ebenso bilden |drLoder z.B. j±,_", p=zj4l eine vollstandige Basis.
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A.8. Kommutatoren

A.8.3    Die unbestimmtheitsrelation

Wir definieren zunachst

Def.  A.28  (Varianz).  J77i'`#:i:raf:::::±:E=F±#=#::#:t##;;=#8:::f#:i
sdi_iebeap wird, ist die Varianz (Dispersion, Unbestimmtheit)
A, der der hermitesche Operator A zugeordnet ist, definiert als

Lffl2-)
77t!'f

AAr----

sT,I;;.

(  (AA)2 ,

A-(A)  "r,d   (A)  -S

)    -(A2)-(A)2.

orem  A.11 \\(Unbestimmtheitsrelation).  J7# cze77t Z«sffl7td, dc7' c7%rcfe dc72
stischen Operdtor b bescheieben wird, erfullen die Varianzen zweier Observa-

bl'q\n A und 8 , ire durchdie selbstad
witirdeSnLLftyctngleichung

ierten 0 eratoren A und 8 bescheieben

^^24.a

var(A)    var(B)     2     I(L   '4   ])I                                            (A.160)

Weitere Voraussetzung: Alle Zustande I y76

den Defiritionsbereichen von A, 8, 4

Beweis:

) in A - qo6) (qo6 I  mtissen zu
A und 8

Ftlr einen erator i ilt die Ungleichung -'

-fy(¢fft)i

La f. A.i?

Diese Ungleichung ist so fort einsichtig, wenn wir fur A die Spektraldar-
`    „,,£   .,€`.> ai`ti,a,.J,stellung verwenden                         a  < ¢``'/ fl.

spkef I+)  -£&
®>0

EEEE-I
¢:Jfj:J±|=-0      .                                     ,

>0

Die Eigenwerte des statistischen Operators liegen bekanntlich zwischen 0
und 1 und der Erwartungswert (p6|f  ft|ap6)  kann als Normquadrat des
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Analoger Beweis auch für "reine Zustände" der Form  I psi > .
(Siehe z.B.  Wikipedia, Heisenbergsche_Unschärferelation ,
unter "Verallgemeinerung")
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A,8. Kommutatoren

Vektors ft |p6) aufgefasst werden. Wir wahlen spezieu i = A,4 + ZaB,
wobei c¥ eine beliebi e reelle Zahl sein soll. Die Ungleichung liefert darn

(i ft) = fy (A (AA)2)  -¢Qfy (A [AA, A£]) + o2fy (A (A£)2)  2 o

Der Kommutator kann umgeformt werden zu

[AA, AB] - [A, G] -: ¢C

Kommutatoren hermitescher Operatoren sind anti-hermitesch (G1. (A.42)).
C ist deshalb hermitesch und besitzt nur reelle Eigenwerte. Aus der Un-
gleichung wird

(i ft) = fy (A (AA)2) +±fy (A (AB)2) +jiS (A C)  2 o

Alle Terme in dieser Ungleichung sind reell und die ersten beiden sind
e44 sogar positiv. Die JinHrseite beschreibt eine nach oben ge6ffnete Parabel

in c¥. Die Ungleichung muss fur alle Werte von cl erfullt sein. Deshalb ist
;J=ine notwendige und hinreichende Bedingung, wenn die _Ungleichung
aan\Minimum,also fur

a=-+-2f tykec)  /  f tyketAf rf i)       ,

erfullt ist. In diesem Fall liefert die Ungleichung nach Einsetzen und Mul-
tiplizieren mit dem Nenner von cl die gesuchte

fy.(A (AA)2) fy (A (AB)2)  2

Unbestimmtheitsrelation

(&(¢c,)2

Die physikalischen Konsequenzen der Unbestimmtheitsrelation sind sehr
weitreichend. Man beachte:  Die Unbestimmtheitsrelation macht Aussa-

er\ tiber unabhdn c Messun enan ¢rz.crfc77 Teilchen; nicht aber
tiber aufeinanderfolgende Messungen an demselben Teilchen !
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A.8. Kommutatoren

BLfi=pj±l:    Der Erwartungswert des Kommutators von Orts- und Im
operator in einer Raumrichtung  ist gemaB G1.  (A.151)
Daraus folgt die Unscharferelation

var(OQ) . Var(Pct)  2

([GQ,PQ])

Das Gleichheitszeichen wird nur fur GauBsche Funktionen
eneicht.

Gefenbeispiel:

exp(-ciff2-Off)

Wir betrachten eine Variable mit den endlichen Definiti-
onsbereich 0 S 0 S 27r und den dazu ``konjugierten Impuls" ¢o = -id/dG.

Mit dem Skalarprodukt  (t4, t;)  := " u*(6))t;(O)do sind dies beides selbst-

eratoren, wenn man sich auf differenzierbare
Funktionen mit

eriodisc
t4(0)  = tt(27r) beschrankt. Es gilt aber

±t    -AOApo  2  g.

Diese Beziehung wird z.B. von allen Ei enfunktionen von ¢G, namlich ttm
27r verletzt, weil fur diese Ape = 0

A
gilt. Der Grund, warum der Beweis

der Unbestimmtheitsrelation hier nicht gilt, ist, dass die Eigenfunktionen
nicht zum Definitionsbereich von ¢0 6 eh6ren,weil O"in (C)) nicht pe-

riodisch ist.

Generell muss man beim Definitionsbereich unbeschrankter Operatoren
wie P Vorsicht walten lassen (s.a. Kap. A.10).
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A.9. Gaußsche Integrale

A.9 Gaußsche Integrale

Gaußsche Integrale werden vielfach benötigt, zum Beispiel zur Beschrei-
bung von Wellenpaketen. Das einfachste Gaußsche Integral

I =

1Z

�1

e�x2
dx

kann man leicht durch Übergang auf ein zweidimensionales Integral be-
rechnen:

I2 =

0

@
1Z

�1

e�x2
dx

1

A

0

@
1Z

�1

e�y2 dy

1

A =

1Z

�1

1Z

�1

e�(x2+y2) dx dy

=

Z
1

0

Z 2⇡

0

r e�r2 d' dr mit r2 = x2 + y2, dx dy = r dr d'

= 2⇡

Z
1

0

e�↵ d↵ mit ↵ = r2 ) d↵ = 2r dr

= �⇡ e�↵
��1
0

= ⇡

) I =
p
⇡ .

Daraus folgt das allgemeinere Integral

1Z

�1

e�a x2
dx =

r
⇡

a
(A.161)

mittels der Substitution y =
p
a x ) dy =

p
a dx.

A 78

evertz
Underline

evertz
Typewriter
(besprochen am 24.4.23)



A.9. Gaußsche Integrale

Durch quadratisches Ergänzen erhält man dann leicht allgemein:

GAUSSSCHES INTEGRAL

1Z

�1

exp(�ax2 � bx) dx =

r
⇡

a
exp(

b2

4a
)

a, b komplex, Re a > 0 . (A.162)

Diese Beziehung gilt auch bei komplexen a, b.

Gaußsche Integrale wie
1R

�1

xn e�ax2
dx über Potenzen xn kann man sich

nun sehr einfach verschaffen:

1. Wenn n gerade ist, kann man das Gaußsche Integral durch eine oft
nützliche Strategie, nämlich durch sukzessives Ableiten nach dem Parameter a
erhalten ! Der erste Schritt lautet (der Einfachheit halber bei b = 0):

1Z

�1

x2 e�ax2
dx = � d

da

1Z

�1

e�a x2
dx = � d

da

r
⇡

a
=

1

2a

r
⇡

a
.

(A.163)

Die nächste Ableitung nach a ergibt
1R

�1

x4 e�ax2
dx, etc.

2. Wenn n ungerade ist, und b = 0, dann verschwindet das Integral, weil
der Integrand dann in x ungerade ist, und die Integrationsgrenzen in
x symmetrisch, d.h. die Integranden zu x und �x heben sich gerade
auf:

1Z

�1

x2m+1 e�ax2
dx = 0 . (A.164)

Solche Symmetrie-Überlegungen führen häufig zu starken Vereinfa-
chungen.
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A.10. Der Hilbertraum

A.10 Der Hilbertraum

Wir haben einen linearen Vektorraum als eine Menge von Elementen de-
finiert, die unter Addition und Multiplikation mit Skalaren abgeschlossen
ist. Bemerkenswerterweise sind alle endlich-dimensionalen Vektorräume
gleicher Dimension isomorph. Bei unendlich-dimensionalen Vektorräumen
muss man jedoch Unterscheidungen machen.

Wir beginnen mit einem endlich- oder unendlich-dimensionalen Satz von
Basisvektoren |eni mit n 2 N. Hieraus konstruieren wir Vektoren

|fi =
X

i

fi |eii . (A.165)

Wir betrachten einen Vektorraum V , der aus allen Vektoren dieser Form
aufgebaut ist, bei denen nur endlich viele Koeffizienten ungleich Null sind.
Die Grenzelemente von Cauchy-Folgen in diesem Vektorraum V liegen
dann nicht unbedingt in V . Wenn wir diese Grenzelemente zu V hinzu-
nehmen erhalten wir einen größeren Vektorraum:

Def. A.29 (Hilbertraum). Ein linearer Vektorraum heißt Hilbertraum H, wenn
in ihm ein Skalarprodukt definiert ist und jede Cauchy-Folge in ihm ein Grenz-
element besitzt (Vollständigkeit).

Die Vektoren eines Hilbertraums haben endliche Norm:
P

i |ci|
2 < 1.

Beim kontinuierlichen Ortsraum wird hieraus
R

1

�1
| (x)|2 dx < 1, d.h. die

Vektoren eines Hilbertraums sind quadratintegrabel. Alle physikalisch
realisierbaren Zustände gehören zu einem Hilbertraum.

Quadratintegrable Räume sind separabel, d.h. alle VON sind abzählbar.

Im folgenden gehen wir genauer auf kontinuierliche Räume ein. Dort tre-
ten Definitions- und Konvergenz-Probleme für unbeschränkte Operatoren
mit kontinuierlichen Spektren auf, wie z.B. den Orts- und den Impulsope-
rator. So sind z.B. die Eigenvektoren |yi des Ortsoperators Q̂ im kontinu-
ierlichen Ortsraum hx|yi = �(x � y). Sie sind nicht normierbar, d.h. kei-
ne Elemente des Hilbertraums. Sie bilden eine überabzählbare Basis eines
größeren Raums. Die Eigenfunktionen des Impulsoperators sind die Fou-
rierkoeffizienten. Bei einem unendlich großen kontinuierlichen Ortsraum
sind sie ebenfalls nicht normierbar. Man beachte, dass die Eigenfunktio-
nen vom jeweiligen Definitionsbereich und von den Randbedingungen
abhängen-
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A.10. Der Hilbertraum

Es gibt zwei verschiedene Zugänge zu Operatoren in kontinuierlichen Räu-
men. Der erste geht auf von Neumann zurück.

A.10.1 Von Neumansche Projektionsoperatoren

Dieser in der mathematischen Literatur übliche Zugang benutzt nur Vek-
toren aus Hilberträumen, d.h. normierbare Vektoren, und verzichtet auf
die Verwendung von Distributionen. Die zugehörige Spektraltheorie ist
sehr komplex. Im folgenden sei nur die Grundidee skizziert, mit der man
die Spektraldarstellung von Operatoren in kontinuierlichen Räumen for-
mulieren kann. Eine strengere Behandlung findet man z.B. in A. Peres,
Quantum Theory (einführend) oder S. Großmann, Funktionalanalysis.

Wir betrachten zunächst einen abzählbaren Vektorraum und einen Opera-
tor Â mit Eigenvektoren |aii und Eigenwerten ai. Die Eigenwerte dürfen
entartet sein. Wir definieren einen Projektionsoperator, der in den Unter-
raum der entarteten Eigenzustände zum Eigenwert ai = a projiziert:

P̂ (a) :=
nX

i=1

|aiihai| �a,ai (A.166)

Mit diesem Projektionsoperator kann die Spektraldarstellung Gl. (A.57)
von Â umgeschrieben werden:

Â =
X

i

ai |aiihai| =
X

a

aP̂(a) , (A.167)

wobei die letzte Summe sich über alle unterschiedlichen Eigenwerte a er-
streckt. Wir bringen nun Gl. (A.167) in eine Form, die auch auf kontinu-
ierliche Spektren anwendbar ist. Das kann man über das Stieltjes Integral
erreichen, das folgendermaßen definiert ist:

Z b

a

g(x) d�(x) := lim
n!1

nX

i=1

g(xi)
�
�(xi)� �(xi�1)

�
(A.168)

mit xi � xi�1 �!
n!1

0 8 i und einer nicht-fallenden Funktion �(x), aus

der man das Maß d�(x) erhält. Wenn d�(x)
dx existiert, dann gilt

Z b

a

g(x) d�(x)
| {z }

Stieltjes

=

Z b

a

g(x)
d�(x)

dx
dx

| {z }
Riemann

(A.169)
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A.10. Der Hilbertraum

Für den speziellen Fall �(x)=x wird Gl. (A.168) zum gewöhnlichen Riemann-
Integral:

Z b

a

g(x) d�(x) =

Z b

a

g(x)
d�(x)

dx
dx =

Z b

a

g(x)
dx

dx
dx =

Z b

a

g(x) dx

Das Stieltjes-Integral wird dann interessant, wenn �(x) Unstetigkeiten auf-
weist.

Beispiel: �(x) = h⇥(x � c), wobei ⇥ die Heavisidesche Stufenfunktion ist
(siehe Abb. (A.7))

⇥(x� c) =

( 1 x > c
1
2 x = c

0 x < c

.

Der einzige Term, der zur Summe in Gl. (A.168) beiträgt, ist der mit xi > c > xi�1.

Abbildung A.7: Stufenfunktion

In diesem Fall ist �(xi)� �(xi�1) = h und das Stieltjes-Integral liefert:
Z b

a

g(x) d�(x) =

Z b

a

g(x) d(h ⇥(x� c)) =

(
hg(c) a < c < b

0 sonst
(A.170)

Anmerkung: Wenn man die Delta-Distribution d�(x)
dx = d⇥(x�c)

dx = �(x � c)

zu Hilfe nimmt, kann man dieses Beispiel auch wieder als ein „Riemann-
Integral” formulieren.

Analog zur Heaviside-Funktion führen wir jetzt eine Schar von Projekto-
ren E(�) auf den Unterraum der Eigenfunktionen mit Eigenwerten kleiner
oder gleich � ein:

E(�) =
X

�0�

P (�0) . (A.171)
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A.10. Der Hilbertraum

Damit kann man ein Stieltjes-Integral schreiben:

Z
1

�1

g(�) dÊ(�) = lim
n!1

nX

i=1

g(�i)
⇣
Ê(�i)� Ê(�i�1)

⌘
(A.172)

Mit seiner Hilfe können wir das Spektraltheorem in allgemein gültiger
Form angeben:

Theorem A.12 (Spektraltheorem). Zu jedem selbstadjungierten Operator Â
gibt es eine eindeutige Familie von Projektionsoperatoren E(�) (� 2 R) („Spek-
tralschar”) mit folgenden Eigenschaften:

1. Ê(�1)Ê(�2) = Ê(�2)Ê(�1) = Ê(min(�1,�2))

2. Für ✏ > 0 gilt: lim
✏!0

Ê(�+ ✏)| i = Ê(�)| i

3. lim
�!�1

Ê(�)| i = 0

4. lim
�!+1

Ê(�)| i = | i,

SPEKTRALTHEOREM

Â =

+1Z

�1

� dÊ(�) (A.173)

f(Â) =

Z
f(�) dÊ(�) (A.174)

Diese Gleichungen gelten für beliebige selbstadjungierte Operatoren mit
diskretem und/oder kontinuierlichem Spektrum.

Beispiel: Ortsoperator
Für den Ortsoperator soll Q̂ (x) = x (x) gelten. Das Spektraltheorem
ist erfüllt, wenn man dem Ortsoperator Projektionsoperatoren mit der fol-
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A.10. Der Hilbertraum

genden Eigenschaft zuordnet:

Ê(�) (x) = ⇥(�� x) (x) =
n  (x) x  �

0 x > �

(Dies korrespondiert dazu, dass die Ableitung der ⇥-Funktion die Eigen-
funktionen �(x�x0) des Ortsoperators ergibt. Im von Neumannschen For-
malismus benötigen wir diese �-Distributionen aber nicht; wir verlassen
nie den Hilbertraum.)

Wir verifizieren, dass das Spektraltheorem erfüllt ist:

Q̂ (x) =

Z
1

�1

� dÊ(�)  (x) =

Z
1

�1

� d
⇣
Ê(�) (x)

⌘

| {z }
d wirkt nur auf �

=

Z
1

�1

�d (⇥(�� x) (x))

=

Z
1

�1

�d (⇥(�� x))

| {z }
x

 (x) = x (x)

Im letzten Schritt wurde das Ergebnis aus Gl. (A.170) übernommen.

Die eben durchgeführte Rechnung kann anschaulich interpretiert werden,
denn der Projektionsoperator Ê(xi) � Ê(xi�1), der beim Ortsoperator in
das Stieltjes-Integral Gl. (A.172) eingeht, hat eine einfache Bedeutung. Wenn
man ihn auf eine beliebige Funktion f(x) anwendet, liefert er eine neue
Funktion f̃(x),

f̃(x) :=

(
f(x) wenn x 2 (xi�1, xi)

0 sonst
,

die im Intervall (xi�1, xi) mit f(x) übereinstimmt und ansonsten Null ist.
Der Projektionsoperator schneidet sozusagen ein Intervall aus der Funk-
tion heraus. Wenn man diese Funktionsstücke aller Intervalle wieder zu-
sammensetzt, erhält man natürlich wieder die ursprüngliche Funktion. So
erhält man auch den Einheitsoperators 1̂1 =

P
i(Ê(xi) � Ê(xi�1)). Ebenso

sieht man leicht ein, dass mit abnehmenden Intervallbreiten das Spektral-
theorem gilt

nX

i=1

xi(Ê(xi)� Ê(xi�1))  (x) �!
n!1

x  (x).

A 84

evertz
Underline

evertz
Line

evertz
Line

evertz
Underline

evertz
Line

evertz
Line



A.10. Der Hilbertraum

A.10.2 Erweiterter Hilbertraum

Die Diracsche Bra- und Ket-Formulierung benötigt im Unterschied zur
von Neumannschen Formulierung eine Erweiterung des Hilbertraumes,
so dass auch Vektoren unendlicher Norm konsistent behandelt werden
können. Sie hat den Vorteil, dass sie einfacher zu handhaben ist und man
sich in vielen praktischen Rechnungen weniger mit mathematischen Sub-
tilitäten herumschlagen muss.

Wir benötigen die folgende Definitionen, die der Einfachheit halber mit
diskreten Indizes geschrieben sind:

Def. A.30 (Konjugierter Raum). Der zu einem Vektorraum V konjugierte
Raum V⇤ ist die Menge aller Vektoren |gi =

P
n
gn |eni, deren Skalarprodukt mit

Vektoren aus V endlich ist:

hf |gi < 1 für alle |fi 2 V

(d.h.:
P

n f ⇤

n gn < 1), und für die hf | ein stetiges Funktional auf V⇤ ist.

Es gilt

H = H⇤ , (A.175)

d.h. ein Hilbertraum H ist zu sich selbst konjugiert.

Wir definieren nun den Raum W aller Vektoren der Form |!i =
P
n
!n|eni

als einen Unterraum von H, in dem die Koeffizienten extrem schnell kon-
vergieren:

X

n

|!n|2 nm < 1 8 m 2 N0 .

Der dazu konjugierte Raum W⇤ enthält nach Def. alle Vektoren, deren Ska-
larprodukt mit Vektoren aus W endlich ist, also Vektoren |⌫i =

P
n
⌫n |eni

mit

h!|⌫i =
X

n

!⇤

n ⌫n < 1 8 |!i 2 W

Offensichtlich ist W⇤ wesentlich größer als W , denn es sind auch Vektoren
enthalten, deren Entwicklungskoeffizienten so schnell wie eine beliebige
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A.10. Der Hilbertraum

Potenz von n für n ! 1 ansteigen. W⇤ heißt erweiterter Hilbertraum
(rigged Hilbert space), und es gilt

W ⇢ H = H⇤ ⇢ W⇤

Im kontinuierlichen Ortsraum ist der Raum W durch die Funktionen (x)
gegeben, die

Z
| (x)|2 (1 + |x|)m dx < 1 8 m = 0, 1, 2, · · · (A.176)

erfüllen. Der Raum W⇤ besteht aus den Funktionen �(x) , für die gilt
����
Z
 (x)⇤ �(x)dx

���� < 1 8  (x) 2 W . (A.177)

Dieser Raum W⇤ enthält zusätzlich zu den quadratintegrablen Funktionen
auch solche, die nicht schneller als eine beliebige Potenz von x divergie-
ren.
Insbesondere enthält er eikx, die Eigenfunktion des Operators �i d

dx ,
sowie die �-Distribution, die Eigenfunktion des Ortsoperators Q̂.

Es kann gezeigt werde, dass für jeden selbstadjungierten Operator Â in
H ein vollständiger Satz von Eigenvektoren in W⇤ existiert, und damit
eine vollständige orthonormale Basis. Mit dieser Erweiterung des Hilbert-
raums kann der Bra-Ket-Formalismus auch in kontinuierlichen Räumen
angewendet werden.

Die Spektraldastellung für den Ortsoperator hat dann die vertraute Form

Q̂ =

Z
1

�1

x |xihx| dx . (A.178)

Gleichung (A.178) korrespondiert direkt zum Spektraltheorem Gl. (A.173),
wenn man den Projektionsoperator |xihx| auf die nicht-normierbaren Zu-
stände |xi zulässt, denn aus d

dx⇥(y�x) = �(y�x) ergibt sich dÊ(x)
dx = |xihx|.

Diese Ableitung und dieser Projektionsoperator sind nur mit Hilfe des er-
weiterten Hilbertraums möglich.
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A.11. Singularwertzerlegung

_A.11  _  Singularwe±±z£±±=g±±±g

Die  Singularwertzerlegung  (Singrilar Value  Decomposition,  SVD)  einer
Matrix ist ein sehr wichtiges Werkzeug der linearen Algebra, mit vielen
Anwendungen, neben der Quantenmechanik z.B. auch bei der Bildverar-
beitung, bei Optimierungen etc.
Die SVD client unter anderem dazu,  ,,wichtige"  Teile einer Matrix v_9E
unwichti en" zu trennen. Sie ist mit der vetrauten Eigenwertzerlegung

verwandt (s.u.). Im allgemeinen ist die SVD aber eine andere Zerlegung.
Insbesondere ist sie ftir jede reelle oder komplexe Matrix m6glich !

A.11.1    Kompakte SVD

Tede reelle oder komplexe 71 x in Matrix J\4 kann in der Form

M- U D V I
zerlegt werden, mit einer diagonalen Matrix D, die nur

(A.179)

ositive reelle Zahien
(oder Null) enthalt, die sogenannten S{.71gr#Jj!.7'z{Jerfe von A4.  Die Matrix D
hat die Dimension IV = min(7t, in). AUBerdem gilt

utu-fl'    vtv- (A.180)

^i2^22...2^,>^,+1 -...- ^IV-0.             (A.181)

Die Zahl r von nicht-negativen Eintragen A heiBt R¢7tg der Matrix J\4.

•Fa||m<7|:    I-E E

•   Fall 777,  >  7t:
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A.11. Singularwertzerlegung

•  Wenn J\4 reell ist, dann k6nnen I/ und V auch reell gewahlt werden.

•  Wenn J\4 reell und quadratisch ist, dann sind I/ and Vt Drehungen
(Basistransformationen) und D skaliert die Richtungen.

•  Diese Version der SVD, mit im allgemeinen nicht-quadratischen Ma-
trizen U und Vt, heiBt auch ,,thin SVD''.

•  Die Sin ularwerte sind

•  Die Matrizen U und Vt sind aber nicht eindeuti : Bei einem nicht
entarteten Singularwert A,. kann man die Matrix I/ von rechts mit
einer Einheitsmatrix multiplizieren, bei der die Komponente 7. durch
exp (6qo,.) ersetzt ist, und Vt entsprechend von links mit exp (-¢qo,.),
ohne IW zu andern.

•  Wenn zwei oder mehr Singularwerte gleich sind, ist analog die SVD
indementsprechendenUnterraumnichteindeutig.Mankannindie-
sem Unterraum eine unitare Transformation fl = X Xt durchfuhren,
d.h. U dort von rechts mit X und Vt von links mit X

-multiplizieren.

A.11.2    SVD als summe von auBeren produkten

Die Singularwertzerlegung J\4 = CJDvt kann aquivalent als

M6J.     =    Z=^foU¢k  (Vt)fo,.    =    Z=^fott!fo)ujfo).
kk

(A.182)

geschrieben werden. Hier sind tt!fo)  = I/¢k und uo("  = V¢fo,  ¢ =  1 ,..., in;   fe =
altenvektoren von U and V (nicht von Vt).1 ,..., IV   =   min(in,77)  die

Die Eigenschaft CJtcJ = Vtv = fl impliziert, dass sie orthonormal
Vektorschreibweise-1autet die SVD dann

"6J.    =    Z=^fe iI(k)  x i7(fe)I
E

sind. In

(A.183)

Dies ist eine Summe von jz.#¢crc77 Prodwkfc7i der Vektoren d(k) und ur*k), ge-
wichtet mit ^fo.
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A.11. Singularwertzerlegung

Die Vektoren d(fo) und ur7(k) heiBen links- und rechts-seiti eSin larvekto-
ren von J\4. Die SVD zusammen mit Vtv =

A.11.3

n impliziert

M vr*k)  -_ ^kdrk)   urrd   M+  ustk)  -_ ^kv*k)

Zusammenhang mit der Eigenwertzerlegung

•  Fine Singulatwertzerlegung existiert fur jede Matrix, mit immer po-
sitiven Singularwerten.  Dagegen  gibt es  eine  Eigenwertzerlegung
nicht fair ede Matrix, und
sitiv zu sein.

Eigenwerte brauchen nicht reell oder po-

•  Wenn A4' ciuadratisch ist und alle Eigenwerte 2  0 sind, dann ist die-i.  _ _-

enwertzerle M = I/DtJt dieselbe wie die SVD.

•  Aus der SVD fur eine beliebige Matrix J\4 folgt die Eigenwertzerle-
gung fiir die hermiteschen Matrizen J\4tJ\4 und J\4J\4t :

A4tn4 = (uDvt)t I/Dvt = VDtut  UDvt = V

Analog

M M+  = U DV+  (U DV+i+  --U DV+  V D+U+  = U

Die diagonalisierten Formen von J\4tJ\4 und J\4J\4t enthalten somit die Qua-
drate der Singularwerte auf der Diagonalen.
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A.11. Singularwertzerlegung

Wenn J\4 nicht quadratisch ist, dann ist in der Zerlegung J\4 = UDvt ent-
weder U or Vt nicht quadratisch. Alternativ kann man die

uadratischen Matrizen J und giv schreiben:

M   -_   UDV+   -_   tJbv+

SVD mit wr£+

(A.184)

tdren

Man kann diese Zerlegung als eine Basistransformation mit Vt interpre-
tieren, gefolgt von einer Umwichtung der Richtungen mit D und einer

::::i;:::::i:::i:E=:::=:::uni::#igt.n=enn#:rsxi:ndaFeiFotL-alist,d-

•  Fall in <  7?: I-E D  1000

In diesem Fall gilt J = I/. Die unteren Zeilen von Vt enthalten wei-
tere Ei envektoren, zusatzlich zu denen in Vt. Sie tra
Nullen in D nicht zu J\4 bei.

enWe en der
t orthogonal-

sind, ergibt die Anwendung von J\4 auf diese neuen Eigenvek-toren
Null, d.h. sie

Da die Eigenvektoren in V

von J\4. Die Richtun-
gen jenseits des Rangs r der Matrix, mit verschwindenen Singular-
werten A >7.   -  0' eh6ren ebenfalls zum Kern von J\4. Wenn man
die Wirkung von J\4 im gesamten Vektorraum betrachtet, JsaEprder
Unterraum des Kerns

•   Fall 77?  >  7?:

Jetzt ist 7 - v.

null s oriert werden (s.u.).
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A.11. Singularwertzerlegung

A.11.5    Pseudoinverse

Wir diskutieren zunachst den Fall einer quadratischen Matrix J\4.
ist die Inverse durch

± - ¢bvTrl

Formal

(A.185)

gegeben, da J und V unitar sind. Die Matrix j3 kann aber Singularwerte
A,.>r = 0 enthalten. In diesen Richtungen ;. ergibt die Anwendung von J\4
Null, d.h. diese Richtungen des Vektorraums sind von J\4 nicht betroffen,
und die Inverse I)-1 wtirde unendlich roBe Werte enthalten.

Es ist viol besser, dies_er±__ Unterrga|±||L(Kern, null  sace) auch bei der Inversen
zucgzt4J¢ssc77, d.h. dort a-1 auf Null zu setzen statt auf unendlich. Die re-
sultierende Matrix nennt man die (R4~6oi=--Penrose) Pseudoinvers-e.

1A, Li I, aber   Or+0.

i===:-+I+i

(A.186)

In der Praxis ist es wichtig, guch_s€_hon Sing±ilarwer_te_unterhalb einer ge=
wissen Schwelle (z.B. 10-]°) auf Null abzubilden, urn in der Pseudoinver-
sen nicht sehr groBe Eintrage an eigentlich unwichtigen Stellen zu erhal-
ten.

Bei Benutzung der Pseudoinversen wird aus J\4-LJ\4 die Matrix

M~1 M  = V D-Ltib+ DV+ --  M M - I

(A.187)

in welcher nur die ersten r Komponenten (oder wegen der Schwelle noch
weniger) der Einheitsmatrix entsprechen, wahrend der Rest verschwindet.

Dieselben`Uberlegungen kann man auch auf den Fall anwenden, dass J\4
nicht quadratisch ist, 7} > in oder in > n,. Dann ist J\4-LJ\4 eine 7? x 7? Matrix,
und J\4J\4-1 ist in x in dimensional. Sie sind beide von der Form eq. A.187.
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A.11. Singularwertzerlegung

Anwendung.e.P.A.11.6

Der numerische  Aufwand  zur  Berechnung  der  SVD ist  O(max(7t, in)3),
ahnlich einer Matrixdiagonalisierung.

Viele Anwendungen der SVD verwenden die Zerlegung, urn die £=§fiLe
der Matrix J\4 zu reduzieren
unterhalb einer j=ewahlten Schwelle auf Null gesetzt werden. Dadurch er-
halt man eine NI}.fecr#7!g ftlr  J\4, die oft sehr gut ist, obwoH  sie sefer viel
weniger Komponenten
aufwand undS eicher

enthalt und daher mit sehr viel weni er Rechen-
latz weiterverarbeitet werden kann.

Zu den Beispielen geh6ren die Bildverarbeitung, Signalverarbeitung, Op-
timierungen, die Quanteninformationstheorie, stark korrelierte Quanten-
systeme, und viele andere.
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A.12. Ergänzungen

A.12 Ergänzungen

Dieser Abschnitt enthält einige Beziehungen, die in den Übungen gezeigt
worden sind, sowie eine zusammenfassende Darstellung der Behandlung
von reinen Zuständen mit mehreren Freiheitsgraden (s.a. Kap. 9.5).

A.12.1 Kommutatoren

Ergänzend zu Kap. A.3.4:

a) Spur [Â, B̂] = 0

b) [Â, B̂Ĉ] = [Â, B̂]Ĉ + B̂[Â, Ĉ]

c) [Â, [B̂, Ĉ]] + [Ĉ, [Â, B̂]] + [B̂, [Ĉ, Â]] = 0

Die gleichen Beziehungen gelten für die Darstellungen der Operatoren in
einer Basis, in Form von n⇥ n Matrizen.

A.12.2 Baker-Hausdorff-Formeln

a) eÂ eB̂ = eÂ+B̂+ 1
2 [Â,B̂]+O(K̂)

b) eÂ eB̂ = eÂ+B̂ e
1
2 [Â,B̂] +O(K̂)

c) eÂ Ĉ e�Â = Ĉ + [Â, Ĉ] +
1

2!
[Â, [Â, Ĉ]] +

1

3!
[Â, [Â, [Â, Ĉ]]] + ...

K̂ steht abkürzend für Terme mit Vielfach-Kommutatoren wie z.B. [Â, [Â, B̂]].

A.12.3 Hellman-Feynman-Theorem

Ĥ� sei ein hermitescher Operator, der von einem Parameter � abhängt.
Seine normierten Eigenzustände seien | �i, mit Ĥ�| �i = E�| �i. Es gilt

d

d�
E� ⌘ d

d�
h �|Ĥ�| �i = h �|

✓
d

d�
Ĥ�

◆
| �i .
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A.12. Ergänzungen

A.12.4 Reine Zustände mit mehreren Freiheitsgraden

Reale physikalische Systeme besitzen sehr viele Freiheitsgrade. Dazu ge-
hören in der Ortsraumbasis die drei Ortskoordinaten für jedes Teilchen,
sowie z.B. Spinfreiheitsgrade.

Allgemeiner: wenn {|eAi}, {|eBi}, . . . orthonormale Basisvektoren zum
Freiheitsgrad A,B, . . . sind (z.B. {|xi}, {|yi}, . . . ), dann sind, wie schon
in Kap. (4.4) angesprochen,

|eA, eB, . . .i ⌘ |eAi ⌦ |eBi . . . ⌘ |eAi |eBi . . . (A.188)

die Basiszustände des gesamten Hilbertraums, mit dem Skalarprodukt

heA, eB, . . . |eA0 , eB0 , . . .i = heA|eA0i · heB|eB0i . . . = �A,A0 �B,B0 . . . , (A.189)

und ein allgemeiner reiner Zustand des Hilbertraums ist eine Linearkom-
bination der Basisvektoren. Der Operator

|eA, eB, . . .iheA, eB, . . . |

ist ein Projektionsoperator auf einen Basiszustand, und die Summe über
alle diese Projektionsoperatoren ergibt wie immer den Einheitsoperator
im gesamten Hilbertraum:

X

A

X

B

X

...

|eA, eB, . . .iheA, eB, . . . | = 1̂1 . (A.190)

Ein Operator ÔA, der nur in einem der Teilräume wirkt

ÔA |eA, eB, . . .i =
⇣
ÔA |eAi

⌘
⌦ |eBi ⌦ . . . (A.191)

hat dann bezüglich der Basisvektoren die Matrixelemente

heA, eB, . . . | ÔA |eA0 , eB0 , . . .i = heA| ÔA |eA0i · heB|eB0i| {z }
�
B,B0

. . . . (A.192)

Im allgemeinen Fall wirkt aber ein Operator, etwa der Hamiltonoperator,
auf mehrere (viele) Freiheitsgrade und kann dabei z.B. verschränkte Zu-
stände wie

1p
2

�
|Ort1, Spin1i + |Ort2, Spin2i

�
(A.193)

erzeugen. In diesem Zustand sind Ort und Spin korreliert (verschränkt),
wie z.B. beim Stern-Gerlach-Experiment.
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

A.13    Weitere Erganzungen (2019)

A.13.1    Allgemeiner zeitentwicklungsoperator, Dvson-Reih

Dies ist eine Erganzung zu Kap.  3.1 und Kap. 5.4.1. In Kap.  3.1 haben wir
die Schr6dingergleichung fur den Zeitentwicklungsoperator

1_h3ito(t.to)    =    H.tJ(i.to)

fur den Fall kommutierender Hamiltono eratoren
nis

g(t.to)   =   e-Lhf ttoil(T)dr  ,

(3.5)_

mit dem Ergeb-

(3.9)

und bei zeitunabhangigem j} speziell D(t, to)  =  €-i(t-to)H

Wir behandeln den all emeinen Fall, bei demdie Hamiltonoperato-
ren auch nicht-vertauschend sein dtlrfen. Die o.a. Schr6dingergleichung

]2£1' zusammen mit U(to, to) - n, hat die formale L6sun

U(I,to)   -fl  + fl(i+)0(tl.to)

Hier taucht auf der rechten Seite Cr(ti. to) auf, fur das man dieselbe Glei-
chun8 wieder verwenden kann:

0(i,to)=fi+-=|:odiLH(ti)b(tito)+(;;:T#od±ff]±H(ti)H(t2)b(t2.to)

Weiteres rekursives Einsetzen ergibt die

VON NEUMANSCHE REIHE  FUR  DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR--
CX3

a(±,±o)    =    fi   +  Z=  a(n)(€,to).        mit                                             (A.194)
•r) = 1

--        i+        --     :i----i---.\l:      -F=,-F=,  --,:   -.i-    H  I     -H  -----,-,I   ,-    -

Die Rekursion sorgt hier ftlr Integrationsgrenzen mit einer Zc!.ford"w#€: _

t2ti2t22...2t7i2to.                                      (A.195)
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A.13. Weitere Erganzungen (201

Der Hamiltono erator mit der kleinsten Inte rationszeit tn  steht in  der
Reihe ganz rechts und wirkt somit zuerst.

Gleichung  (A.194) ist schon das Ergebnis fur den Zeitentwicklungsopera-
tor. Im Rest von Kap. A.13.1
anderte Arten, die haufi

schreiben wir es noch auf andere leicht ver-
verwendet werden.

Man kann insbesondere die von Neumann Reihe kompakter formulieren,
mit Hilfe eines nach seinem Er finder Freeman Dyson (*1923) benannten
Operators:

DYSONSCHER ZEITORDNUNGSOPERATOR-,

LL(fr(tL)fr(t2))   =  {  £(::)£(::)   ::::::;::'          tAi96)

Die Verallgemeinerung auf Produkte vieler Operatoren ist analog: [p=£-
net ODeratoren nach der Reihenfol£e ihrer Zeitargumente, mit der ±gip-
sten Zeit rechts. In der von Neumann-Reihe (A.194) stehen die operatoren
schon in dieser Reihenfolge:

H(tL,H(t2,... H(tn,  -T (H(t|,H(t2,... H(tn,) .

Wir k6nnen daher in  (A.194) den Zeitordnungoperator hinzuschreiben:

o(n,,t)tut  --(;;I   /ttodiL  /tt:di2  ...  |t:-LdinTfiH,t|,H,t2,..  H,tn,,-.

Man beachte, dass die Reihenfolge der Operatoren im Argument von 7-
das Er ebnis nicht andert.  I/(7t) ist deswe en von der Form

s(n,..--  fodiL   I :di2  ...I::-1clinK(t+`t2'...,tn)'

wobei A svmmetrisch in der Reihenfolge seiner Argumente ist. Wir be-
trachten nun -==RodilRt2       RtnK(tl.t2.     )tT),
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

be± derr\ alle Inte rale von i,o bis i c7!e7t. Der Integrationsbereich kann in 72,!

Unterbereiche mit verschiedenen Permutationen wie ti  2  t2  2  . . .  2  t7„
r . . .  2  f„ etc. aufgeteilt werden. Wegen der Symmetrie vonoder t2  2 ti  2  . . .  2  f„ etc. aufgeteilt werden. Wegen cler bymmetrie von

A' ist das Ergebnis in jedem Integrationsbereich dasselbe. Es gilt deswegen
J(n)   =   7?! S(rL).  Wir  k6nnen  daher  auch  I/(7`)  wie  I(7t)  mit  lauter  gleichen
Integrationsintervallen schreiben, wenn wir urn den Faktor 7t! korrigieren:

tJ(n)(i,to) er  &i Rt2     &nTfif lttL]Htt2]    i ]tt»
und erhalten mit Cr(t, to)   =   fl  +  Z==]  Cr(n)(t. to) eine zur von Neumarm
Reihe  (A.194) aquivalente

fur beliebige zeitabhangige Hamiltonoperatoren. Diese Form
det sich formal vom Er ebnis fur kommutierende fJ

unterschei-
nur durch

den Zeitordnun erator. Zum Merken: Die Exponentialfunktion ist wie
immer tiber ihre Potenzreihe definiert. Der Operator 7- ordnet die dabei
auftretenden Hamiltonoperatoren der Zeit nach, mit den kleinsten Zeiten
ganz rechts.

Z±|ugangtibersttlckweiselntegratiop

Wir k6nnen zum selben Ergebnis auch auf eine andere Art kommen, die
fur manche Anwendungen ntltzlicher ist. Wir
bis t  in 7t  kleine Teile-der Lan

alten das Intervall von to
e A  =  (t - to)/7t auf, wobei wir am En-

de den Limes n  i  co betrachen.
groBen)  Intervalls behandeln wir

Imerhalb je es (am Ende infinitesimal
j}(I)  als  konstant,  d.h.  j}(t)   =   j}(t,),
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

wobei fj  (z.B.) das Ende des entsprechenden Zeitintervalls ist. Der Zeit-
entwicklungsoperator von t,_1  bis t,  ist dann einfach €-*A jJ(tJ)  und der

gesamte Zeitentwicklungsoperator wird zu

CJ(t.to)   ~_    L±m   e-LhA i I(tn)  eg=±hA.H(tn-1)   . . .  e-±hA H(t2)  e-LhA ri(tut  .   (A.198)
7t i C€,

(Die Nummerierung ist anders als zuvor; hier ist jetzt ti die kleinste Zeit.)
Man beachte, dass  (A.198) ftlr jeden Wert von n, unitar ist, wahrend dies
bei einer nit endlicher Ordnung abgebrochenen von Neumann-Reihe nicht
der Fall ist.

Die Zeiten in  (A.198) sind wie zuvor eordnet, nitden kleinsten Werten
ganz rechts. Wir k6nnten daher die rechte Seite auch mit einem zusatz-
lichen Zeitordnungsoperator schreiben. Wir nutzen nun wieder aus, dass
beim ZeitordnungsoDerator die Reihenfolfe der ODeratoren im Argument

SB±ist:T(fl(i.)H_(t]))--T(H(t])H(t8)),so dass sie als kommutierend
behandelt werden k6nnen. Deswegen gilt auch

e-ihA-iI(tt) A.fl(tJ)  - Ajl(t3)

Dies k6nnen wir fur das ganze Produkt  (A.198) ausnutzen und wir erhal-
ten in der Tat wieder`das Ergebnis  (A.197):

tJ(i,to)   =   tiun   Te-±h3=i±A.]](t])   =  T e-±hf ttoil(I)dr
n+cO

Wechselwirkun

In Kap. 5.4.1 hatten wir das Wechselwirkungsbild eingefuhrt, mit

fl (t) - Ho + ill(t) .

Der Zustandsvektor im Wechselwirkungsbild

lty/(t))   =   trot  lgs(f))

gehorcht der Schrodingergleichung

eh3it,q,(t»  -HI(i,  ,ql(i,,.

A98

-

(A.199)

evertz
Underline

evertz
Rectangle



A.13. Weitere Erganzungen (2019)

wobei cro   =  e-i(t-`o)fro   und

fill(i,   --   tJTo  i If ,t,  tJo .
L1

Man kann auch hier einen Zeitentwicklun

(A.200)

erator definieren, tiber

|¢'(t))   =   Cr'(t.to)  |rtyJ(o)).                                          (A.201)

Aus der Schr6dingergleichung ftlr |'v,'J (t)) folgt dann direkt die Schr6din-

gergleichungftlrC}/(t.to):

eh3ttiJ(i.to) --Hfm ti] (i,.to).                              (A2o2)

direkt analog zur zu Beginn dieses Abschnitts behandelten Gl.  (3.5)  im
Schr6dingerbild.

Wir k6rmen daher die Ergebnisse   (A.194) und   (A.197) analog tlbemeh-
men. Wir erhalten die Sfd.rw#gsrez.fee oder

DYSON-REIHE  FUR DEN ZEITENTWICKLUNGSOPERATOR

o|(t}o)    =   Te-Lhf :oril(T)dT    =   fi  +£0{In)(t.to)  `            (A.203)
•rl = 1

tJ(Jn)(t`to)   --(;;I    I:odiL  I::di2         I::-\dinH{(tl)HJi(t2)       HJL(tn) i

die genauso aussieht wie   (A.197), nur mit  HIT  statt A.  Dieses Ergebnis..-,
entspricht Gl. (5.52) und   (5.54), mit den Beispielen  (5.55) und   (5.57) fur
die erste und zweite Ordnung.

Wenn man die Definition   (A.200) von j}+J  einsetzt, dann wird der Inte-

grand in der letzten Zeile von (A.203) zu

e-Lh(t-i,J±  H? (tJ+) e-i(l`-t2)Ho e-%(t2-t3)Ho FfJE    ...
(A.204)

u]:\d man siehi eire Struktur mit ungesttjrter Zeitentwicl±1|±||g,
b_ei der zu n Zeitpunkten der Sttjroperator_ HS wirkt.
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A.13. Weitei.e Erganzungen (2019)

A.13.2    Reellwertige__Kp.in_binationen der Kugelflachenfunk-
tionen

Die in Kap.  6.5.5 besprochenen elflachenfunktionen (Pip)  -(0,pll.in)
bilden zusammen eine  vollstandige Basis im Raum aller winkelabhangi-

gen Funktionen. Die yr  ~  (-1)in e€mf I"L.(cos 0) sind wegen des Faktors
€€m¢  kom lexwerti

r'
Sie sind  durch diesen Faktor Ei enfunktionen von

i. Mittels LTnearkombinationen €`m¢ ± €-`m¢ kann man altemT=ITv
fine r€-eTI--v
nen

e Basis }:in (0

y/in    :-

Ly± im Raum der winkelabhangigen Funktio-

±(¥m  +  (_1)mim)    wennm>0,
y;0                                          wenn in -0.

j5(¥m  -(-1)mr)    wermm<0

Man beachte, dass die yj„, keine Ei

(A.205)

enfunktionen von £2 mehr sind. Ftir
ein wasserstoffahnliches Atom ohne auBeres Ma etfeld hangen die Ei-

genenergien nicht von r» ab, und daher sind auch Linearkombinationen
'           wie  (A.205t Winkelanteile von Ei enfunktionen des

Wenn ein auf3eres Magnetfeld vorliegt, ist dies nicht mehr der Fall.

Die y„, lassen sich leicht in den kartesischen Koordinaten I = r sin 0 cos p,
gr = r sin 0 sin ¢ und z = r cos 0 ausdrtlcken.  Bcz.sp!.cJc..

/=0(sorbital):       Ifm=¥m=z=. = Conj/.

yl'1        =   P£

/=1fo-Orbitale):         yi7-`i      =   PerI-
yl.o        =   Pz

(A.206)

(A.207)

(A.208)

5Die Namen yin, yim und die Faktoren ( -1 )in werden in der Literatur nicht einheitlich

verwendet.
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

J = 2 (dorbitale) :

mit Normierungskonstanten c = \=

di2-y2     -   d

und c'

-2c/

-2c,

-2c'

-   J / JT3!3

15

in.

., i  --.'J

(A.209)

Wegen g2 -gr2  =  (I + gr)(c -gr) sieht cZ£2_gr2 genauso aus wie d£„ aber mit
urn 45 Grad gedrehten Achsen c + gr un I - gr. Die Funktionen aus den
Beispielen sind in Abb. A.13.2 graphisch dargestellt.

+
Z.Z ZZy*x y*x  yt-x  *x  yJ+x

A;bbrld:uns A.8.. Reelle  Kugelfodchenfunktiorien Yim:  s, p, und d Orbitale. Der
Radius T  =  Ja:2 + u2 + z2  der dargestellten Fldchen ist proportional zu |Yim|,
die Farben geben das Vorzeichen der Funktion wieder.
(Vonllttfis.//.le.rnnthzirorke.corn/iimlhabcenlral|fileex.Iuinge/43856-renl-comiilex-siiliericnl-Iu"non..-tmnsform-gI.lint-.orffrcienlsrdnd-rotnlions,2362()19)
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A.13. Weitere Erganzungen (2019)

A.13.3    Radiale Aufenthaltswahrscheinlichkeiten

Zu den untersten Radialwellenfunktionen f3nj(r) fur Wasserstoff (Z  =  1)
aus Kap. 7.3.4 zeigt die Abbildung die Wahrscheinlichkeitsdichten r2f32 (r),
das Elektron beim Radius r zu finden. Man beachte die unterschiedlichen
Skalen.

R1,a,  n=1,1=0
Probabilfy af  Fi.ding  Electron

10^

4di
a8

R2,o,  n=2,1=0
pTctLdyty of Fnaino ELkt"

C3

2      4±Ch~th~[Al

~rtyofFndngEke£2'±

'`-

•

2                  4         ````6~~`|0.Slanee`romproton|Ai

R3,1,  n=3,1=1
Probablnyool25lndlngEleetran

A:bb[lchn8 A.9.. Wahrscheinlichkeitsdichten r2 R2 (r) , das Elektron im Wasser-
stoffatom beim Radius r zu finden.
(Vonlillps-//upload.tiiiklnlrdin.a.rg/ii`ikipc:din/commons/d/d7/Riidial_Wa-Lic'junctioll_F.rot.abililyjor_Hydrogen_Atom.plig,2`3.6.2l)19)
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