
A.5   Die Delta-Distribution

Oft werden wir Raume mit kontinuierlichen Koordinaten vie z.B. ff be-
n6tigen. Dazu werden wir den sehr effizienten Fomalismus van Df7iac
benutzen und brauchen "stributionerL in§besondere die 6-"stribution.
Wir werden den Fomalismus m6    chst einfach halten und Konvergenz-
fragen nun kurz diskutieren. Fine strengere mathematische Behandiung
findet man in Lehfbtichem zur Theorie von "stributionen.

Motivation

Fin Beispiel fiir das Auftreten der 6-Distribution engibt sich beinife:
_SchenstoBzweierKTge±~_±£+r±libepnpL±£±:se.."eersteKugelmitlmpulspo
stoBe gegen eine mhende zweite Kugel. Nach Abschluss des Stol3es ruht
die erste Kugel und die zweite Kugel hat den lmpuls po. Der Stof bend-
tigt eine endliche zeitapanne A£. Wahrenddessen tritt eine Kraft F(I ) = #
auf. Das Integral unter der Kurve F(I) ist der gesamte lmpulstibertra£

Ap- F(t)dt    -po   .

Es ist unabhingig von der StoBzeit. Der zeitliche Verlauf der Kraf±±:®.
wind daher immer scharfer ktirzer die StoBzeit A± is

Kann man auch den Grenzfau A} + 0 beschreiben ? h diesem Grenzfall
ist der Im ulstibertra instantan. Die Kraft F hat dann die Form einer
Nadel: sie ist immer Null, auBer zu einem

OHO

Zeityw#kf to. Trotzdem muss das

Abbildung A.2:  Elastischer  StoB  zweier  Kugein  nit  unterschiedlichen
StoBzeiten.
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A.5. Die Delta-Distrlbutfon

Integral /  F(±) dt = po immer noch endlich sein. Diese Eigenschaften k6n-
nen nicht von einer F«»feforz mit Werten F erftillt werden. Stattdessen
ben6tigen wir Distributionen.

Distributionen

Distributionen sind F«»kf formfe, dh. F_unktionen von FunktioneLp: Sic sind
auf Testfunktionen f aus einem Testfunktionenraum I mit geeigneten Ei-
genschaften definiert. Insbesondere mtissen die Testfunktionen gentigel±±
oft stetig differenzierdar. sein. Sie dtirfen auch nicht zu stark divergieren.

Ftir die Definition der d`-Distributio_mgendgen Testfunktionen /, die

1) ±!£Eg sind, nicht zu stark divergieren, und

2)  im Unendlichen gentigend stark abfallen, so dass alle auftretenden
Integrate konvergieren. Idsbesondere soll gelten

®±Tco  /(€)   -

Distributionen bilden Testfunktionen auf die reellen Zahlen ab:

¢ :I ti R
/ - ¢(/)

Diese Abbildung soll Jz.7ecor und sfcfj.p sein.

Oft kann man eine "stribution ¢(/) als ein Integral schreiben:

mit einer F«rztrz.ow die man dem Funktional zuordnen karm.
kehrtdefinierEpa_|teFunls_q9P_epLse±+±±±f_+±±e==
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A.5. Die Delta-Dlsthbutlon

A.5.1    6-Distribution

Die Delta-Distribution 6 istjfgjg:£jiE§=

8u_)_   ..-    I (0,_. (A.75)

Sic b_ildet_ie_de Funktion I auf den Wert der Funktion beim Aroument Nulljzdr.=i

Ublicherweise schreibt man diese Beziehung :]=!g!jffi in der gleichen
Form vie Gl. (A.74):

'..'                       .                           ,.

(A.76)

Diese Schreibweise ist fiir Rechnungen bequem. Es gibt allerding§ !sein_e

pormale F«]±&£gz!._pit W€rtyp.„.S{g2£±is. dies£JBezieh±±ng. e±i!!t. ! Ftir eine
solche Funktion mtisste (wie bei der Kiaft F(I) im obigen Beispiel) gelten

6(®,   i   (  0=. ££±-Oo

aber so, dass Gl. (A.76) erfiillt ware.

Stattdessen kann man 6 aber als Lz.77'zcs von lnte
stellen:

cx).    £-0      '

alen wie Gl. (A.74) dar-
tIr.  ==   ,

cO

6(/)   -    iima.0 6attt] fttt]dE    =   ftc,I-cO (A.77)

mit Hilfe einer Schar von normalen Funktionen 6a, die von einem Parame-
ter a abhingen, und die sich bei a + 0 immer weiter auf Null konzentrie-
rrmmtissen.

Achtung: Integral und Grenzwert vertauschen hier nicht, denn damn er-
hielten wir Gl. (A.76) mit einer nomalen Funktion 6.

Konkret mtissen die Funktionen 6a die folgenden Bedingungen erfiillen:

1)  Normierung: /i  6a(ff) dff = 1 ftir alle c¥

2)  Konzentration der gesamten Norm auf ein infinitesimales intervall
un Null:

"Pluma.0 lsA
6a(ff) d# - I
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A.5. Die Delta-Distribution

EinE££=ZZ£=|.fur eine solche Funktionenschar sind die folgenden

act(ff)    :-
0,      lffl>%

:,    ,ff,=?      '

Rechtecke:

SieerfullenoffensichtlichdieBedingungen1)und2):1
Das Integral mit einer Testfunktion / ist

(6a,f,--Fco6a(a,,f,co)d£-i-Q|:'a2,2f,a:,dco

Mittel¥ertsatr    ±„(£)    =    /(£)7   mit  £ €  [-%9%]   .

Foudren+;£#a_:;°iffyff:drs_.:ff(/gr;N"Schi

Man beachte: die Anwendung der Delta-Distribution auf eine Testfunk-
tion ist mit Hilfe einer Funktionenschar und des Limes lima+o tiber ein
Integral definiert. Die Schreibweise Gl. (A.76) ist als Kurzschreibweise fur
einen solchen Prozess zu interpretieren: Mit diesem Hintergrundwissen
kann man in der Praxis Gl. direkt anwenden.

Obwohl es keine Fw7tkffo7t 6 gibt, spricht man tiblicherweise von der Di-
racschen ,,Delta-Funktion 6 " . Dieser Ausdruck macht nur Sinn, wenn er

letztlich unter einem Inte al steht I

Weitere Beispiele fur geeignete Funktionenfolgen:

11)  7= e_za

1cr

a32

7r   ff 2  + c¥2

sin(ff/c¥)

7ra; =ITf'1:Qelastdi

Die Kurzform der letzten Beziehung ist
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A.5. Die Delta-Distrlbutlon

A.5.2   Differentiation von Distributionen_  ___  _  ____i___   _                                                                                         -   -           _-i

Es ist ntitzlich, auch der Ableitung einer mstribution eine Bedeutung zu
geben„ Win ben6tigen dann Testfunktionen, die zumindest einmal steti
differenzierbar sind. Sie mtissen weiterhin im Unendlichen auf Null abfal-
len: /(±co) - 0.

Wir definieren die Ableitung einer "stribution ¢ tiber die Ableitung der
zugeh6rigen Funktionen pa

¢,(/) :- "Hum
a+0

nHrma.0

mit Hilfe einer artiellen hte ation:

p:(ff) /(£) dff

¢a(a)/(£)l=co
=0

- ¢(/')
I:co¢a(D„,(tt,d¢)

DieAbleitungtibertragtsichalsoaufdieTestfunktion.Ftirdie6-"stribution
erhalt man `6,(f)  -  -`6(f,)  --   -f,(0,  .

I:-=TTT¥r`

B_e___ispieLe.Heavisideschestu,fenfunlc±ion

0(ff)   :=    {  :'  e®<'o°      ,  (A.79)

Wenn man die Ableitung der zugeh6rigen Distribution auf eine Testfunk-
tion / anwendet, findet man

0(f)--G(f')
__,

=   _   |=o(ap)f'(co)dco   -_   -loco    f'(a:)clap   ---f(cc)rff

-   /(0)  .

"es ist aber gerade die Definition der Delta-"stribution. "e Ableitung
der Stufenfunktion ergibt also die Delta-mstribution.

d   --  `6 .
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Damit bekommen wir die Antwort zum Grenzfall des einleitend betrach-
teten elastischen StoBes: Im Grenzfall A± + 0 wind der Impuls des zweiten
Teilchens zur 0-Funktion und die Kraft zur Delta-"stribution:

Impuls  p(!)   -POO(t)

Kraft  F(t\   --p'(t)   =   pob(i)  .`

±¥l,ta-DiBtributionmittransformiertemAIg±±±gE!L±..
Zuhachst berechnen wir die Wirkung von d`(S -€o) durch Anwenden auf
eine Testfunktion und Substitution

A-(#-¢o)/(a)d€=    lim
a+O

lim
a+O

6a(a: -a:o) f (a:) da;

6a(y) f (y + a,o) dy

Allgemein gilt £±:j±ipe Funktion g (e) mit aussschlieBlich cfrofachepL±!±±!±

§tellenaJ,i:

(A.79)

Wir zeigen dies zuhachst fiir den Fall, dass a(¢) strong mono!g±.i££ also
g'¢)  ±  0, und eine Nullsteue g(So)  =  0 hat. Wdil g'(ff)  ±  0, gibt es zu
gr - g(®) eine Umkehrfunktion mit ¢ -g-1(gr).

Wir k6nnen darn das integral tiber eine Testfunktion berechnen:

FcO6tgte» f tat da =   I:cO6t9]`! f tre
dg

ti# 1g' (g-1(gr)) I-
a;

6(S -#o)

lg'(£o)I
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A.5. Die Delta-Distribution

Hierbei haben wir substituiert:

gr=9(a;)   ±  9'(ff)=g   ±   dff =±
g'(ff)

dgr

g'(g-1(ry))

Die Betragszeichen im Nenner treten auf, weil sich bei g'  <  0 die Inte-
gratiousgrenzen vertauschen.  Die Nullstelle gr  =  0 schlieBlich bedeutet
0-y-g(£)   i   co-aso.

WenndieFunktiong77cchrercejflfacheNur±£eELenhat,tragennurdieum-
gebungen der Nullstellen zum Integral bei. Zu jeder einfachen Nullstelle
gibt es eine gentigend kleine Umgebung, so dass dort die Funktion streng
monoton ist und obige Uberlegung angewandt werden karm. Das Ender-
gebnis ergibt sich als Summe tiber alle Nullstellen.

Fine weitere wichtige Beziehung ist

g(a;) 6(£ -u)   --   g(u) 6(a; -y) ,

?6(a:-u)   =   U6(a;-u):

vO,JA'/ulA^

insbesondere

Dies fol eeignet,e Fupktionen / und g) aus

(A.81)

f (V) g(H)   =    I  doe f (a) g(H) 6(a -tl) .
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A.6. Der Ortsraum

A.6    Derortsraum

Wir behandeln nun Funktionen /(I), wobei g eine Position im Raum ist.
Zunachst betrachten wir diskrete Positionen ff¢ und anschlieBend kontinu-
ierliche ff .

A.6.1    Funktionen als vektoren

Funktionen /(ff) kann man als Vckforc7. auffassen:

Endlich viele Sttitzstellen

Das einfachste Beispiel ist eine Funktion mit endlich vielen Sttitzstellen ff¢,
¢ = 1 ,..., 7t. Die Funkion ist durch die 7t Wcrfe /(gJ bestimmt.

A;bblld:u]:\8 A.3.. Funktion mit endlich vielen Sttltzstellen.

E±p.: /(ff6) sindDiese Werte ka:I\n mal\ als Koordinaten eines Vektors in+e
die Koeffizienten von ``Basisvektoren'', die'wir 5¢ nennen, und die ganze
F#7tkffo7t ist dann ein Vckfor in Rn.

A;bbl]d:uns A.4.. Funktion mit zwei Stiltzstellen, interpretiert als Vektor.
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A.6. Der Ortsraum

Abstraktere Schreibweise mit Bra und Ket:

z=   j*     ©    =  z=iffo\ee
°       Basisvektor  Koeffizienten                      8

J(a'`)
__i

(A.82)

|ff6) ist ein Basisvektor, aquivalent zu einer Funktion mit Wert 1 bei
ff6, Null sonst. Seine Darstellung im R" ist die Funktion nit den Wert
1 bei z„ und Null sonst.

Die Basisvektoren k6nnte man auch anders nennen. Ftir die Verall-
gemeinerung auf kontinuierliche Orte ist aber I ff¢) am gtinstigsten.

Die Abbildung  (®¢|  bedeutet:
sterie £¢  :

Man nehme den Funktionswert an der

(A.83)

Der endlich dimensionale Vektorraum ist derselbe wie in den vori-
gen Kapiteln. Nur die Interpretation der Koeffizienten hat sich gean-
dert. Daher gelten weiterhin:

Orthonormalitat der Basisvektoren:
vO11standi8keit:. z=  |ff6) (ff6|  =  fl.

C

Abzahlbar unendlich viele Sttitzstellen

(a,`la,'.)  -6dy..

Dieser Fall unterscheidet sich in der Diracschen Formulierung nicht wg
sentlich von der Situation mit endlich vielen Sthtzstellen.Die Koeffizien-
ten mtissen nun geeignete Normierungsbedingungen erfullen, damit die
zu berechnenden Ausdrtlcke wohl-definiert sind. In der Diracschen For-
mulierung kann man dabei, wie wir noch sehen werden, auch mit nicht-
normierbaren Vektoren arbeiten, die z.B. ebenen Wellen entsprechen.
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A.6. Der Ortsraum

Funktion/(a;)eineskontinuierlichenArm±=E±=±

ZueinemkontinuierlichenArgument®kommtman,indemmandie±±±±z;-
stellen ff ¢  immer dichter werden lasst.  Dann geht

L=

Sttltzstellen in ein Integral tiber

F(A£,   +   ldr ,

die Summe tiber die

wobei Aff die (hier als konstant angenommene) Intervall-Lange zwischen
den Sttltzpunkten ist. Diese Intervall-Lange ben6tigen wir im rein diskre-
ten Fall nicht.

Die±grationsgrenzen s±psd in der Regel -g3 und co±. Gelegentlich ist es
auch sirmvoll, ein nur endlich langes Intervall im Cirt zu betrachten. Das
kann man aber auch erreichen, indem man /(ff) auBerhalb des lntervalls
auf Null setzt.

iiiE
A:bb[+a:ungA.5..EineFunktionmitvielendichtenStutzstellengehtimGrenzfall
in eine Funktion eines kontinuierlichen AIgumentes tiber.

A.6.2    Kontinuierlicher ortsraum

Wenn wir ff als eine Koordinate im Raum auffassen, gelangen wir zum
kontinuierlichen Ortsraum. Wir betrachten im Folgenden der Einfachheit
halber zunachst nur 1 raumliche Dimension. Die Behandlung ist nicht ri-

goros; wir werden z.B. auf Fragen wie Randbedingungen, Definitionsbe-
reiche und Konvergenz nur zum Teil eingehen. Aus der Basisdarstellung
Gl. (A.82) eines beliebigen Vektors |dy) wird die
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A,6. Der Ortsraum

ORTSRAUMDARSTELLUNG:  WELLENFUNKTION

CX)

i&   =    I  deico]  ap.                       tA.84i
Vektor                  -co                             dy (a;)-_-

Die  Werte 4{£::i bilden  die  Koeffiziezffe„_ oder  D¢rsfczjw7tg  des  abstrakten
me Funktion dy(£) nennt man in der Qj±SF-Vektors im Ortsraum.

m£Sbanik die ''WeJJe77fu7!k£!.o# "

Es gibt jetzt kontinuierlich viele Basisvektoren
werden, sind sie aber nicht mehr normierbar!

Wie wir gleich sehen
Die mathematische Standard-

Beschreibung von Operatoren in kontinuierlichen Raumen
che nicht-normierbaren Vektoren. Sie 8eht

vermeidet sol-
auf von Neumann zurtick und

benutzt Stieltjes-Integrale mit geeigneten lntegrations-MaBen. Win werden
diesen Zugang in Kapitel A.10 kurz kennenlemen.I-
In der Praxis viel be uemer und deswe en sehr ebrauchlich ist es, Dirac
£o\per\d den bisherigen Formalismus beizubehalten ur\d Distrlbutior\en zu b2±
nutzen, insbesondere die Diracsche Delta-Distribution. Wir werden diesen
Zugang benutzen.

Das Erscheinen der Deltafunktion sieht man z.B. am Spezialfall  |dy)  =  lgr).

Aus Gl. (A.84) wird

y,   -    i   dso  ,a)  (a,,y, .
-cO

Dies kann nur gelten, wenn die Orthonormalitatsrelation zwischen den
Basisvektoren |ff) und |gr) jetzt nicht mehr (J6|J,.)  = J6j lautet, sondem

(£lgr)   -6(®-gr)

CX)

Dann ist tatsachlich  /`  dff |ff)  (€|gr)  =   J.  dff |a;)  6(ff -")  =  |gr).

(A.85)

( ff I gr )   =   d(I -gr)  ist auch die Darstellung des Vektors |gr) im Ortsraum.
Die Vollstandigkeitsrelation wird jetzt zu

A46

(A.86)

evertz
Typewriter
wenn I psi > der qm Zustand ist.

evertz
Rectangle

evertz
Line

evertz
Line

evertz
Typewriter
Zur Rechnung unter Gleichung (A.85): Um mit der Delta-Distribution rechnen zu können, 
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(und analog auch Bra-Vektoren <xI),  so wie das in der Rechnung schon gemacht wird.
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A,6. Der Ortsraum

den   |g)   -i   i  dE|a;)(a;||y)   =   i  dd;|£)6(a;-tl)   --|y) .
-00                                                      -CX)\vJ

=i?

Das Auftreten des htegrals stetLder Summe, sowie der I)el_tar_F___±±P]+SEg=
statt des Kronecker-Deltafa sind in diesen Beziehungen die einzigen An-
derungen gegentlber den diskreten Vektorraumen.

Verallgemeinerung auf drei riumliche Dimensionen.

Diese Verallgemeinerung erhalt man einfach tiber den Produktraum. Die
Basisvektoren sind dann    |zi, ff2, £3)  =  |ffi) ® |ff2) ® |ff3)   , was man auch

=7 df 1 dc2 dff3  undals  |5)  schreibt. Aus dem Integral
die Orthonormalitatsrelation lautet nun

(BiuTh=   btg](5-gn    --_    6(5-yif ]
:=    6(a;1  -gri)   6(a;2  -gr2)   6(a;3  -gr3)

d5

(A.87)

Im Folgenden beschreiben wir der Einfachheit halber wieder den eindi-
meusionalen Fall / dff .

A.6.3    Zurs

Eigenwerte  A  und Eigenvektoren  |ci^)  eines Operators  A  sind weiterhin
tiber die Gleichung

Ala^)     -^Ic,A)

definiert. Fin hermitescher erator keri7t dabei im all emeinen sowohl
kQLntinuierliche als auch diskrete Eigenwerte A b;£=±±==e±=.i.

Beispie±Die enwerte des Hamiltono erators H eines Systems sind die
m6glichen Werte der Enerrie dieses Systems. Bei einem Wassserstoffatom
zum Beispiel gibt es sowohl
denen Zustande des

diskrete Werte der Ener
Elektrons,

ie, fur die ebun-
als auch die kontinuierlichen Werte der

der Ionisationsschwelle.

Auch rnit kontinulerlichen Eigenwerten kann man eine Spektraldarstel-
J±±==g schreiben. Sie hat im Diracschen Formalismus off die einfache Form
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A.6. Der Ortsraum

mit kontinuierlichen Eigenwerten A und diskreten Eigenwerten ^¢. Mehr
zur Spektraldarstellung folgt im Zusammenhang mit dem von Neumann-
schen Formalismus in Kap. A.10.

A.6.4    Derortso erator

Der Ortsoperatordrist in der Quantenmechanik besonders wichtig.
Wir betrachten der Einfachheit halber zunachst nur einen 1-dim. Ortsraum
mit Koordinate x. Der Operator G ist tiber die Eigenwertgleichung

Q f (a)   ..--   a f (p)_ (A.89)

definiert. Diese Gleichung ist etwas missverstandlich. Es ist 7t!.chf gemeint,
den Operator G auf die Z4fez /(ff ) anzuwenden, was keinen Sinn machen
wtirde. Stattdessen ist Gl. (A.89) zu lesen als

(a)   --Ef (a) (A.90)

Somit wird der Operator G auf die Funktion / angewandt. Das Ergebnis
ist wieder eine Funktion. An der Stelle z; soll die neue Funktion den Zah-
|enwert"(ff)habe(n:,[o:,:)ra-=un:(::;-)SC=re£(bffTff:i/S)e=£:::;;:/ZS>£(£#Z~

==-                     i-I
Hier ist x eine Zahl raumliche Koordinate), die in das Matrixelement hin-
eingezogen werden konnte. Dagegen ist das x in eEiENqELder 8eel8-
net gewahlt wurde, so dass er gleich die KQordinate spezifiziert. Die Glei-
chung Gl. (A.91) soll ftir /.edes / gelten. Sie gilt daher auch als Operator-
Gleichung

(zlo   -    (zlff (A.92)

und beschreibt die Wirkung von a bei Anwendung nach links.

Das Matrixeleme.nt von a zwischen zwei beliebigen Basisvektoren I ff) und
lgr) ist dann

(z!£]±:i   =   ff  (z|gr)    =   ff6(ff -gr)    =   grd(z-gr)    =  :i(z[£{\±)  .   (A.93)

Daraus k6nnen wir die Wirkung von G nach rechts ablesen:
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A.6. Der Ortsraum

Der Ortsoperator ist J!e7.77c2.£cscJ! :

(A.95)

Wir zeigen dies durch Berechnen der Matrixelemente zwischen beliebigen
Basisvektoren:

(z|Gt|gr)     =     (gr|G|g)*    =    ffd(a-gr)     =    (g|G|gr)   .

Der Ortso erator ist auch scZZJs£¢d

Aus Gl. (A.94) sehen wir, dass der Ortsoperator G die Eigenvektoren |a;)
mit zugeh6rigen Eigenwerten ff besitzt. Die £!.gc#fu#k#o7tc7t des Ortsope-
rators im Ortsraum bekommt man durch die Darstellung dieser Eigenvek-
torenimo_rtsraqu:

(.,/I.,.)     - 6_(tt - atl)

Dies sind also keine normalen Funktionen, sondern Distributionen.

Die Spektraldarstellun±g±des Ortsoperators lantet

In dieser 0 cr¢£or-Form kann man den

(A.96)

Ortsoperator immer verwenden,
auch wenn er in einem Ausdruck auftritt, in dem |®) ansonsten nicht ex~
plizit vorkommt, weil eine andere Basis als die Ortsraumbasis verwendet
wird.

E££§£z£££.. Wir wenden wir die Spektraldarstellung auf einen Vektor I/) an
undberechnendasErgeFisanderstelleg:

(a;lGl/)     -     (ff I I-
/(y)

dy u 6(a; -tl)   f (tl)   --   a; f (ca)

Wir finden wieder die definierende Gleichung G /(ff) = ff /(ff).

Mit Hilfe der Spektraldarstellung kann man den
cr¢fors in einem Zustand |dy) umformen:

Erwartun swert des Orts-

(¢lQlly)=(ly.I.idfttl£.1(£gu9.=JdE£(¢Htt)(£ll¢),
-cO                                                 -cO
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A.6. Der Ortsraum

und mit (dy|£)  = dy*(a) und  (£|dy)  = dy(£) :

d.h. tiber die Wellenfunktioriraum, dy(a,)   -

(A.97)

Pi££j£!±iepapg!£!±±±ng±££f±±¥a_rtung_s=T_e±±£§±e±gra±±ap-
+.-.1.-r`     I  1`     -.iL-_   I:_   T^7_11         /        1..

narmte ''Aw
Sie enthalt die soge-

±auulicheRIcht±un±
DieverschiedenenraumlichenRichtungenbleibenv6lligunabhangig.

EEEEEitEErm#EEEraillH:EPlEMEREEEEEEiREFTEEEHitEREHEE"mff±HraEitHHHitmmn

OQ  lgQ) -    £Q  IZQ)  .

denverschiedenenRichtungen
-               1           /^        I        -\

Die Ortsoperatoren zu
Vektor zusammenfaqei

15) wirkt:

Ortso

(A.98)

karm man zu einem
G®, Gay, Gz \, der im produktraum

erator im diskreten Raum

&3/X1>,X¢,%3>

.®iift>U/##3if3/fi9»

a  M3   W`>/,.>/,J
ImFallevondiskretenOrtenffcdefiniertmandenOrtsoperatorv6lligana-
1og zu Gl. (A.89):

Qf (8¢)    ..=    a;if (a;i)  ,

woraus wie zuvor

G=Gt    ,     G|ff¢)   =   a;¢|ff{)

(A.100)

(ff¢|G   =   (ff¢|ff„                (A.101)

und die diskrete Spektraldarstellung

G    =    Z=  ff5  |£6)(£6|
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A.6. Der Ortsraum

A.6.5    Spektralsatz, Erwartungswerte

Auch fur kontinuierliche Ei enwerte ibt es einen S ektralsatz. Wenn ein
Operator A die Spektraldarstellung Gl. (A.88)

A   =    I   d^  A ,a^]ta^j   +  F  ^®  ,a®]ta®,
®

hat, dann gilt fur Funktionen dieses Operators

----111±---  I fllii||=:|Jfi|-I-=±±iii|=||=L    (A.ro€,

Insbesondere gilt fur den Orfsopcrczfor

cO

f (a)   =     Ida  f (a)|E)(col.-.
-cO

(A.104)

Ftir den ErwartungsweLrt des Ortsoperators in einem Zustand I dy)

Mit Hilfe des Spektralsatzes k6nnen £7'ztJ¢rfw7tgszoe7'£c besonders leicht be-
rechnet werden, z.B. der Erwartungswert einer Funktion des Ortsopera-
tors a im reinen Zustand |dy):

(¢1 f (6n¢)   =   (¢|  i dE f (ce)|@)(caH¢) ,
-cO

und daher, mit (dy|ff)  = dy * (ff) und (ff |dy)  = dy(I):

cO

+i. + --  I '!.I. i i.--,-1111,
-Cso

(A.105)

Dies ist die Darstellung des Erwartungswertes einer Funktion des OrtsL-
erators tiber die Wellenfunktion dy(g).
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A.7. Der lmpulsraum

A.7    Derlm ulsraum

Der Ortsraum ist nicht die einzige M6glichkeit, Funktionen darzustellen.
DurcheineBflsisfrfl#sfo7'77tr¢z.g£gelangtmanvomOrtsraumzumlmpuls-
raum.Imlmpulsraumi=tderzumphysikalischenlmpulseinesTeilchens
korrespondierende Jmp# Zsopcr# for eine besonders einfache Darstellung.

Diezugeh6rigeBasistransformationistdieFouriertransformatjijg=.Jenach
Art des Ortsraums
n6ti8t man

diskret und be be-
unterschiedliche Varianten der Fouriertransformation. Wir be-

trachten der Einfachheit halber zunachst immer den eindimensionalen Fall
und  transformieren zum  ''WcZJe7iz¢feJr¢w7" ''.
dann durch zusatzliche Faktoren fi.

A.7.1

Der Impulsraullt ergibt sich

Diskrete Fouriertransformation (Fourierreih

Wir betrachten eine Funktion, die auf IV Punkten definiert ist_----_---,-==L-

f(a;i),    a;i  =  a.i,    i   =  O ,... N-1.

Ftir die physikalische Anwendung haben wir hier einen Abstand ci der

A;bblld:u]ng A.6.. Funktion mit endlich vielen Stiltzstellen.

Punkteeingefuhrt.Manj£2zz£|±is±=dieFunktio±periodischforL±gLe±:__I_=±±4£±-
ken; dies ist aber nicht n6ti Die Funktion ist durch IV Werte bestimmt.
Die zugeh6rige Basis im schon bekannten diskreten Ortsraum ist die

Ortsr;umbasis:    |g,.) ,

wobei (ff,. I auf den Wert bei ff,. projiziert:

(a;jlf )   --f (a,i).
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A,7. Der lmpulsraum

Fine weitere Basis ist die

DISKRETE FOURIERBASIS_-

|fo7t)  ,     7l=0,...,IV-1       (Orthonormal:   (kn|km)  =6nm),-
(ff,|k7t)    :=    T±ejkno'     mitderj±{Z!{££±iz¢_frjT!±=   in #.     (A.106)-¥-T_)

Basisvektoren sind hier durch ihre Koeffizienten  (ff,. |k7t)  in der
Ortsraumbasis definiert.

Wir zeigen, dass diese Vektoren zueinander orthonormal sind, indem wir
einschieben-=-_.-_.

A.-1

(k7i|km)  =    Z=  (kn|ffj.)(ffj|km)
j-0

;e-ia'#(n-in,

Zuletzt haben wir die Beziehung

e~.\kna3j   dkmcoj

`w„

±IVELein#j  =6„      (o<77<IV-1)
?'=0 \-, (A.107)

benutzt, welche man beweist, indem man die linke Seite als geometrische
Reihe interpretiert. Die Vektoren |k7t) bilden somit eine orthonormale Ba-

jifr Sie enthalt IV Elemente und ist deswegen vollstandig. Daher gilt auch
die Vollstandigkeitsrelation

Z:lkn)(knl    -fl.                                            (A.1o8)
7}
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A.7. Der lmpulsraum

Diese Beziehungen reichen schon aus, urn sowohl die Fouriertransforma-
tion einer Funktion /(ffJ  als auch die Rtlcktransformation in der Form
einer Basistransforma_±o=n zwischen dem Ortsraum und den Wellenzahl-
raum durchzufiihren (!), namlich jeweils durch Einschieben des Einheits-
operators:

DISKRETE FOURIERTRANSFORMATION

/~(kn)=(k®=IV£]qu)cO=IV£]±e-lkn„(„J(a,j)

/(a;j)=(z_/).=Equ#=IV£]±e+'knffJ/~(kn)(A|og)IV-1

Man verifiziert leicht, dass die Umkehrtransformation tatsachlich zurtlck-
fuhrt: dabei geht nur die Orthonormalitat der IV Basisvektoren |k7®) ein.

Anmerkungen.. Bei der Diracschen Notation (g,. I/) und (k„ I /) ben6tigt man
kein zusatzliches S bol / mit einer Tilde, urn die Funktionswerte einer
Fouriertransformierten von denen der ursprtinglichen Funktion zu unter-
scheiden: es ist immer dieselbe Funktion I /) , deren Koeffizienten in unter-
schiedlichen Basen angegeben werden !

Von der Darstellung eines Vektors im Wellenzahlraum spricht man bei Ver-
wendung der Basisvektoren I k7L), d.h. der Darstellung mittels (k„ I /) .

DieFourierkoeffizientenbesc=ibenauchebenewellen:DieFunktion|/)=
|km) hat im Wellenzahlraum die Koeffizienten /(k„)  =  67tm. Es tragt also
Edie Wellenzahl kin (mit festem in) bei. Dann sind die Funktionswerte
im Ortsraum ) -Jk-col / rfu diejenigen einer ebenen Welle.

Die rticktransformierte Funktion / mit Werten /(£j ) ist automatisch pe=i-
odisch mit Periode IVci, enthalt aber auBerhalb von j = 0 ,..., IV - 1 keine
neue Information. Entsprechendes gilt fur die Fouriertransformierte mit
Werten /~(fan), wenn 7t auBerhalb von 7t = 0 ,..., IV - lliegt.
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A.7. Der lmpulsraum

Man karm die Wellenzahl k„ altemativ auch mit einem verschobenen Be-
n   =   1 ,..., IV,  oder  auch  77   =

gE£=:::ia8de::d:Z=g¥:a(d¥:]itrj:t¥#fe:::isnt=ugi=tiaga=#
wird im Endeffekt nur die Fouriertransformierte mit einem der Verschie-

reichgleicherLange±efini±i=::±z.B.mit

bung entsprechenden Phasenfaktor multipliziert, ohne weitere Auswir-
kungen.  Entsprechend kann man auch den Definitionsbereich im Orts-
raum anders benennen, z.B. mit j = 1 ,..., IV.

Impulsraun

Wir k6rmen tiber die Beziehung±= h/A die diskrete Fouriertransfor-
mation auch mit „Impulsen" p7t = fakn schreiben. Der Name rthrt daher,
dass p (nicht nur bei Photonen) direkt nit dem mechanischen
quantenmechanischen Teilchen zusammenhangt.

Impuls von
Im disk7icfc« Wellenzahl-

raum definiert man tlblicherweise, dass die Vektoren mit Namen |p7,) und
|k„)dasselbeseTin-sbllen:

..Silt)_)    pn--JLkn.-
Tfn#,      n=OF..,IV-1.    (A.110)

DieOrthonormalitatsbeziehungunddieVollstandigkeitsrelationhabenda-
her bei diskreten Impulsen dieselbe Form wie mit Wellenzahlen:

(pnlpm)    -67tm    ,          I:  lp")(p"I   -fl.                    (A.111)
7Z,

Die Fouriertransformationen Gl. (A.109) schreibt man dann mit

Drei Dimensionen

In  drei Dimensionen transformiert man

statt k7b.

der drei kartesischen Rich---          _         _ __       .  _,

±genunaJ2±±ian=g_ife.DieraumlichenKgordinatenwerdenzu5=(ff,gr,z)=_         _     `             ,          a_               0-

#a_i_nu#ainz#a)Wellenzahlen zu i = (k„ kgr, kz) = (7.ff(i.cL,  j..cb,  I.cL) und die
mit`drei unabhangigen Komponenten. Aus der Summe Z=cry=3[  uber  alle
Punkte des Ortsra-u-ms wird -eine Dreifachsumme Z=c?,.i±o. Entsprechend
auch im Wellenzahlraum. Die Fouriertransformation erfolgt unabhangig
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A.7. Der lmpulsraum

in jeder der drei Richtungen,js8=p±Lkt geschrieben also mit dem Fourier-
faktor

e±L=..

A.7.2    Kontinuierliche Fouriertransformation_-.---..-----_

Wir betrachten Funktionen des kontinuierlichen Ortsraumes a; € (-co , co)
mitBasisvektoren|c).Daslntegral/_cOco|/(ff)|fa€souexistieren.Deswegen
muss /(±co) = 0 gelten.

Der Wellenzahlraum ist dann ebenfalls kontinuierlich. Seine Basisvekto-
ren sind wieder tiber die Koeffizienten in der Ortsraulnbasis definiert:

KONTINUIERLICHE FOURIERBASIS

1*),    ke(-co,co),         (€|k)    :=    ±eifoe
Y4,'

Wenn man den Ort als Vielfaches einer physikalischen Langeneinheit aus-
drtickt, dann muss man die Wellenzahl mit dem Inversen dieser Einheit
schreiben. In den Produkten ka; fallt die Einheit heraus.

Wir zeigen wieder, dass dieseBasisvektoren orthonormal
schieben des Einheitsoperators fl = /_cOco

dff  (k|ff)  (ff|k')

dff  |ff)(ff|

sind, durch Ein-

cOco  dz  ±ITe\(k'-k)co    =

Zuletzt haben wir die Darstellung Gl.  (A.78)  der Delta-Distribution be-
nutzt. Die Basisvektoren im Wellenzahlraum sind vollstandig, daher kann
man den Einheitsoperator darstellen:

dklk)(kl    -n. (A.112)

Die kontinuierliche Fouriertransform und ihre Umkehrung sind dann Ba-
sistransformationen:
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A.7. Per lmpulsraum

A«mc7fu»gr»; Im Diracschen Formalismus sind die Fourierkoeffizienten
fur die Transformation und ihre Umkehnmg, (k|€) und (®| A), zueinander
komplex konjugiert. "e Gesamtnormierung von ± muss daher auf gJcz.che
Faktoren ± aufgeteilt virerden.
Bei zunachst nicht-konvergenten htegralen kann man die Fouriertrans-
formation, analog zur Definition der Delta-Distribution, tiber den Limes
eines sogenamten

/-(®)   - tim

Konver enz erzou c7®dc» Fakfo7`s definieren

c=6`+  rfe /_:
--_-_---_-__-=

dn  e-tk¢  f (a;) e-€a.-

Analog ffir die Rticktransformation.

Norm-Erhaltung

(A.114)

Weil die Fouriertransformation eine Basistransformation ist, bleibt die Norm       I
einer Funktion erhalten:

(P|=   I:code lflce) (esm  =   I :codelng
=          J -cO

C,-/_:-dA.J. (/lk)  (kl/)
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A.7. Eler lmpulsraum

'Ifansformation einer Konstanten: Dirac-Distribution
__                   ____    _________

Wir k6rmen die Delta-"stribution tiber ein Fourier-Integral darstellen:

6(a-gr)  -(€lgr)   - /_: dk  (elk)(klgr)   -

Daraus folgt sofort:

-jEJ:codke'kci--rfe6(cO).

di dk(a-vi.            fl

(A.117)

(sowie die analoge Beziehung mit vertauschten Rouen von € und A). Al-
so..dieF±gi±riqrig±_ransformiprte_SerEinsistJEfjj=

Drei Dimensionen

In drei Dimensionen
also

/-(i)  -

transformiertmanwiederjedeRichtI+ng__g_e_q§PPP±!

1

7E I:code  I:codv  I:codz {``ks f(E)
und entsprechend ftir die Umkehrtransformation.

A.73    Faltungssatz und Ableitungen

In der Praxis tritt oft das sogenarmte Falf«77Ssz7nnd!±fty.zweier Funktionen /
und g auf:

hfo)   -=   (f*gM¢)..=?  dtt'   flo-tt')  g(d).                  (A.118)C±..=   |± fty£) 39..             (A.+1g)
-cO

Dieses htegral kann man mit Hilfe der Fouriertransformation ausrechnen:

FALTUNGSSATZ-
~h(k)   =   JZ=  i(k)  a(k)                                 (A.119)
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A.7. Der lmpulsraum

##twngist\4±¥4±_F9±±.-
Der Satz grt enauso nit vertauschten Rollen von A und € !:

~h(k)..= (i *©)(k)    =     h(a:) = \/5=f(a)g(co).

Die Ableitung einer Funktion konespondiert im Fourier-transformierten
Raum mit einem einfachen Produkt von Funktion und Argument !:

(Beweis in den tJbungen). Die Tilde steht hier ftir die Fouriertransfor-
mation bzw. die Umkehrtransformation. Man kann daher eine Ableitung
durch Transformation, Multi 1ikation mit k, undRticktransforma tion be-
rechnen !

A.7.4   Der lmpulsraum

Stattderwellenzahl*kannmandenlmpulsj:.=.££z]Penutzen.Derlmpuls-
raum wird van den Basiszusfanden |p) aufgespannt. Im kontinuierlichen
Raum muss man dabei eine Wchl ftir die Normierung treffen. Es ist tiblich,
die Impulsraumzusfande |p) analog zu (fe|k') = 6(A;. -k') zu normieren:

¢lp')   -6(p-p').                                     (A.122)

Es gilt aber andererseits 6(p -p') = d`(fik -fix.;') = *6(fe -*') = i(fe|A/). Aus
Gl. (A.122) folgt daher die Normierung
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A.7. tier lmpulsraum

p,..-±,I.,.                                   (A.123,

Mit dieser Normierung, die sich vom diskreten Fall Gl. (A.7.1) unterschei-
det, hat die Vollstandigkeitsrelation ihre tibliche Fom:

oo                                                  oc>                                                                    co

I  dp|p)¢|  -~    I  a(frk)1-h|k)(k|  =    I  dk|k)(is)  =   fi.  (A.124)-co            .    -co                         -co              _.

A»mcrha7tg: Man muss bei der Notation von Fouriertransformierten acht-
geben, wenn man /~(p) und /~(A) schreibt, staLtt die Bra- und Ket-Notation
zu benutzen: "ese beiden Ausdrticke unterscheiden sich urn den Faktor
vi.

i,p,..-len--a(kin-..-±j(k,.
In drei "mensionen wind die Beziehung zwischen |p) und I A.;.) zu

pl -*,i,.

(A.125)

Auch die tibliche Notation nit Bra und Ket ladt zu Missverstindnissen
ein, weil nur noch der Na7»c |k) oder |p) impliziert, welche Normierung

emeint ist. Im Zweifelsfall sind Kommentare n6ti

Die Darstellung einer Funktion im lmpulsraum lautet

u  -   I dp ,p) ap.
Vektor                                           jto)
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A.7. Der lmpulsraum

A.7.5   Der ImpulsopeL¥

Der lmpulsoperator ist im Impulsraum v611ig analoifeipiert¥i±±e.r
Ortso erator im Ortsraum. Wir betrachten zunachst wieder der Einfach-
heit halber nur 1 Dimension. Der Impulsoperator hat bei einem kontinu-
ierlichen Impulsraum die ektraldarstellun

IMPULSOPERATOR IN 1 DIMENSION---

cO

p   -.I  dp    p    ,p,(p,.                                  (A.+2:7,
-CX3

Eigenwerten p. Im diskreten Raum
_=1                     ,                                                                  _

Er ist im Im ulsraum diagonal, mit den
wird das Integral durch air- 6ni55iechende Sumin-e efsetzt. Wie
sehen werden, ist der Impulsoperator derienige Operator, der der Mes-
sung des Impulses eines Teilchens entspricht.

Da die Eigenwerte reell sind, ist der Impulsoperatorhermitesch.. f'+  =  P,-TT
und wegen tlbereinstimmender Definitionsbereiche auch scJbs ffld/.#»gjg=±

Die Eigenwertgleichung des Impulsoperators ist analog zu G |g) = ff |ff):

I) |p)  =  p|p)         a         P i(p)  =  p i(p).                  (A.T28)

Die zweite Beziehung folgt aus i/~(p)  :=  (p|P|/)  =  p  (p|/)  =  p  /~(p).
Insbesondere ist

p,,Pip,   -p (p,rp,   --p_6le-p,, .

Die Ei enfunktionen k6nnen wir auch im Ortsraum ausdrticken. Diese
Funktionen sind die Fourierkoeffizienten (ebenenwL±l±)

1(i,p,  -  7=eifp (A.129)

Man beachte die Faktoren fi. Bei kontinuierlichem Raum sind die Eigen-
funktionen allerdings nicht normierbar, da sie im Unendlichen nicht auf
Null abfallen.  (Ebensowenig sind die Eigenfunktionen  (gr|ff)  =  a(ff - gr)
des Ortsoperators normierbar.)
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A.7, Der lmpulsraum

]AE±kungdeslmpulsoperatg=Li=j±±:a=r=

Wir betrachten nun die Darstellung eines Vektors |dy)  im Ortsraum, d.h.
eine Wellenfunktion dy(a;). Wir lassen i auf den Vektor  |dy)  wirken und
drticken das Ergebnis wieder im Ortsraum aus: (ff |j5|dy).
Analog zu (ff |G|/) = G /(#) schreibt man das Ergebnis auch als i dy(a;):

(A.130)

Wir berechnen also, ,,wie der Impulsoperator auf dy(g) wirkt''. Das Ergeb-
nis erhalten wir mit Hilfe von Gl. (A.121), oder in der folgenden Rechnung

direkt durch Einfugen des Einheitsoperators fl =  i dy |p) (p| :
-cO

(tt,fty¢)__cO|dp(a;\try,ly)__coidpp(a:,p)(p\ly)
-cO                     p lp)                           -cO

JdpL-±eLhpco)(play)
-cO

Jdp¢±ca(calp))(Pldy)
-CXD

CXJ

/
-CX)

fad

Tag

In der 2. Zeile haben wir p e*P" = f fe*P" ausgenutzt.

dy
fad

Ta= 7=eipr)  (PW

dy (a,p, (p,dy,   -   :fzap

WIRKUNG DES IMPULSOPERATORS IM ORTSRAUM IN 1  DIMENSION

I   Ply(ff)     =     :±dy(ff)                                      (A.131)

Im Ortsraum bewirkt der lgapi±±§gpg±!pr also eine Ableitunng_.,
Diese Beziehung kann man benutzen, urn den Impulsoperator formal auch    ®
mit Ortsraumvektoren zu schreiben:
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A.7. Der lmpulsraum

Cro

P   =    I  del  id)  h_±£  (.ii.                           (A..132:)
-CX3

Die Ableitung soll dabei nach rechts wirken. Beweis: Anwenden dieser
Gleichung auf einen Vektor |dy) und Auswerten an der Stelle ff ergibt wie-
der Gl. (A.131).

Im dreidimensionalen Orts- und gibt es die drei unabhangi-
gen Ortsoperatoren Oo (mit c¥ = 1, 2, 3 fur die drei kartesischen Raumrich-
tungen), und entsprechend-
Vektoren geschrieben: G =

drei unabhangige Impulsoperatoren f}Q.

O®)0g}Oz und i -
Als

-
OQ  dy(5)    =           ffQ      dy(5)        oderody(5)    =    5dy(a),        (A.133a)__-

P`..`.. 3=   =   h=i=i=    odet±:.-:. (.+.+33b)

-:rt.e
Aus dem Spektralsatz Gl. (A.103) folgt ftir den Impulsoperator

CXJ

±)  --   I dp qup)(p, .
-Cso

und die Berechnung von Erwartungswerten vereinfacht sich damit
pulsraum, analog zu Gl. (A.105) beim Orts=perator

CX3

(¢i  i(i)  idy)   =     I dp  i(p)  ifi(p)r2  .
-cO
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A.7. tier lmpulsraum

Im Chisraum folgt mit derselben Herleitung wie bei Gl. (A.131):

pndy,(#,    -(:£)n    dy(ff,,                           (A.136,

was man auch mit (± £)n in G1. (A.132) sdreiben kann. Diese Beziehung
lasst sich dann auch auf Funktionen /(f') erweitem, wenn diese Funktio-
nen in Potenzreihen entwickelbar sind

f(P)=   jddid)fG£)(di.                (A.Ism

MitdiesenBezthungenkannmanErwartungswerteimOrtsraumberech-
nen' z.B.

->      (dylpldy)

und

->   (dyl£2ldy)  -

-

cO

/deer(®lpldy)
-cO             dy' (€)

df dy*(tt) th)  (A.\38)

de (dy|#)  (a;I P2 |dy)    =    _fa2

Den letzten Ausdruck kann in
|nteglafiQn und Ausnutzen von j!:{±gg2
mach links und mach rechts wirken lasst:

(rd'p&w'   -   i
-cO

0. , oder indem man P2 = PP

de  (dy|P|c)  (g|Pidy)    =    fa2
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A.7. Der lmpulsraum

Diskreter

Im Falle eines diskreten lmpulsraums (diskreter Wellenzahlraum) defi-
niert man den lmpulsoperator v6llig analog zu Gl. (A.127):

i,  -  Z: pn ,pn,¢n, ,
_                                  -_-

woraus ebenfalls analog vie zuvor

und

(A.141)

P=  Pt.         PIpm)   =Pmlpm)7        tomlp=   tom|Pmi              (A.142)

P i(pud  ---to,.Jpm   -pnj(pn)

folgen.

Wenn der Cberaum kontinuierlich ist (s. Ka

(A.143)

p. A.7.6), dann bleibt auch
Gl. (A.131) g{iltig, nit analqger Herleitung, d.h. der lmoulsoperator wirkt
damn im Cberaum weitechin als AbleitunesoperaatoL

A.7.6   Gemischt diskret/kontinuierliche
Fouriertransformation

Die Fouriertransformation kann man auch ffir den Fan konstruieren, dass
der Ouraum kontinuierlich, aber von endlicher Lan e ist. Darn ist der
Impulsraum diskret und. unendlidr Entaprechendes gilt fiir vertauschte
Rou= von out und lmpuls. Beide Falle tauchen in der Festkerpertheorie
auf. Es ergeben sich die FquirierreiheQ. Man kann sie,statt mit Sinus und
CQsinus, kompakter mit komplexem Fourierkoeffizienten schreiben, und
besonders einfach in der "racschen Notation.

Kontinuierlicher Ortsraum endlicher Lanfe

Die Funktion J mit Werten
JQLL±=l __defroje± Das Integralffi##-'dinfinmL:uk±Ptii¥:±„hmtEE#
wir uns /(ff ) hier auf die ganze reelle Achee periodisch forteesetz_t den-
ken. Die Flmktion /(€) darf nur eine endliche Anzahl von Extrema und
Sprungstellen haben (Dirichlet-Kriterium).
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A.7. Der lmpulsraum

In diesem Fall ist der WcJlc7.z«7zJm«m dz.sfref, "¢f oZ7 ich viele Elemen-
fc. "e Fourierbasis besteht aus den Vektoren

_

I          !J-_

n€Z

2fr
(£|ha) = jFe!fro    mitderwellenzahl  fu  =  in jji

fi-i   lfr)(ful
r7l = I- mu

lgr) (grl  dgr

(A.144a)

(A.144b)

(A.144c)

Die Fouriertransformation und ihre Umkeh"nf erhalt man dann als

Wir verifizieren, dassdiese Gleichungen tatsachlich Umkehrmgen voneinander
sind. Einsetzen der zweiten Transformation in die erste ergibt ein sofort 16sbares
Integral tiber er, bei dem man die Falle n = in und 7t ± in unterscheiden muss:

i(kn) = /Ldgr i z: e-i¥(n-in,„-,fu,
rm

L   +   6n±m  . 0)  i(kin)

-   /(kn)

Wahlt man speziell einen Basisvektor I/) =  |*i), so folgt nit der gleichen Rech-
nung, dass wie gewohnt gilt

(k"l*`)    -   6"i  .
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A.7. Iier lmpulsraum

Der urn ekehrte Fall ist kom lizierter. Wir setzen Gl. (A.145a) in Gl. (A.145b) ein
und ben6tigen darn die Poissonsde ftir eine Funktion g(7-)

£~g(2trm)  ~-±"±:i  g(I)i..m"n           (A.147)

undzwarhiermitg(27rm)=ei2nm¥:

fl --  =L m±co loL  din,a-y,2E f ly, dg

P°¥±Lm±co|oL|dre-mTe\!T#f(g„„
-cO

-  ±JOL
= 27r 6(in-#)

dy I (g) 6(y - (a + mL)) .

Wegen des lntegrationsbereichs (0, I,)
Funktion /(€) aus den intervall (0, I

ist dies die riodische
auf die anze reelle Achse. Wenn man nur

a; € [0, i) betrachtet, erhalt man tatsachlich wieder /(€).

Aus der Poissonformel folgt genauso, dass

(#lgr) = z= 6(gr - (ff + m£))  .

Im lntervall a},

(ff lgr)  -A-(S -").

in

wird dies zur vertrauten Beziehung
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A.7. Der lmpulsraum

Dieser Fall ist analog zum vorherigen, mit vertauschten Rollen von I und
_-     ____         _                _____  _   .  __  -

ff,.  = j. ci definiert,k. Die Funktion / sei jetzt auf diskreten
--,_ Sffitzpunkten
mit j.  € Z, dem Gitterabstand a, und Ortsraum-Basisvektoren |g,.).
ist der Wellenzahlraum kontinuierlich, aber eriodisch, mit Periode

Darn
2dy;dy_a.

k,,     k€,o,¥,

(ffjlk)  -

fi=ELkxkidk

fi-i   lg,)(£,I
i--cO    ___

Die Fouriertransformation und ihre Umkehrung lauten jetzt

(A.149a)

(A.149b)

(A.149c)

(A.149d)

CX)

/-(A)    = (k|/)   =      Z=    (k|ffj,)(fful/)- in_--cO

col=mEcoffejfe"£Aj ,                 tA.]5oa,

i .,`  `   --- •:`n.i      -      .,..:-  :i      .,..I-     I  .i    ``.`]`-

=   |02"!a  -7fa{ik*jtkidk.          tA.i5Orii

Beweis wie zuvor.. Jetzt gilt (a;6|ff,.) = 6¢,. und (k|k')  = Z:j  6(k' -(k + j¥)),
bzw. (k|fa') = 6(k' -k) im Definitionsbereich von fa und k'.
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