Anhang A

Vektoren und Operatoren

— aem——

Wir benétigen fiir die Quantenmechanik eine Reihe mathematischer Werk-
zeuge mit einer eigenen, sehr effizienten Notation durch , Bra-” und , Ket-"
Vektoren. Dabei spielt die lineare Algebra eine Schliisselrolle. Wir werden
zunéchst einige Konzepte anschaulich besprechen und dann die mathe-
matische Formalisierung vornehmen.

A.1 Heuristische Einfithrung

A.1.1 Vektoren in 2 Dimensionen

Zur Veranschaulichung der folgenden abstrakteren Konzepte seien zu-
néchst einige bekannte Eigenschaften von Vektoren in Erinnerung geru-
fen. Vektoren v sind sind durch eine Lédnge und eine Richtung charakte-
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~ Abbildung A.1: Ein Vektor v und seine Komponenten v, und v,.

risiert (nicht durch einen Ursprung). Sie existieren, z.B. durch eine Zeich-
nung, auch ohne ausdriickliche Angabe von Koordinaten.
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A.1. Heuristische Einfiihrung

Das Skalarprodukt zweier Vektoren

(0 W) = |v] || cos(Winkel zwischen ¢ und )

ist eine Zahl.

Eine orthonormale Basis ist in zwei Dimensionen durch zwei normierte
orthogonale Vektoren wie €, und €, gegeben. Jeden Vektor kann man als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben:

Die Koeffizienten v,,v, sind die Koordinaten von v beziiglich der Basis
€ eu Diese Koordinaten kann man mit Hilfe des Skalarproduktes berech-
nen:

v €x-Uv Vy =€y - U
Also ist
T=1Up+0y = €;(€z-0) + €&(€-7). (A.1)

Hier ist v, die Projektion des Vektors v auf den Basisvektor €, und v, ist
die Projektion auf ¢,. Jeder Vektor lésst sich also als Summe der Projektio-
nen auf die Basisvektoren schrelben Man beachte, dass die Koeffizienten

—— -

_vz und v, von der Basis abhangen aber der Vektor v selber n1cht‘

A.1.2 Bra-und Ket-Vekto;en

Eine von Dirac eingefiihrte Schreibweise ist z.B. fiir Basistransformationen
oder die Spezifikation von Operatoren sehr giinstig. Wir schreiben Vekto-
ren jetzt als_,Ket-Vektor” |v), statt o. Das Skalarprodukt (u - v) zweier
Vektoren schreiben wir jetzt als

(w|v)

Dieses Skalarprodukt' kann man als eine lineare Abbildung auffassen, die
dem Vektor |v) die Zahl (wl ) zuordnet. Fur diese Abbzldung ‘verwendet

IDie Namen ,,Bra” und , Ket” entstanden als kiinstliche Aufteilung von , Bracket”.
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A.1. Heuristische Einfiihrung

man als Notation den ,Bra-Vektor” (w|. Diese Abbildung (w| angewandt

auf den Vektor |v) ergibt die Zahl (w|v)

w| (Jv)) = (wll) = <w|v>J (A.2)
N = N
Abb. Argument Zahl

Wir schreiben die Gleichungen aus dem vorigen Abschnitt jetzt noch ein-

mal mit Bra- und Ket-Vektoren:
Linearkombination von Basisvektoren: |v) = v, |e;) + vy, |ey)
R e

Koeffizienten?: v, = (e;[v) , v, = (e,[v). L2 [V

Die Projektion von |v) auf den Basisvektor |e,) ist also

|vz> = Ier> <ez|v>

-— -

und v, = (e, |v) ist der Koeffizient von |v) in Richtung des Basisvektors |e,).

Man kann hier einen Projektionsoperator

L= les) (e (A3)

identifizieren, mit dem sogenannten dufleren Produkt von |e,) und (e,|. Die
Abbildung (e,| ergibt bei Anwendung auf einen Vektor das Skalarpro-
dukt, also eine Zahl. Diese Zahl multipliziert dann den Vektor |e,):

Abb.
~ =
lvz) = lex) (ez] [v) = |ex) (exlv) .
N’ N N N
Operator Vektor Vektor ~ Zahl

Insgesamt: Operator angewandt auf Vektor ergibt Vektor.

Die Aufspaltung des Vektors |v) in seine Komponenten (A.1) lautet nun
M = |vg) +1]vy) = lea) (ezlv) + ey) (ey|v)
= (leedd + el ) 1) (A

&= (pet + Pey) lv) .

In der Quantenmechanik benétigen wir auch komplexe Koeffizienten (formale Be-
schreibung folgt). Man definiert (w|v) = (v|w)* (Kap. A.2.1). Das Skalarprodukt ist da-
durch im zweiten Argument linear und 1m ersten Argument ,antilinear”.
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Siehe Rieszsches Theorem
auf Seite A11
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A.1. Heuristische Einfiihrung

Wir sehen, dass die Summe der Projektionsoperatoren beziiglich aller Ba-
sisvektoren, hier F,, + F,,, den Vektor |v) unveriindert lasst. Diese Summe
ist also der Identititsoperator

pez+pey = |€r><6x| + ’ey><ey| =1

In hoherdimensionalen Riumen ist natiirlich {iber alle (orthonormalen) Basis-
vektoren zu summieren, somit (siehe Kap. A.3.1)

i=) (lei)(eii) . (A.5)

i

Dort wird aus der ersten Zeile von (A.4) jetzt |[v) = ), |e;) v; (siehe GL. (A.9)
mit den Koeffizienten v; = (¢;|v) (siehe Gl. (A.13)).

Die Form (A.5) des Identitatsoperators ist oft sehr niitzlich. Wir konnen sie
zum Beispiel verwenden, um das Skalarprodukt (w|v) umzuschreiben:

=" (wli) (ilv) (A.6)

Komplexe Konjugation wegen des = E (z|w) e <Z|U>
im allgemeinen komplexen Vektorraums:
siehe Fulnote auf der Vorseite

wobei w; und v; die Koeffizienten der Vektoren |w) und |v) in der jetzt kurz
als |i) geschriebenen Basis sind. (“i” oder “¢;” sind nur Namen !). In einem
reellen Vektorraum ist dies die gewohnte Form des Skalarproduktes -
v = ) w;v;. Manchmal ist auch die gewohnte Notation mit Zeilen und

_Spalten von Koeffizienten niitzlich.

(A7)

Man beachte: eine Koeffizientenspalte bestimmt einen Vektor |v) nur beziiglich
einer vorgegebenen Basis; sie ist auch hier nicht mit dem Vektor identisch !!
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A.2. Lineare Vektorraume

A.2 Lineare Vektorriume

Wir stellen jetzt die eben anschaulich eingefiihrten Begriffe auf ein starke-
res mathematisches Fundament. Wir beschrianken uns zunichst auf endlich-
dimensionale Vektorraume.

A.2.1 Der lineare Vektorraum

Def. A.1 (Lin. Vektorraum). Menge V' von Elementen (Vektoren), die beziig-
lich einer Addition der Vektoren miteinander und einer Multiplikation mit einem
Skalar (d.h. einer Zahl) abgeschlossen ist. Fiir zwei beliebige Elemente |v), |w) des
Vektorraums V' und beliebige skalare Grofien a, b soll gelten:

1) Abgeschlossenheit beziiglich Addition: |v) + |w) € V

2) Abgeschlossenheit beziiglich Multiplikation: a|v) € V

3) Distributivgesetz der Multiplikation: a(|v) + |w)) = a|v) + a|w)

4) Distributivgesetz der Multiplikation: (a + b)|v) = a|v) + b|v)

5) Assoziativgesetz der Multiplikation: b(a|v)) = (ab)|v)

6) Kommutativgesetz der Addition: |w) + |v) = |v) + |w)

7) Assoziativgesetz der Addition: |w) + (|v) + |u)) = (Jw) + [v)) + |u)
8) Existenz des Nullvektors |0) : [v) + [0) = |[v) ; |0) € V

9) Existenz des inversen Elements |—v) : |v) + |—v) = [0) ;V|v) € V

10) Bei der Multiplikation mit der Eins soll gelten: 1 - |v) = |v)

Die skalaren Koeffizienten a,b sind Elemente des Korpers, tiber dem der
Vektorraum definiert ist. -

Koeffizienten a, b € R = reeller Vektorraum
Koeffizienten a,b € C = komplexer Vektorraum
Die Vektoren selber sind weder reell noch komplex!

Aus den Eigenschaften eines Vektorraumes folgt:
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A.2. Lineare Vektorraume

(Der Nullvektor 10> wird in der Praxis nie geschrieben; stattdessen schreibt man i.d.R. die Zahl 0.
° |0> ist eindeutig Der Name 10> wird anders verwendet, z.B. fir den Grundzustand eines Systems (siehe Kap. 4))

e 0/0) = |0) 0lv>= 0>

e |—v) ist eindeutig
}
W e 5
* [-v) =—|v)

bessere Schreibweise

Beispiele fiir Vektorrdume:

A) Vektoren im R"

Die bekannten Vektoren (Pfeile) mit Lange und Richtung.

Addition bedeutet verbinden der Pfeile: Ende des einen Pfeils ist An-
fang des zweiten.

Multiplikation mit einem Skalar a bedeutet Streckung um den Fak-
tor a.

Nullvektor ist der Vektor der Lange 0.

Inverser Vektor ist ein Pfeil in umgekehrter Richtung.

B) 2x2 Matrizen

Auch 2x2 Matrizen représentieren Vektoren im verallgemeinerten
Sinn.Wir definieren eine Basis

|€]):(é 8); |€2>=<8 é) |63>:((1) 8): !e4>=<8 ?)

In dieser Basis kann man die Eintrage von 2 x 2 Matrizen als Koeffi-
zienten von Vektoren auffassen:

s v (4P w w v w V1o + W
Additon: ( 11 V12 ) " < 11 W2 ) L ( 11 +win v 12 )
V21 V22 wo1 Wa2 Vg1 + Wa1 Voo + Wy
oo Lace . S, v v av av
Multiplikation mit einem Skalar: a( el ) = ( 11 a2 )

_ Vg1 V929 Va1 AV
Nullvektor: ( = )

0 0

=¥13- —Uiz
Inverses Element: ( )
—V21 —VU22

Damit sind alle Eigenschaften eines Vektorraumes erfiillt.
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A.2. Lineare Vektorraume

Def. A.2 (Lineare Unabhingigkeit). Eine Menge von Vektoren |v;) miti =1,2...n
heifdt linear unabhingig, wenn gilt:

=1

Ansonsten heifst sie linear abhingig.

Zum Beispiel sind zwei nicht parallele Vektoren (Pfeile) in der Ebene line-
ar unabhéngig. Jeder weitere Vektor hingegen muss dann linear abhangig
sein, da er durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren aufge-
spannt werden kann. Die Dimension der Ebene ist lediglich zwei.

Das bringt uns zur allgemeinen Definition der Dimension:

Def. A3 (Dimension). Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn es in ihm
maximal n linear unabhingige Vektoren gibt.

Notation: V"(R) n-dimensionaler reeller Vektorraum
V"(C) n-dimensionaler komplexer Vektorraum

Vektorraume kdnnen auch co-dimensional sein.

Beispiel:

Der Vektorraum der 2x2 Matrizen ist 4-dimensional, da die eben definier-
ten 4 Matrizen |e;) offensichtlich linear unabhéngig sind und hieraus alle
2x2-Matrizen aufgebaut werden konnen. Dies gilt sowohl im reellen als
auch im komplexen Fall.

Theorem A.1. Jeder Vektor |v) in einem n-dimensionalen Vektorraum kann
als Linearkombination von n linear unabhingigen Vektoren |e;) i = 1,2...,n
geschrieben werden:

(A.9)

Def. A.4 (Basis). Eine Menge von n linear unabhiingigen Vektoren in V™ heifit
Basis des V™.

A7


evertz
Rectangle


A.2. Lineare Vektorraume

Def. A.5. Die Entwicklungskoeffizienten v; heiffen auch Koordinaten des Vektors
in der gewiihlten Basis.

Theorem A.2. Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhingigen
Basis ist eindeutig.

Achtung: In diesem Skript sind alle Basen auch Vollstindige Ortho-Normalsysteme®

(VON). Wir werden oft “Basis” statt (korrekter) VON schreiben.

lv) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer gewihlten Basis
wird der Vektor durch konkrete Koeffizienten spezifiziert. Wird die Basis
gewechselt, @ndern sich die Zahlenwerte, aber der Vektor und die Be21e-
hungen mehrerer Vektoren untereinander bleiben immer dieselben. In den
Komponenten gelten die altbekannten Regeln fiir Vektoren: i

Mit: [v) = i v; le;) und |w) = i w; |e;)
i=1 i=1
gilt: [v) + |w) = Zn: (vi +w;) |es)

i=1

Def. A.6 (Unterraum). Gegeben sei ein Vektorraum V. Eine Untermenge von
V, die selber einen Vektorraum bildet, wird Unterraum genannt.

Addition und Multiplikation sind im Unterraum genauso definiert wie im
Vektorraum V.

A.2.2 Das Skala_rgrodukt

Def. A.7 (Skalarprodukt). Das Skalarprodukt ist eine komplexwertige Funk-
tion zweier Vektoren |v),|w). Es wird mit (v|w) gekennzeichnet und hat folgende
Eigenschaften:

® v|w w|vo
e W) 20; (o) =0 & [v)=0)

e Das Skalarprodukt ist linear im 2. Arqument:
Mit |z) := al|v) + Blw) gilt
(ulz) = aulv) + B{ulw)

3 Ausnahme: kohérente Zustinde, Kap. 4.9.6 (vollstandig, aber nicht orthonormal)

: "libervollstandig"
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A.2. Lineare Vektorraume

e Esist anti-linear im 1.Arqument:
(z|u) = o™ (v]u) + B*(w|u)

Die vierte Eigenschaft folgt unmittelbar aus den ersten drei Eigenschaften.
Es kann leicht tiberpriift werden, dass das bekannte Skalarprodukt von
Vektoren im R" diese Eigenschaften erfiillt. Mit Hilfe des Skalarprodukts
lasst sich nun in Anlehnung an die Bedeutung der Vektoren des R" eine
Norm (Lange) von Vektoren definieren.

Def. A.8 (Norm). Die Norm eines Vektors |v) ist: |[v| = || |v) J = /(v|v)

1

(Man beachte die oft iibliche abkiirzende Schreibweise ||v|| ) Ebenso lasst
sich die Eigenschaft der Orthogonalitit mit Hilfe des Skalarprodukts ver-
allgemeinern.

Def. A.9 (Orthogonalitit). Zwei Vektoren |v),|w) heiflen orthogonal, wenn
gilt: (v|lw) =0

Def. A.10 (Orthonormalbasis). Basisvektoren |e;) mit ||e;|| = 1 V i und mit
eilej) = 0i;| Vi,j heiflen orthonormal. Eine solche Basis heifit Orthonormal-
asis.

Beispiel:

Wir betrachten das Skalarprodukt der Vektoren |v),|w) in einer Orthonor-
malbasis |¢;) und leiten noch einmal den schon zu Beginn angesprochenen
Ausdruck fir (v|w) her. Wir nehmen nur Umformungen nach Def.A.7 vor.
Essei: (eile;) =di, [v) =3 ve), |w)= >, wjlej) . Dann gilt:

: — * h Einsetzen der Linearitat bzw. Antilinearitat
(vlw) = E:inj (eile;) durch B
i,J
*
= ) vw; &y
1,J

§ * e

—

Im R” wird die letzte Zeile zu: @- b = >, aib;

Die resultierende Form >_;vjw; des Skalarprodukts gilt in jeder Ortho-
normalbasis. Die Koeffizienten v;, w; hdngen von der Basis ab, nicht aber
der Wert des Skalarproduktes !
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A.2. Lineare Vektorraume

Das Skalarprodukt erfiillt zwei wichtige Ungleichungen:

Schwarzsche Ungleichung:  |(v|w)|* < (vfo)(wlw) = [jv|* |w]?
(A.10)
Dreiecksungleichung: ol = llwll < QIi(lv) + )| < o]l + [Jw]]
(A.11)
BeisEielz z.B. diskrete Werte von x; x1 x2 x3 mit Funktionswerten f(x1), f(x2), f(x3)r

f(z) seien die Funktionswerte eine im Intervall 0 < z < L definierten
komplexwertigen Funktion f, die man als Koeffizienten eines Vektors | f)
auffassen kann (s.a. spater). Die Addition und skalare Multiplikation seien
definiert mit:

(f+9)(x) = f(z) + g(x) (punktweise Addition)
(af)(z) = af(z)

Das Nullelement hat die Funktionswerte: f(z) =0 Vz € [0, L]
Das inverse Element hat die Funktionswerte: — f(x)
Ein mogliches Skalarprodukt zweier solcher Vektoren |f),|g) ist:

sle S/ race, (A.12)

T / f*(@)g(z)dz ey
0 5'/‘“

A.2.3 Entwicklung in einer Orthonorma!basis

Wir gehen von der Darstellung des Vektors |v) in der vollstandigen Orthonormal-
Basis |e;) gemdfd Theorem A.1 aus:

n

o) = viles)

=1

Wir berechnen noch einmal die Koeffizienten v; von |v) in dieser Basis.
Wir multiplizieren dazu die Gleichung von links mit (e;|'und erhalten die
Formel zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten, namlich gerade
das Skalarprodukt mit den Basisvektoren:

<6j”l]> = <€j| (Z l),j|61'>> = Z'Ui<€j|€i> = quiéij ZE (A13)

e} i=1 i=1 i=1
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A.2. Lineare Vektorraume

A.2.4 Der Dualraum

Zu jedem linearen Vektorraum V' existiert ein sogenannter Dualraum
linearer Funktionale auf V.

Ein Funktional weist jedem Vektor |w) einen skalaren Wert zu.

Ein lineares Funktional erfiillt zusatzlich:

F(alv) +blw)) = aF(Jv)) + bF(Jw)) Va,beC und Vlv),|w)

Ein einfaches Beispiel fiir ein lineares Funktional ist das Integral. Es weist
jeder Funktion f einen Skalar zu und ist linear.

Die Menge aller linearen Funktionale bildet einen linearen Vektorraum V*
(den Dualraum), wenn wir auch ihre Summe definieren:

(F1 + F) (lv)) = Fi(lv)) + Fx(|v)

Das folgende Theorem setzt nun den Vektorraum und den dazugehdrigen
Dualraum in eine eindeutige Beziehung zueinander:

Theorem A.3 (Rieszsches Theorem). V' und V* sind isomorph, d.h. es gibt
eine eineindeutige Beziehung zwischen den linearen Funktionalen Fin V* und
den Vektoren |w) in V.

Alle linearen Funktionale haben die Form F (|v)) @

wobe@ ein fester Vektor und |v) ein beliebiger Vektor ist.

Ein Funktional F lasst sich deswegen mit einem , Bra-Vektor” (w| € V* iden-
tifizieren, der auf einen Vektor |v) € V wirkt, mit der suggestiven Dirac-

S

schen Schreibweise

(w| |v) = (wlv) .

Die Antilinearitit des Skalarproduktes im 1. Argument fithrt auch hier zu
einer anti-linearen Beziehung: Der (Ket-)Vektor ¢ |v) korrespondiert zum
Funktional (=, Bra-Vektor”) ¢* (v| !
1) Beispiel fiir das Skalarprodukt zweier Vektoren: Es seien 11> und 12> orthonormale (Basis-)vektoren,
dh. <112> = <211> =0 und <11> = <212> = 1
Wir betrachten die beiden Vektoren lu> = 211>+ 3i12> und Iv> = 411> +512>
Skalarprodukt: <ulv>= ( 2<11-3i<2l ) (4 11> +512>) = (ausmultiplizieren) = 2-4 <111> + 2-5 <112> -3i-5 <2I12> -3i-4 <2|1>
= 81 + 0 -15 -1 - 0 = 8- 15i
2) Rezept fiir orthogonale Vektoren: Es sei allg. lu>=a [1>+ b 12). Dazu orthogonal ist Iv> =b* [1> - a* 12>, denn <ulv>=a*b*-b*a* =0
Beispiel firr die Koeffizienten: (cos, sin) und (sin, -cos)
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1) Beispiel für das Skalarprodukt zweier Vektoren:  Es seien  I1>  und  I2>  orthonormale (Basis-)vektoren, 
                                                                                        d.h.  <1I2>  =  <2I1>  =  0   und   <1I1>  =  <2I2>  =  1 
Wir betrachten die beiden Vektoren  Iu>  =  2 I1> + 3i I2>   und    Iv>  =  4 I1>  + 5 I2>
Skalarprodukt:  <uIv> =  (  2 <1I - 3i <2I  )  ( 4 I1> + 5 I2> ) = (ausmultiplizieren)  =  2·4 <1I1> + 2·5 <1I2>   -3i·5 <2I2>  -3i·4 <2I1> 
                                                                                                                                =     8  ·  1    +           0       - 15i  ·  1     -          0          = 8 - 15i
2) Rezept für orthogonale Vektoren:  Es sei allg.  Iu> = a I1> + b I2).  Dazu orthogonal ist  Iv> = b* I1> - a* I2>, denn <uIv> = a* b* - b* a*  = 0
    Beispiel für die Koeffizienten:  (cos, sin) und (sin, -cos) 


A.2. Lineare Vektorraume

A.2.5 F%en und Konve:ggnz

Aus der Norm ||v|| ldsst sich ein Abstandsbegriff zweier Vektoren |w) und
|v) und eine Metrik im Vektorraum definieren:

Def. A.11 (Abstand). Der Abstand zweier Vektoren |v), |w) ist definiert durch:

d(|v),lw)) = d(v,w) = || |v) - |w) | (A.14)

Diese Abstandsdefinition erfiillt die notwendigen Bedingungen einer Me-
trik:

1. dlv,w) >0 ; dv,w)=0% |w)=|v)
2. dv,w) < d(v,u) +d(u,w) VueV (Dreiecksungleichung)
3. d(v,w) = d(w,v)
Mit Hilfe des Abstandsbegriffes ist es erst moglich, iiber die Konvergenz

von Folgen zu sprechen.

Def. A.12 (konvergente Folge). Eine Folge |v,) mit |v,) € V , n € N heifst
konvergent, wenn gilt:

e J|v) € V mit

e lim d(v,,v) =0

o |v) ist eindeutig

Def. A.13 (Cauchy-Folge). Im Gegensatz zu einer konvergenten Folge muss
eine Cauchyfolge kein Grenzelement in V haben. Es muss aber gelten, dass

d(Vp, v,) = 0 fiir m,n — oo. Mit anderen Worten:

Fiir jedes € > 0 existiert ein N, mit d(vy,,v,) < € VYn,m > N,

Die Tatsache, dass der Abstand zwischen den Vektoren einer Cauchy-Folge
gegen Null geht, heifit noch nicht, dass das Grenzelement existiert. Z.B. ist
(1+ £)" eine Cauchy-Folge im Raum der rationalen Zahlen; das Grenzele-

ment ¢© existiert aber nicht in diesem Raum.
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A.3. Lineare Operatoren

A.3 Lineare Operatoren

4

Ein Operator A bildet Vektoren auf Vektoren ab

d.h. Wenn |v) ein Vektor ist, ist auch |w) := A |v) ein Vektor.

Ein Operator ist ausschliefllich durch seine Wirkung auf alle |v) € V' (bzw.
alle Vektoren seines Definitionsbereiches) definiert.

Da wir es in der Quantenmechanik nur mit linearen Operatoren zu tun
haben werden, werden wir sie in Zukunft einfach als Operatoren bezeich-
nen. Wir notieren Operatoren mit einem Hut ".

Def. A.14 (Linearer Operator). Ein linearer Operator erfiillt

A(a lv) +blw)) = aA |v) + bA |w) (A.15)

Es gentigt somit, die Wirkung eines linearen Operators auf einen Satz von
 genugt g

Basisvektoren zu kennen, da jeder beliebige Vektor als Linearkombination

der Basisvektoren geschrieben werden kann !

Die Identitat zweier Operatoren (A = B) bedeutet, dass A |[v) = B|v) fiir
alle Vektoren aus dem Definitionsbereich gilt, der fiir beide Operatoren
gleich sein muss.

Def. A.15 (Summe und Produkt von Operatoren).

v
(

Bas :L)
m> 5

+ B|v) (A.16)
v)) (A.17)

Beispiel: Der Ausdruck |v)(w| istein linearer Operator ! Wenn man ihn
auf einen Vektor |u) anwendet, erhdlt man wieder einen Vektor:

o (w| [u) = |v) (wlu) .
. N

Vektor Zahl

Summen solcher Operatoren sind ebenfalls wieder Operatoren.

Def. A.16 (Inverser Operator). Das Inverse O~ eines Operators O ist defi-
niert durch

y

00! =070 =1 (A.18)

A13
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Anmerkung: Beispiel fiir linksinvers ungleich rechtinvers:

Die nicht-quadratische Matrix M = (1,1) (Zeile) bildet den Spaltenvektor (a,b) auf den einkomponentigen Vektor (a+b) ab.

Das kann man i.a. nicht rlickgdng machen, daher gibt es kein Linksinverses.

Es gibt aber viele Rechtsinverse, z.B. die Matrix (=Spalte) (1,0). Sie bildet (c) auf die Spalte (c,0) ab, und M macht daraus wieder (c+0) = (c)

A.3. Lineare Operatoren

Es existiert keineswegs immer das Inverse eines Operators! Es kann auch
passieren, dass kein Inverses bzw. nur das Rechts- oder Linksinverse eines
Operators existiert.

Durch Einsetzen sieht man, dass gilt

(AB---2) = Z'...B 14! (A.19)

A.3.1 Einheitsoperator

Wir zeigen noch einmal allgemein die schon zu Beginn eingefiihrte Dar-
stellung des Einheitsoperators. Es wurde bereits gezeigt, dass sich ein Vek-
tor in einer Basis durch

lv) = Z v; |e;)

darstellen lasst, und dass die Entwicklungskoeffizienten mit
v; = (e;|v)

berechnet werden. Durch Einsetzen ergibt sich damit

Al
n n n ﬁ
v) = Z@,@ lei) = Y _le) (elv) = D lei)eil [o)

= i=1 §=1 =1 ——
Zau O,uald

Der letzte Schritt ist wegen des eingefiihrten Dualraumes méglich, denn
das Skalarprodukt haben wir als eine Abbildungsvorschrift auf Vektoren
|v) gedeutet, die mit dem Bra-Vektor (e;| bezeichnet wird. Ein Vergleich
der linken und rechten Seite ergibt schlieflich

i="le) e (A.20)
i=1

Das Ergebnis ist fiir jede beliebige orthonormale Basis giiltig.
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Es gibt aber viele Rechtsinverse, z.B. die Matrix (=Spalte) (1,0). Sie bildet  (c) auf die Spalte  (c,0) ab, und M macht daraus wieder (c+0) = (c)


A.3. Lineare Operatoren

A.3.2 Projektionsoperator

Def. A.17 (Projektionsoperator). Ein Projektionsoperator ist iiber die Eigen-
schaft P2 = P P = P (ldempotenz) definiert.

Wir beweisen leicht, dass P, := |e;)(e;| ein Projektionsoperator ist, wenn
(eilei) = 1 gilt:

a9 B

B = lei){ei] - [ei){es] = les) (eiles) (el = lei)(es| = P;

—me™ g

]
Der EinheitsolgeratorpGl. (A.20) ist ebenfalls ein Projektionsoperator, denn

esgilt i° = 1.

Beispiel:
Auch d1e Summe P := @Iez )(e;| mit (e;|e;) = d;; tiber einen Teil der Ba51s-

vektoren ist ein Pro;ektlonsoperator

Zlez )eillej)(e;| = Zlez ij eJI—ZIez )ei| =

i,j=1 i,j=1

Er projiziert in den Unterraum, der durch die Vektoren |e;), (i =1,...,L)
aufgespannt wird. Wir berechnen seine Wirkung auf einen Vektor |v) =

Yoo viles) :
Plv) = Z|e] (e Zv1|el

— i=1

= Evz (Zle])<e]|) lei)
j=1
3

|€j>(€j|€i))

n L
= Y wu Z |e5)di;

1

!j:l

Ein solcher Operator kann z.B. vom dreidimensionalen Raum auf die von
den Vektoren |e;), |e2) aufgespannte zweidimensionale Ebene projizieren.
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.3 Matrixdarstellung von Operatoren

Jeder Operator in einem n-dimensionalen Vektorraum kann als eine n x n-
Matrix in einer Basis |e;) dargestellt werden. Wir fithren zunéichst eine
Rechnung auf Operatorniveau durch, d.h. ohne den Operator auf einen
Vektor |v) anzuwenden. Wir multiplizieren den Operator von links und
rechts mit dem Einheitsoperator:

Vektor

O=> ledel O D ledesl =D le) (eilOles) (el (a2
T i - , U Vektor ZahlO;;  Abb.

i -_—o
1

i

Daher ist der Operator O eine Linearkombination von Operatoren |e;)(e;|:

0 = Z O;j |ei){(e;| | mit Koeffizienten | O;; = (ei|0|eﬂ

und es gilt daher zusammen mit Gl. (A.13)

e Die Koeffizienten v; eines Vektors |v) in einer Basis |e;) erhdlt man
durch Multiplikation von links mit (e;|: v; = (e;|v).

e Die Koeffizienten O;; eines Operators O in einer Basis |¢;) erhilt man
durch Multiplikation von links und rechts mit (e;| und |e;):

O;; = (eilOle;)

A1l6
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A.3. Lineare Operatoren

e Matrixdarstellung von O |v) :
|'l~)> = OAl’l)Z = Z-lf;) z]: O,'j <€:)|U>

Uy
-

Multiplizieren wir dies von links mit (e;|, so ergibt sich (oder auch sofort

durch Identifikation
171 = €[|’U E OIJ vj .

von tilde v_i )
—p P

Dies ist eine Matrixmultiplikation: Neuer Koeffizientenvektor = Ma-
trix mal Spalte des alten Koeffizientenvektors.

e Matrixdarstellung von Swl 0 v):
Wenn wir statt mit (e;| von links mit (w| multiplizieren, erhalten wir

(w| O |v) = Zw 0i; v;

Dies kann man als Zeile mal Matrix mal Spalte schreiben !

Genauso kann man in abzihlbar unendlich-dimensionalen Vektorrdumen
vorgehen. Wir miissen dann fordern, dass die auftretenden unendlichen
Summen alle konvergieren.

A.3.4 Kommutator

Die Operator-Multiplikation ist assoziativ A(BC) = (AB)C

aber im allgemeinen nicht kommutativ AB # BA.

Beispiel: Bei 2 aufeinanderfolgenden Drehungen im dreidimensionalen Raum
um verschiedene Achsen kommt es auf die Relhenfolge der Drehungen
an.

Deswegen definieren wir die folgende in der Quantenmechanik ganz wich-
tige Grofie

Def. A.18 (Kommutator). Der Kommutator zweier Operatoren A, B ist

A,B| .= AB-BA (A.22)
|4, B]
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A.3. Lineare Operatoren

Eine Eigenschaft von Kommutatoren ist fiir praktische Rechnungen sehr
niitzlich

[AB,C] = A[B,C)+[A,ClB (A.23)

wobei /i, Bund C beliebige Operatoren sind. Beweis durch Einsetzen !

A.3.5 Spur eines Operators

Def. A.19 (Spur). Die Spur eines Operators ist definiert als

A= = Z<61|A|61>

— .

Sie ist die Summe iiber die Diagonalelemente in einer Matrixdarstellung des Ope-
rators. Sie ist linear in A. Hierbei ist |e;) eine beliebige vollstindige Orthonor-
malbasis.

Orthonormal-
Theorem A.4. Die Spur eines Operators ist in jeder Basis gleich.

Beweis durch Einfiigen des Einheitsoperators:

alte Orthonormalbasis:  |e;)
neue Orthonormalbasis: |e})

A = Z eilAle;) = Z(eIIA(Z (€’ I) le;) Einheitsoperator eingeschoben

== Z (ei] A lej) (€ile;)  Produkt zweier Zahlen \/

= Z(eg-]ei) (e,-|fi|e;-) Zahlen vertauscht

= Z(eﬂ ( Z |es) (e,-|) A lef)  Einheitsoperator identifiziert
j i

= Z(e”/ﬂeé)

'F
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A.3. Lineare Operatoren

Theorem A.5. Die Spur ist invariant beziiglich zyklischer Vertauschung.

i A A ok A A A A Folgerung:
SP (ABC Z ) SP (BC - ZA) = SP (C‘ - ZAB) (A'24)Spureines Kommutators ist Null

. . Ep . 3 Sp (AB) = (zyklisch vertauschen) Sp(BA
Beweis wieder durch Einfiigen des Einheitsoperators: ==>( )= NERER)

Sp( AB-BA)=0

Aber nicht flir mehr als zwei Faktoren:

S (ABC“- : ) = Z JABC - |e;) = Z(eiviﬁéé. .- |es) Sp{ABC) - Summe A B.jk C.&
i.a. ungleich Summe_ijk A_ij C_jk B_ki
= Sp (ACB)
= Z lej)(e;l | BC - |es) weil  (BC)ji
ungleich (CB)_ji
= Z ellA[e] (e;|BC---|e;) Produkt zweier Zahlen
i,J
= Z(eﬂéé- .-|le;)  (ei|Ale;)  Zahlen vertauscht
4J

= Z(eﬂéé Zlei><ei| A|ej>

= Y (e|BC---idle) = (e|BC--- Aley)
J J

sp(ABé...) = Sp(BC’--~A)

Mit Hilfe der zyklischen Vertauschbarkeit bzw. durch Einsetzen der Defi-
nition zeigt man auch die folgenden Beziehungen

S (Ap)w) = (w]A) (A.25)
() (w]) = (w) = ¢wivd (A.26)
Sp AP = A (A.27)

P At = (pA) (A.28)

In der letzten Zeile kommt der im Folgenden definierte adjungierte Ope-
rator A vor.
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.6 Adjungierter Operator

Wir definieren zunichst, wie ein Operator nach links wirkt, nidmlich so,

dass seine Matrixelemente zwischen beliebigen Vektoren unveriandert sind:

(<u|A) W) = (u| (A|v)). (A.29)

Den adjungierten Operator A' kann man iiber seine Matrixelemente defi-

nieren: = ~
SUIAT lu) == (u|A|v)*  VuvelV. (A.30)

(Man beachte die komplexe Konjugation.) Wegen der Linearitit des Ska-
larproduktes ist es dquivalent, diese Beziehung nur fiir die Basisvektoren
zu fordern:

(e)lAlle) = (efdleyy  MatorrdD (31

Gleichung Gl. (A.30) soll fiir beliebige |u) gelten. Deswegen ist sie 4qui-
valent zu einer Operatorbeziehung: Wenn wir A|v) = |w) nennen, so
definiert wegen (v|Af|u) = (u|AJv)* = (ulw)* = (w|u)

der dazugehérige Bra-Vektor den adjungierten Operator A':

w) = Av) & (w] = WA VeV (A.32)

Der Beweis fiir die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Operators
findet sich in vielen mathematischen Lehrbiichern.

Aus der Definition ergeben sich folgende Rechenregeln:

asX ¥ &
!AJr ' = A
(cA)t = ¢ At
(A = (A (A.33)
(A+B)t = A'+ Bt = Bt + At
AB-.- 2y = 2t...004
(AB---2)! = Z'...B'A

Beispiel: Wir beweisendie letzte dieser Gleichungen.

(ul
- o
wi(AB) 1) % A By
= (a|Blv)* = (v|Bt|a) = (v| Bt Al|u
(||>”(|I>(I |u)
Im Zwischenschritt wurde (i := (u| A definiert und daraus mittels

(AN = A auf |a) = At|u) geschlossen.
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A.3. Lineare Operatoren

Darstellung in einer Basis

Wie wir gesehen haben, wird der Operator A in der Orthonormalbasis |e)
tiber die Matrix A;; = (e,lAle]) dargestellt:

= Z Aij lei)(ej] -
ij
Fiir den Operator A lautet die entsprechende Darstellung
At = Z (A"),; lei)(esl -
ij
mit der Matrix

- Def. -
(), = (el Ales) = (eslAle” = A3, . (A.34)
Man erhilt also die ,adjungierte Matrix”, ndmlich d1e urspriingliche Ma-
trix transponiert und komplex kon]uglert Der Operator selber lautet da-

her

At = Z A les)(e;] - (A.35)

A.3.7 Aufleres Produkt

Neben dem inneren Produkt, das zwei Vektoren auf einen Skalar abbildet,
gibt es, wie wir schon gesehen haben, auch das duflere Produkt, das zwei
Vektoren auf einen Operator abbildet.

Def. A.20 (duBeres Produkt). Das duflere Produkt zweier Vektoren |v), |w) ist

der Operator

l'“) <w| - Nicht jeder Operator kann so geschrieben werden:
weil die Koeffizienten O_ij i.A: nichtin der Formv_i w_j
geschrieben werden kénnen

Die Wirkung des dufleren Produkts auf einen Vektor |u) ist

= : A3

[)(w] |u) = |v) (w|u) (A.36)
Zahl

Aufgrund von Gl. (A.31) gilt

(o))" = juyel, (A37)

denn {e;] () (v]) le) = (eslw) (olei) = (wles)” (o) = (e (0)wl) fe))

A2l
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.8 Hermitesche und Selbstadjungierte Operatoren

Def. A.21 (hermitesche Operatoren). Ein Operator, der gleich seinem adjun-
gierten Operator ist, heif3t hermitesch:

A = A (A.38)
(]Alw) = (<w|A|v>) VoweV

Fiir die zu einem hermiteschen Operator gehorigen Matrixdarstellungen
gilt
Ay = Aj; . (A.39)

Def. A.22 (selbstadjungierte Operatoren). Ein hermitescher Operator A, fiir
den der Definitionsbereich von A mit dem Definitionsbereich von A' iiberein-
stimmt, heifSt selbstadjungiert.

Der Unterschied zwischen hermiteschen und selbstadjungierten Operato-
ren wird nur in co-dimensionalen Riumen w1cht1g Wir werden im folgen-
den daher immer den Begriff hermitesch verwenden, und auf den feinen
Unterschied verweisen, wenn es notig ist.

Theorem A.6. Bereits die Terme (v| A|v) eines Operators legen die Hermitezitiit

fest:

Wenn (v|Alv) eR ¥ |v) SZ ( M"’A’

Dann gilt A = At

Beweis:

Betrachte |v) = a|w;) + blws) a,be C

(v|Alv) = |a” <w1lA|w1)+|b| (w2|A|w2)+a b(wllAI’WzHab (szAle)

T1 Tz T3 T4

la]?,|b* €R; (w;|Ajw;) e R =T, T, €R
(W|Av) eR = T3 +Ty€R

A22
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A.3. Lineare Operatoren

Da die obige Gleichung fiir beliebige [v) € V gilt, sollte sie insbesondere
fiir (a=1,b=1) und (a = 1,b = i) gelten

1. a==%

= (wi|Alws) + (wa Alwy) = (w|Alwa)* + (ws|Alwn)*  (A.40)

2.a=1b=u:

= i ((wilAlw) — (waldjw)) = =i (@il Afwg)" = (wal Alun)*)
(wn| Alws) — (wa|Alwy) = (wal Ajwr)* — (wi|Alwn)*(A41)

Addition von Gl. (A.40) und GL. (A.41) liefert (w;|A|w,) = (ws| A|w;)*.

Die bemerkenswerte Tatsache, daf8 aus der Annahme der Spezialfille
(v|AJv) € R der Allgemeinfall folgt, liegt daran, daf komplexwertige Ska-
lare verwendet wurden. Im rein Reellen geht das nicht. Es reicht auch
nicht, (e;|Ale;) € R nur fiir die Basisvektoren |e;) zu fordern.

Def. A.23 (anti-hermitesche Operatoren). Ein Operator heif$t anti-hermitesch,
wenn

A=—At

Ein wichtiges Beispiel eines anti-hermiteschen Operators ist der
Kommutator [A, B] zweier hermitescher Operatoren A und B:

[A, B]t = (AB) - (BA)t = B'A'— A'B' = BA- AB=—[A,B] . (A42)

A23
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.9 Unitare Operatoren

Def. A.24 (unitire Operatoren). Ein Operator U heifit unitir, wenn

Ut0=1=00" , also Ul = U} (A.43)

Eine wichtige Eigenschaft unitirer Operatoren ist die Erhaltung der Norm:
2 K t E
[ = @10t 01 = @) = ) I & dortt?

Unitire Transformationen entsprechen Drehungen oder Spiegelungen.

(.4) /

Bemerkung: Fiir hermitesche, anti-hermitesche und unitére Operatoren laft
sich eine Analogie zu den komplexen Zahlen herstellen: Ein hermitescher
Operator ist analog zu einer reellen Zahl, ein antihermitescher Operator zu
einer rein imaginiren Zahl, und ein unitirer Operator zu einer komplexen
Zahl auf dem Einheitskreis (¢'%).

A.3.10 Basistransformation (,,Passive Transformation”)

Unitdre Operatoren erzeugen Basistransformationen von einer Orthonor-
malbasis |e;) zu einer neuen Basis

le)) = Ule;) . (A.44)

]

Dies ist wieder eine Orthonormalbasis, denn
(€ile}y = (el UtUes) = (eiles) = &; -

Wenn man umgekehrt zwei Orthonormalbasissysteme gegeben hat, kann
man den zugehorigen Transformationsoperator explizit als unitdren Ope-
rator schreiben. Er bildet jeden Basisvektor |¢;) auf |e;) ab, ist somit einfach

U = z lep) (ed] - Ulei>=le|'> (A.45)
; 1 -

Die Unitaritit sieht man sofort durch Einsetzen:

P gﬂj l€}) <e,L lem) (€l = Zl; lej)(ef] = 1.
Im

(Analog fiir U10.)

A24
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A.3. Lineare Operatoren

Die Matrixelemente von U in der ungestrichenen Basis sind

Uy = (el0les) = 3 il ele) = el (A46)

Die Spalten der Matrix U;; sind daher die Koeffizienten (e;|¢}) der neuen

Ba51svektoren in der alten Basis ! '

Bei einer Basistransformation (, passive Transformation”) werden nur die
Basisvektoren geéndert. Die beschriebene physikalische Situation bleibt
dieselbe. Daher bleben alle ,physikalischen” Objekte unveriandert, d.h.
alle Nicht-Basis-Vektoren und alle Operatoren. Nur ihre Koeffizienten
sind in der neuen Basis anders:

Alte Basis: v; = (e;|v) ; Oy = (&;]Ole;) (A.47)
Neue Basis: v} = (¢jlv) ; Oj; = (e§|0|e;) (A.48)

Die Transformation diesel; Igoefﬁzienten.erhélt man in der Bra-Ket-Schreibweise
z.B. durch Einschieben eines Einheitsoperators.

1) Die Koeffizienten eines Vektors |v) lauten in der neuen Basis

v; = (eilv) = (e} (Z Ie]-)(e,-|) Z (eile;) e]lv 2 (U,

&
J - 4

”J

(A.49)

Noch einfacher erhilt man sie mittels des Adjungierten von GI. (A.44):
(il = (@lU" = v} = (ellv) = (el U"]o) .

Die Koeffizienten eines festgehaltenen Vektors transformieren sich daher
mit der inversen Matrix U= U~".

2) Die Matrlxelemente eines Operators in der neuen Ba51s sind

Oy = (€|0fe)) = |Z|em (eml 02|e,, (enl l€})
i i
= D (eilem) (em|Olen) (enle))
= > (UNin Omn Uns (A.50)

A25
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A.3. Lineare Operatoren

Dies sieht man auch direkt durch Benutzen von |e}) = Ule:) :
(€i101le;) = (el T'OU Jej) - (A51)

Die Matrixelemente von O in der neuen Basis sind dieselben wie die Ma-

trixelemente von O = UTOU in der alten Basis. Erwartungswerte (Ma-

trixelemente beziiglich physikalischer Objekte’) <w|0|v) bleiben bei einer
Basistransformation unverandert.

A.3.11 Aktive Transformation 1physika1ischer Objekte

Wir beschreiben jetzt eine verinderte physikalische Situation, z.B. eine Ver-
schiebung oder Rotation der physikalischen Objekte, bei festgehaltener
Basis, d.h. unverinderten Basisvektoren. Dies kann formal auf zwei aqui-
valente Arten geschehen.

1. Wir transformieren die Vektoren (Zustande)[v)e V mit einem unitar-
en Operator U:

) = Ulv). (A.52)

Die Norm der Vektoren |v) andert sich wegen der Unitaritat nicht:

(vIU f {7|v) = (v|v). Operatoren (entsprechend physikalischen Messvor-

gangen) werden nicht transformiert ! Die transformierten Vektoren
haben aber verinderte Matrixelemente, d.h. man erhalt andere Mes-
sergebnisse z.B. fiir die Positionen der physikalischen Objekte:

@|Olw) — WUt O Ulw)  (meistio=w>) (A.53)

Nur solche Matrixelemente (nicht aber die Vektoren oder Operatoren
selber) entsprechen beobachtbaren Grofden !

2. Wir konnen dieselbe veriinderte physikalische Situation beschreiben, wenn

wir statt der obigen Transformation die Vektoren nun nicht veran-
dern und dafiir alle Operatoren gemaf$

O - UtOU (A.54)

transformieren.

Die Spur eines Operators ist invariant gegeniiber solchen Transfor-
mationen:

Sp (U*AU) = % (Af]f]") =-Sp (Aﬁ) iy (A) .
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

A.4 Eigenwertprobleme in endlichdimensiona-

len Vektorraumen

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass man die Eigenvektoren je-
des hermiteschen Operators als vollstindiges Orthonormalsystem (Basis)
schreiben kann. In dieser Eigenbasis ist der Operator diagonal, so dass
man Funktionen des Operators kompakt schreiben und Operator- bzw.
Matrix-Gleichungen leicht 16sen kann.

Zunichst werden wir uns mit endlichdimensionalen Vektorraumen be-
schiftigen. Die Resultate werden auch fiir abzédhlbar unendlich dimensiQ-
nale Hilbertrizume anwendbar sein, sofern die Konvergenz gewéhrleistet
ist.

A.4.1 Eigenwerte

Eigenwertprobleme spielen in der Quantenmechanik eine Schliisselrolle.
Sie sagen z.B. aus, welche Werte bei einer Messung beobachtet werden
konnen.

Def. A.25 (Eigenwert, -vektor). Wenn fiir einen Operator A und einen Vektor
|v) aus V, der nicht der Nullvektor ist,

Alv) = alv) mitaeC

gilt, dann nennt man |v) Eigenvektor von A zum Eigenwert a.

Die Gesamtheit der Eigenwerte nennt man das Spektrum des Operators.

Aus der antilinearen Beziehung zwischen Bra- und Ket-Vektoren und der
Definition des adjungierten Operators (A.32) folgt:

(w| At = (v]| @

Der adjungierte Opera‘tor hat also linksseitige Eigenwerte a”.

Theorem A.7. Fiir hermitesche Operatoren gilt:

a) Hermitesche Operatoren haben nur reelle Eigenwerte.
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b) Eigenvektoren zu unterschiedlichen Eigenwerten sind orthogonal.

c) Eigenvektoren zu gleichen (,entarteten”) Eigenwerten kinnen immer or-
thogonal gewiihlt werden. : = WL
- VU1 ratve ‘&,

—

d) Die Eigenvektoren eines hermiteschen Operators bilden eine Msis (voll- be,, 5 7
stindigen Satz von Eigenzustiinden). Fiir die orthonormierten Eigenvekto-

ren |v;) gilt daher
Z lvi)(vi| = 1.

Beweise: (nur zu a und b)

a) Fiir hermitesche Operatoren A = A gilt:

Y

@ldjy) = (@A) = (vlAfp)’

(vlav) = (vlalv)®
a{vlv) = a*(v|v)

b) Betrachte zwei Eigenvektoren |v;), [v2) von A mit (immer reellen)
Eigenwerten a; # as:

Alv) = ai|v)

A |'U2> = Qa3 |’U2)
Da A hermitesch ist, gilt:
(Ullfilw) = (U2|At|'01)* = (Uz|f‘i|v1>*
(vilaglvy) = (volas|vy)*
azlvi|va) = aj(ve|vy)”
ax(vi|ve) = ay(vi|va) Latl=a™

Zuletzt haben wir a, = a} ausgenutzt. Wegen a; # a; folgt (vi[vs) =
0. Zustinde zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Anmerkung zu c): geeignete Orthonormierungsverfahren sind zum Bei-
spiel das Verfahren nach Gram-Schmidt oder das besonders in der Quan-
tenchemie eingesetzte Lowdm-OrthogonallSlerungsverfahren

Bemerkung: Das Theorem A.7 gilt nur fiir hermitesche Operatoren! Es
kann im Allgemeinen passieren, dass die Séikulargleichung det(A — All) =
0, welche die Eigenwerte bestimmt, in A eine n-fache Wurzel besitzt, al-
so ein n-facher Eigenwert vorliegt, aber nur m < n Eigenvektoren. Wir
wollen dies am Beispiel der nicht-hermiteschen 2 x 2-Matrix

()

(mit ¢ # 1) studieren. Um das Eigenwertproblem der Matrix zu losen,
benotigen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Sékular-

gleichung):
(= 5=

Eigenwerte: A= *e

(Nicht normierte) Eigenvektoren: ( ile )

Im Grenzfall ¢ — 0 geht die Matrix in ( 8 (1) ) iiber. Das charakteristi-
sche Polynom hat eine zweifache Nullstelle bei A = 0. Es existiert aber nur

noch ein Eigenvektor ( (1) )

A.4.2 Spektraldarstellung, Funktionen von Operatoren

Wir wissen bereits, dass man den Einheitsoperator iiber ein vollstandiges
orthonormales Basissystem {|e;) } ausdriicken kann:

=) le)el - (A.55)

Ein solches Basissystem wird insbesondere von den orthonormierten Ei-
genvektoren |a;) jedes hermiteschen Operators A aufgespannt, mit

Ala) = ai|a) . (A.56)
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: (orthonormal gewéhlt)
Damit kénnen wir den Operator A in seiner Eigenbasis ausdriicken:

A=1Al =Y |a)(ail A Z; |a;){a;]
=Y la;)(ail Ala;) (asl
i,j N~

ajla;)
= Zajlaz) (a,-|a,~) (a,~| = E ai |ai)(ai
i,j T i
ij

Wir erhalten die SEektraldarstellung des hermiteschen Operators A,
das ist die Darstellung in der Eigenbasis:

Eigenwerte: a}_i ( A 57)

und zugehérige
Eigenvektoren [ a_i >

Funktionen von Operatoren

Wir wollen nun zu den hermiteschen Operatoren auch Funktionen dieser
Operatoren betrachten. Die Bedeutung der Operatorfunktion A” A*, v eN
ist sofort einsichtig, namlich die mehrfache Anwendung des O Operators
A: (AA - .). Dies ist wieder ein Operator. Allgemeinere Funktionen eines
Operators miissen jedoch erst definiert werden.

Jede analytische Funktion einer komplexen Variablen z lasst sich als Po-
tenzreihe schreiben: o
Y as

v=0

Man erweitert nun die Wirkung dieser Funktionen auf Operatoren:

Def. A.26 (Funktion eines Operators).

o0

=3 X (A.58)

v=0

Die c, iibernimmt man aus der Reihenentwicklung der Funktion f(z) fiir x € C.

Die Funktion eines Operators ist also tiber die Potenzrezhenenthcklung der

Funktion definiert. Beispiel: e =1+ A+ A?/2 .
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Diese Definition ist fiir praktische Rechnungen weniger geeignet als die
zugehorige Spektraldarstellung, die wir nun herleiten werden. Fiir ganz-
zahlige Potenzen m gilt:

A™ = Z al a;)(aj| (A.59)

Beweis: Vollstandige Induktion

1
> af' |aj){aj| Vm <M

J

Induktionsanfang (m = 0): A°
Induktionsannahme: Am

Induktionschluss:

AN A=Y ) @A =Y e

j j
(a;| aj=(aj| a;

(hermitescher Operator: reellle EW) q.e.d.

Mit (A.58) und (A.59) ergibt sich fiir Operator-Funktionen:

1) = Fok = FoT dletinl z(zcua;) o)

¥=0 j i \v=0
f(aj)

die Spektraldarstellung von Funktionen eines Operators

(A.60)

Wenn wir Gl. (A.60) als Definition der Funktion eines Operators verwen-
den, konnen wir auch nichtanalytische Funktionen f zulassen.

Aus GI. (A.58) leitet man auch leicht das Verhalten von Funktionen bei
Transformationen mit einem unitdren Operator U her:

AT — i) — AT AT

S(UTAD ) _z,c,,(UAU) =% e (UAUg AU...)
1

=Y, a0 (A) 0 =0tfA)0

A3l
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Wir fassen die Ergebnisse zusammen. Sie gelten auch fiir Operatoren in
abzdhlbar unendlich dimensionalen Vektorrdumen.

Es sei {|a;) } das vollstandige orthonormierte Basissystem aus Eigenvekto-
ren des hermiteschen Operators A, mit den zugehorigen Eigenwerten a;._
Dann gilt:

SPEKTRALDARSTELLUNG (SPEKTRALSATZ)

i=>" |a)ail (A.61a)

A= Z a; |a;){ai| (A.61b)

f(4) = Z f(ai) lai)(ail (A610)
f(UTAU ) = Ulf f(AU (A.61d)
WIFA) = 3 f(@) Kale)? (A.6le)

Die Gleichung (A.61c) enthélt die beiden vorherigen Gleichungen als Spe-
zialfélle. Allerdings folgen die Gleichungen (A.61a) und (A.61b) aus den
elementaren Eigenschaften der linearen Vektorraume, wohingegen der GI.
(A.61c) die Definition der Funktion eines Operators zugrunde liegt.

Als Anwendung folgt Gl. (A.61e) direkt aus Gl. (A.61c).

A.4.3 Darstellung iiber Matrizen

Wir haben gerade Beziehungen zwischen abstrakt geschriebenen Operato-
ren hergeleitet. Man kann sie dquivalent auch mittels Matrizen schreiben.

Def. A.27 (Matrixdarstellung). Die Darstellung eines Operators A in einer
beliebigen Orthonormalbasis {|e;)} ist die Matrix A mit den Matrixelementen

Aij = (61'A|6J> (A.62)
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Die obigen Operatorbeziehungen werden in dieser Basis zu entsprechen-
REEHEE den Gleichungen fiir die Matrix A und ihre Funktionen. Nicht nur in der
OperatormitDach  Quantenmechanik, sondern auch in anderen Gebieten spielen Funktionen
Matrix ohne Dach s . o ¢

von Matrizen eine wichtige Rolle.

Entsprechend der Definition Gl. (A.58) haben Funktionen f (A) die Matrix-
elemente

(eil f(A IeJ Z Cy 31|A le;)

Beispiele: s
(eilAlej) = Ay

(eilAdles) = (elA Y le (el Ales)

l

= Z(e,'A'el 6[|A|€] ZAIA[] AA);] (A2)ij

1 gerade gezeigt
(eilA"le;) = (A")y;
Es folgt: (elf(Ale) = (F(A), (A.63)
z:B.: (e¢|ei"i|e]-} = (eiA)Jl

Wir erhalten also die analogen Funktionen der Matrizen. Zum Berechnen
solcher Funktionen von Matrizen ist es in der Regel das Einfachste, die
Spektraldarstellung zu benutzen (d.h. die Eigenbasis). Aus dem Spektral-
satz wird die Darstellung o

(‘i‘l).)i = (ezlf( Jej) = (el (Zf(am |am) am|) le;)

= Z ezlam> (amlej) - (A.64)

Dazu benétigt man die Eigenwerte von A und die Koeffizienten (a,,); =
(e;la,,) der Eigenvektoren von A in der Basis |e;). Die Eigenwerte kann
_man iiber die Sékulargleichung det(A — A1) = 0 erhalten und die Koeffl-
zienten anschlieffend als Losungen der linearen Glelchungssysteme

3 Ay (eslam) = am (eilam) & AdGn = amdn.  (A65)
j — )
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Diagonalform

In der Eigenbasis {|a;)} ist die Matrix A dzagolal Man sieht dies direkt aus
der Spektraldarstellung

(@il Alay) = (@il Y am |am)(am||a;) = a;6,;, (A.66)
oder auch daraus, dass die |a,,) Eigenvektoren sind:
(a,-] /i |aj) = (ai| a; Iaj) = aj §ij v (A67)

Man kann also die Matrixdarstellung eines Operators A diagonal machen,
mit den Eigenwerten g; auf der Diagonalen, indem man eine Ba51strans-
formation |e;) — [a;) = U le,) mit der unitdren Matrix (A.45) durchfiihrt:

U= > i) {ed]-
In der Basis {le,)} hat U die Matrixelemente 1(
Un = (exlUlem) = (exlam) . “l‘/  LlA9)

Aquivalent (Gl. (A.54)) hat der Operator A" = UTAU in der alten Basis |e;)
Diagonalform, mit denselben Matrixelementen:

anderer Operator A" !
A =UAU =3, le)al Alam)(en
= Dim le) (@] am |am)(em|
= 2im &) am Oim  (em|
= 2aile el - (A.69)

Ein lineares Gleichungssystem

A) = B) & > Ayv = b (A.70)
J

16st man durch Diagonalisierung der Matrix A. Dies entspricht einer Trans-
formation auf die Elgenba31s von A. Wir multiplizieren dazu A lv) =ATlv) =
AUU' |[v) von links mit U

UtAU Ut =Utp) . A71
AL 1 |v) |b) (A.71)

A =: |v’) =: |bf}
= A ) =), (A.72)

wobei die Matrix A jetzt diagonal ist. Zur Durchfiihrung einer Diagonali-
sierung gibt es zahlreiche analytische und numerische Verfahren.
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorrdumen

A.4.4 Determinanten

Es sollen noch einige niitzliche Eigenschaften von Determinanten ange-
geben werden. Wir unterscheiden hier drei Typen von n x n Matrizen: 1)
beliebige A, B; 2) hermitesche H mit Eigenwerten ), , und 3) unitire Ma-
trizen U.

EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN
S

|det(U)| = 1 (A.73a)
det(A") = det(A)* (A.73b)
det(A B) = det(A) - det(B) (A.73¢)
det(U' A U) = det(A) (A.73d)
det(H) =[x (A.73e)

T

det(H) = eP0H)  f=> f? Lt H = t:-,l1 H /(A.73f)
(= % 4.

Anmerkung zu G. (A.73c): Determinanten sind nur fiir quadratische (n x
n) Matrizen definiert*. Dennoch ist die Determinante des Produktes AB
zweier nicht-quadratischer Matrizen definiert, wenn das Produkt eine qua-
dratische Matrix liefert, das heif3t, wenn A eine n x m- und B eine m x n-
Matrix ist. Allerdings gilt dann GI. (A.73c) nicht mehr in dieser einfachen
Form. Diese Determinante ist auf jeden Fall Nuii, wenn m < n.

*Determinanten nicht-quadratischer Matrizen werden manchmal dadurch definiert,
dass man die Matrix quadratisch ergénzt, d.h. die fehlenden Elemente zur quadratischen
Form mit Nullen auffiillen. Die Determinante dieser Matrizen ist zwar Null, aber immer-
hin definiert.
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