
Anhang A

Vektoren und Operatoren.

Wir ben6tigen fur die Quantenmechanik eine Reihe mathematischer Werk-
zeuge mit einer eigenen, sehr effizienten Notation durch ,,Bra-" und ,,Ket-"
Vektoren. Dabei spielt die lineare Algebra eine Schltisselrolle. Wir werden
zunachst einige Konzepte anschaulich besprechen und darn die mathe-
matische Formalisierung vornehmen.

A±_.  Heuristische Einftihrung.

A.1.1    Vektoren in 2 Dimensionen

Zur Veranschaulichung der folgenden abstrakteren Konzepte seien zu-
nachst einige bekannte Eigenschaften von Vektoren in Erirmerung geru-
fen. Vektoren a sind sind durch eine Lange und eine Richtung charakte-

•`         3¢1.      x
^

Albb[+d:ur\8A.1..,E¥4_:Tfekt_o_r_v+_updseineKopi~pone_ntenv-®undv-g.

risiert (nicht durch einen Ursprung). Sie existieren, z.B. durch eine Zeich-
nung, auch ohne ausdrtickliche Angabe von Koordinaten.
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A.1. Heuristische Einftlhrung

Das£!S±±±LrpL±gLd+±L±zweiervektoren

(a . ay-)  =  |d|  |fty+I  cos(Winkel zwischen a und co+)

ist eine Zahl.

Eine orthonormale Basis ist in zwei Dimensionen durch zwei normierte_   ----   __   _ __  _ _ ,

orthogonale Vektoren wie €+£ und e-gr gegeben. Jeden Vektor kann man als
Linearkombination der Basisvektoren schreiben:

V-   =   e-co Ve  +  e-u Vu   --   V-e  +  du

Die Koeffizienten sind die Koordinaten von a kz_ifei4L¢e=r____P~as_is
ji££+ELDieseKoordinatenkannmanmitHilfedesskalarproduktesberech-
nen: =--``

Va:=eco.V           ]          Vu=eu

V-  =  V-co + V+y  --  e+ca (e+co . 3)    +    €y (e+y . v-)  .

Also ist

(A.1)

Hier ist Jz die Projektion des Vektors a auf den Basisvektor €-£ und Jar ist
die Projektion auf e-gr. Jeder Vektor lasst sich also als Summe i_er__Pr_oj=e_k9P=:
nen auf die Basisvektoren schreiben. Man beachte, dass die Koeffizienten

±L_un..d u„ von der Basis abhangen, aber der Vektor a selber nicht.I

A.1.2    Bra-und Ket-Vektoren-i-_1 --,-------,---.- =_T_  -

Fine von Dirac eingefthrte Schreibweise ist z.B. fur Basistransformationen
oder die Spezifikation von Operatoren sehr gtinstig. Wir schreiben Vekto-
ren jetzt als statt a. Das Skalarprodukt (tB . d)  zweier
Vektoren schreiben wir jetzt als

(t„Iu)

DiesesLSLLa=rp=efJFkt:=kem_pen_gil.se_ip±€J±£_g__re_ct4=tngT=.nigfuffas|e£;die
dem Vektor  |u)  die Z¢feJ  (w|t;)  zuordnet.  Ftlr diese Abz7!7dw7tg verwendet

]Die Namen ,,Bra" und ,,Ket" entstanden als ktinstliche Aufteilung von ,,Bracket''.
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A.1. Heuristische Einftlhrung

man als Notation den ,,Bra-Vektor"(w|. Diese Abbildung (ur| angewandt
auf den Vektor |u) ergibt die Zahl (ur|u)

J* (U)  =  (wl lt')  :=  tp
Abb.   Argument                                                 Zahl

Wir schreiben die Gleichungen aus den vorigen Abschnitt jetzt noch ein-
mal mit Bra- und Ket-Vektoren:

Linearkombination von Basisvektoren:   |u)   =  u„  |€®)  +  uar  leer)1--_---
Koeffizienten2:   uff=(e®|U)    ,    Uer=(egrlu).             /`'r}      F}

Die Projektion von |u) auf den Basisvektor |€z) ist also

lug)    =    leo)    (€ff |u)==- -i
and v. -- (e®|v) ist der Koef f izient von |v) in RIchtung des Basisvcktors lea) .

Man kann hier den Projektionsoperator

i)€£    :-    leg)  (€®1

identifizieren, mit dem sogenarmten

(A.3)

crc# Prodwkf von |€£) und (€ff I. Die
Abbildung  (e® I  ergibt bei Anwendung auf einen Vektor -aa-5=STEala.apro-
dukt, also eine Zahl. Diese Zahl multipliziert dann den Vektor leg):

Abb.EH
1„€)  -  I:2J:|J:;i  -  I:i (:i::)  .

Operator   Vektor             Vektor      Zahl

Insgesamt: Operator angewandt auf Vektor ergibt Vektor.

Die Aufspaltung des Vektors |u) in seine Komponenten (A.1) 1autet nun

lu)   -   lt,ff )  +  lt,gr)
I_

leg)    (ez|U)     +     I€gr)    (€glt')

=    (|€ff)(effl    +    Ieor)(€grl

=   (f}eff   +   Peer)   It')   .

I a,)                     (A.4)

2In der Quantenmechanik ben6tigen wir auch kompJexe Koeffizienten (formale Be-

schreibung folgt). Man definiert (w|u)  =  (u|ur)*  (Kap. A.2.1). Das Skalarprodukt ist da-
durch im zweiten Argument linear un   im ersten Argument ,,antilinear ".
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A.1. Heuristische EinfHhrung

Wir sehen, dass die Summe der Projektionsoperatoren beztiglich aller Ba-
sisvektoren, hier Peg + £e„ den Vektor |u) ##zJcrd.#derf lasst. Diese Summe
ist also der IdentitatsoDerator

P€Jpeg    =    leg)(eff|   +   leer)(€grl    =    fl

Tn h6herdimensionalen Rdumen ist narful+ich tiber alle
vektoren zu summieren, somit

orthonormalen Basis-
(siehe Kap. A.3.1)

fl  -F  ( ,eo,(€o, ) (A.5)

Dort wird aus der ersten Zeile von (A.4) jetzt |u)  = Z=¢ |€6) t;¢ (siehe Gl. (A.9)
mit den Koeffizienten u€ = (€6|t;) (siehe Gl. (A.13)).

Die Form (A.5) des Identitatsoperators ist oft sehr ntltzlich. Wir k6nnen sie
zum Beispiel verwenden, urn das Skalarprodukt (tt; I u) umzuschreiben:

qu-(owl |u)  -  (ur| fry
lt,)

-I:  (wl   1¢)(¢1  lt,)

C

-I:  (ayli)   (¢Iu)
8

-I:  (¢lw)*   (¢1„)
8

(A.6)

wobei w6 und u¢ die Koe#z!.c7tfc7! der Vektoren |w) und |u) in der jetzt kurz
als |6) geschriebenen Basis sind. (``6" oder ``€6'' sind nur N¢77gc77 !). In einem
reellen Vektorraum ist dies die gewohnte Form des Skalarproduktes w+ .
a  =   Z= ay6 u5. Manchmal ist auch die gewohnte

alten von Koc ntltzlich.

Z:  tt,oTu`    -(u,;,a";,..)

Notation mit Zeilen und

'::\                        (A7,
Manbeacha..eineKg_e=ffiz|±!|±±±!|±|291±±1S9t,i!!11!!1!t±f_tn!1S!12±4EEt!2!:l±!l±±±±!:±2±Z!1g]i{b-

±iiin_ervorfefeben€_p_P_£gi_§i±j9i§±±]±.C_hLk!jg]:±±E±±pet`_t
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A.2. Lineare Vektorraume

A.2    Lineare vektorraume

Wir stellen jetzt die eben anschaulich eingefuhrten Begriffe auf ein starke-
res mathematisches Fundament. Wir beschranken uns zunachst auf endlich-
dimensionale Vektorraume.

A.2.1    Der lineare vektorraum

Def. A.1 (Lin. Vektorraum).  Mc7tgc V z7o# £jc7Hc#£en (Vckforc7t), dz.c bczdig-
lich einer Addition der Vektoren miteinander und einer Multiplhation mit einem
Skalar (d.h. einer Zahl) abgeschiossen ist. Fiir zwei beliebige Elemente |v) , |w) des
Vektorraums V and beliebige skalare Grofoen a, b soll gelten:

1)  Abgeschlossenheit beziiglich Addition: |v) + |w)  € V

2)  Abgeschlossenheit beztlglich Multiplikation: a|v)  € V

3)  Distributivgesetz der Multiplhation: a(|v) + |w)) = cb|v) + a|w)

4)  Distributivgesetz der Multiplikation: (a + b)|v) = a|v) + b|v)

5)  Assoziativgesetz der Multiplikation: b(a|v)) = (dr)|v)

6)  Ko777777w£¢£!.z7gcscfz dcr Addz.ff.o#..  loo)  +  |u)  =  |t;)  +  |ur)

7)  Assozi.cz£!.z7gcscfz der Addz.£fo7t..  |tu)  + (|u)  +  |u))  =  (|ur)  + |u)) +  |u)

8)  £xisfc7!z dos N#ZJz7ckfors  |0)  :  |u)  + |0)  =  |u) ,. |0)  €  V

9)  £xisfc7tz dcs I.#z)crsc„ £Zc77!c"£s  I-u)  : .|t;)  + I-u)  =  |0) ,. V|u)  €  V

10)  Bei der Multiplikation mit der Eins soll gelten: 1 . |v) = |v)

Die skalaren Koeffizienten a, a sind Elemente des K6rpers, tiber dem der
Vektorraum definiert ist.  -

Koeffizier\ten a, b € TR = reeller Vektorraum
Koeffizienten a, b €a ± homvlexer Vektorraum
Die Vektoreh--i-6-ibai sind wed6i ieall -h~ocri±ko-mplex !

Aus den Eigenschaften eines Vektorraumes folgt:
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A.2. Lineare Vektorraume

th

•  |o) ist eindeutig

•   010)  -10)

•  I-u) ist eindeutig/-fa
•  I-„) --lu)

Beispiele ftir Vektorriume:.   -   _ _- -  ,
A) Vektoren in R"

Die bekannten Vektoren (Pfeile) mit Lange und Richtung.
Addition bedeutet verbinden der Pfeile: Ende des einen Pfeils ist An-
fang des zweiten.
Multiplikation mit einem Skalar ci bedeutet Streckung urn den Fak-
tor a.
Nullvektor ist der Vektor der Lange 0.
Inverser Vektor ist ein Pfeil in umgekehrter Richtung.

8) 2x2 Matrizen

Auch 2x2 Matrizen reprasentieren Vektoren im verallgemeinerten
Sinn.Wir definieren eine Basis

i€L\=(::),i€2\=(Tri),ie3\=(::),i€4\=(::)

In dieser Basis kann man die Eintra e von 2 x 2 Matrizen als Koeffi-
zienten von Vektoren auffassen:

Addition: U||      U12

t'21      U22

Ov||      W12

w2i     ay22

Multiplikation mit einem Skalar: cL

Nullvektor:

Inverses Element:

)-(
t'11       U12

U21      t'22

i/11  +tt/11     t/12  +tt/12

t/21  + tt/21     t'22  + tt'22

)-(,

Damit sind alle Eigenschaften eines Vektorraumes erftlllt.
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A.2. Lineare Vektorraume

Def. A.2 (Lineare Unabhingigkeit).  £z.ne Mc7tgc zJo77 Vckforen lug) 77t!.£ ¢ =  1, 2...n
_            _                                                       -LJT= .--.    _  ._.      .     _.                     -_I_    -

heifot linear unabhangig, werm gilt:

£a€,u¢,-,o,     e     c¥8=o
'`=1

Ansonsten heifot sie linear abhangig.

(A.8)

Zum Beispiel sind zwei nicht parallele Vektoren (Pfeile) in der Ebene line-
ar unabhangig. Jeder weitere Vektor hingegen muss dann linear abhangig
sein, da er durch Linearkombination der beiden anderen Vektoren aufge-
sparmt werden kann. Die Dimension der Ebene ist lediglich zwei.
Das bringt uns zur allgemeinen Definition der Dimension:

De£. AL.3 (D±measion).  Ein Vektorraum hat die Dimension n, wenn es in ihm
maxincal n linear unabhangige Vektoren givt.

Notation: V7t (R) n-dimensionaler reeller Vektorraum
V7t (a) n-dimensionaler komplexer Vektorraum

Vektorraume k6nnen auch co-dimensional sein.

Beispiel:
Der Vektorraum der 2x2 Matrizen ist 4-dimensional, da die eben definier-
ten 4 Matrizen |€¢) offensichtlich linear unabhangig sind und hieraus alle
2x2-Matrizen aufgebaut werden k6nnen. Pies gilt sowohl im reellen als
auch im komplexen Fall.

I+eoren±A;i Jeder Vektor |v)  in einem n-dimensionalen Vektorraum karm
als  Linearkombination von n linear  unabhangigen Vektoren  led)  i  =  1, 2 ..., n

geschrieden werden:

I    -Z:       ,

Def. A.4 (Basis).
Basis des VTL .

(A.9)

Eine Menge von n linear unabhangigen Vehioren in Vn heifot
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A.2. Lineare Vektorraume

DctA.5.DieEntwicklungsk_o_effizien±±!±±!iheifoenauchE:!E¥ggl4j!}_a_t_epdesvektors
in der gewdhlten Basis.

Theorem   AL.2.  Die Entwicklung eines Vektors in einer linear unabhangigen
Basis ist eindeutig.

Achtung:IndiesemskriptsindalleB±g±±!!n±±uc±!||4g_.i_|§t__fln!|4|g!e2f2r_±h!1g±N:±9r:m!1191±1£±±Sem_a_

fYJON).Wirwer4_SP_gflt_::B9S1£:::Sgiv9EL(horrekter) VON schreiben.=._--==--_-_ i    -===   ---J---LJ[ ----- i   .    . -

i'.) ist die abstrakte Notation eines Vektors. Erst in einer
wird der Vektor durch konkrete Koeffizienten s
gewechselt£_aj±_gem_s_i£_hdie

ewahlten Basis
ezifiziert. Wird die Basis

Zahlenwerte, aber der Vektor und die Bezie-
en mehrerer Vektoren untereinander bleiben immer dieselben. In den

Komponenten gelten die altbekannten Regeln fur Vektoren:

Mit:  |u)   =   i  uo  lei)      und      loo)   =   i  un5  |€c)
¢=1                                                                            ?=1

gilt:  lt,)  +  lco)   -i  (t,` +t„`)  le`)
¢=1

Def. A.6 (Unterraum). Gegeben sei ein Vektorraum V. Eine Untermenge von
V, die selber einen Vektorraum bildet, wird Unterraum genannt.

Addition und Multiplikation sind im Unterraum genauso definiert wie im
Vektorraum V.

A.2.2    Das Skalarprodukt
__--.---...-,,,r-

Def. A.7 (Skalarprodukt). Dfls SkeJ¢7prodwkf I.sf c!.7tc komplexwertige F#7tk-
tion zweier Vektoren |v) ,|w) . Es wird init (v|w) gekennzeichnet und hat folgende
Eigenschaften..

.  (ulw)  =  (ayl„O

•(ul„)20,,       (ulu)-0   e    1„)-10)

•DasSkalarproduktistJj||±g]r__in2.A_lg]±±!±9|£]|±i
M€t  |a;)  :=  c¥|u)  + 4|ttJ) g!.Jf

(ttla,)  -cy(ttlu)  + ¢(ttlu,)

3Ausnahme: koharente Zusfande, Kap. 4.9.6 (vollstandig, aber nicht orthonormal)
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A.2. Lineare Vektorraume

•  Es ist anti-linear im 1.Ar ument..

(ffltt)  -c¥*(t,ltt)  + ¢*(avltt)

DievierteEigenschaftfolgtunmittelbarausdenerstendreiEigenschaften.
Es kann leicht tlberprtift werden, dass das bekannte Skalarprodukt von
Vektoren im R" diese Eigenschaften erfullt. Mit Hilfe des Skalarprodukts
lasst sich nun in Anlehnung an die Bedeutung der Vektoren des Rn eine
Norm (Lange) von Vektoren definieren.

±„esvekfors,„,,.sf..LH=jLEL=De£. A.8 (Norm.).  Die Norm eines

(Man beachte die oft tibliche abkfirzende Schreibweise
sich die

I |u| I  ) Ebenso lasst
Eigenschaft der Orthogonalitat nit Hilfe

allgemeinem.

Def.  A.9  (Orthogonalitat).  Zzuc!.  Vckforc#

gz''f..    (ulco)  -0

Def. A.10 (Ort

des Skalaaprodukts ver-

|v) ,|w)  heifoen  orthogonal, werm

BflsiszJckfore#  |€)  ffl€.f  ||e¢||   =  1   V ¢  w%d ffl!.£

V 4,i   heifoen orthonormal. Eine solche Basis heifot Orthonormal-

Beispiel:

==bbaes:ag)te:€¥e===:::::=±::=:±::==:::==:::g:gg=:g:;g±g=
Ausdruck fur (u |tu) her. Wir nehmen nur Umformungen nach Def.A.7 vor.
ESsei:     (€¢|€,.)  =  66,.  7      |tJ)  =  Z=6t;¢|€¢)  ,      loo)  =  Z=,.tuj|€,.)  .  Danngilt:

(ulay)__I Z:ucftt,,.(€6l€,.)
¢,j

Ei
in

Ei

vtwj  66j

t,cft"6

Im R" wird die letzte Zeile zu: a . a = Z:5 a¢b5

Die resultierende For7H   Z=6 t;3*tt/€   des Skalaaprodukts gilt in jeder Ortho-
normalbasis. Die Koeffizienten u6, w¢ hangen von der Basis ab, nicht aber
der Werf des Skalarproduktes !
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A.2. Lineare Vektorraume

Das Skalaaprodukt erfullt zwei wichtige Ungleichungen:

Schwarzsche Un I(u|tu)|2      s      (u|O)(On|cO)      =      ||¢||2||Ow||2

(A.10)

||t/||-||w||     S     ||(|t;)+|w))||     S     ||u||+||w||

(A.11)

Beisp_i±

/(ff)  seien die Fun_ktionsvy£_rt±e eine im Intervall 0  S  £  S  A definierten
komplexwertigen Funktion die man als Koeffizienten eines Vektors I/)
auffassen kann (s.a. spater). Die Addition und skalare Multiplikation seien
definiert mit:

(/ + g)(ff)  :=  /(ff) + g(ff) (punktweise Addition)

(af)(a;)  ..=  af (a;)

Das Nullelement hat die Funktionswerte: /(g) = 0   V ff €  [0, L]
Das inverse Element hat die Funktionswerte:  -/(ff)
Ein m6gliches Skalarprodukt zweier solcher Vektoren I/),|g) ist:

(f |g)=|oL f *(ca)g(ca)dca             ±>b4    ':%#:'4&  '.       (A12:)

A.2.3    Entwicklung in einLqupr±h=o±_o=rqug|basis

Wir gehen von der Darstellung des vektors I u) in der vollstandigen orthonormal-
Basis |€6) gemaB Theorem A.1 aus:

lu) -i"& leo)
¢=1

Wir berechnen n.och einmal die Koeffizienten u,. von  |t;)  in dieser Basis.
Wir multiplizieren dazu die Gleichung von links mit (€,. I und erhalten die
Formel zur Berechnung der Entwicklungskoeffizienten, namlich gerade
das Skalarprodukt mit den Basisvektoren:

#-(e,,(Eu¢,€e,)-Euo(€',ec,

A10

vb6ij -vjI- (A.13)
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A.2. Lineare Vektorraume

A.2.4    Der Dualraum

Zu jedem linearen Vektorraum V existiert ein sogenannter
linearer Funktionale auf V.

__          ___   .

Ein Funktional weist Vektor

Dualraum

einen skeJ4re7t Wert zu.
Fin Z£.7tc¢res Funktional erfullt zusatzlich:

F(ci|u)+6|tu)  )   =   aF(|t/))+bF(let/))     Va,b€C     und     V|t;),low)

Ein einfaches Beispiel fur ein lineares Funktional ist das Integral. Es weist

jeder Funktion / einen Skalar zu und ist linear.
Die Me7t c ¢ZJcr Z!.7tc#rc7t Fw7ik£!.o7t¢Jc bildet einen linearen Vektorraum  V*

(den Dualraum), wenn wir auch ihre Summe definieren:

(Fi  +F2)  (|U))   =   Fi(|U))   +  F2(|U))

Das folgende Theorem setzt nun den Vektorraum und den dazugeh6rigen
Dualraum in eine eindeutige Beziehung zueinander:

Theorem   A.3 (Rieszsches Theorem).  V w7td V* sz.7td iso77toapJ!, d.fe. es gi.ZJ£
eine eineindeutige Bezichung zwischen den linearen Funktionalen F in V*
de" Vckforert  |ur)  !.7t V.

AIle linearen Funktionale haben die Form F (Jv)) fov) ,
wobe®/einfestervektorund|v)einbeliebig?rvektoiris-t.

„7tc!

Fin Funktional F lasst sich deswegen mit einem ,,Bra-Vektor" (u;I € V* iden-
.tifiziere±, der auf einen Vektor |u)  €  V wirkt, mit der suggestiven Dirac-
schen Scheibweise

(awl    I")    :-    (wlt,)  .

Die Antilinearitat des Skalaaproduktes im 1. Argument fuhrt auch hier zu
einer anti-linearen Beziehung: Der (Ket-)Vektg±___c I u_)___ ±9±i=e=±±;Pap
Funktional (=,,Bra-Vektor'') c* (t;I !
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1) Beispiel für das Skalarprodukt zweier Vektoren:  Es seien  I1>  und  I2>  orthonormale (Basis-)vektoren, 
                                                                                        d.h.  <1I2>  =  <2I1>  =  0   und   <1I1>  =  <2I2>  =  1 
Wir betrachten die beiden Vektoren  Iu>  =  2 I1> + 3i I2>   und    Iv>  =  4 I1>  + 5 I2>
Skalarprodukt:  <uIv> =  (  2 <1I - 3i <2I  )  ( 4 I1> + 5 I2> ) = (ausmultiplizieren)  =  2·4 <1I1> + 2·5 <1I2>   -3i·5 <2I2>  -3i·4 <2I1> 
                                                                                                                                =     8  ·  1    +           0       - 15i  ·  1     -          0          = 8 - 15i
2) Rezept für orthogonale Vektoren:  Es sei allg.  Iu> = a I1> + b I2).  Dazu orthogonal ist  Iv> = b* I1> - a* I2>, denn <uIv> = a* b* - b* a*  = 0
    Beispiel für die Koeffizienten:  (cos, sin) und (sin, -cos) 



A.2. Lineare Vektorraume

A.2.5   Folgen E±K0qvefg+€¥   _

Aus der Norm ||u|| lasst sich ein Abstandsbegriff zweier Vektoren |w) und
|u) und eine Metrik im Vektorraum definieren:

Def. A.11 (Abstand). Der ALbstand zweier Vcktoren |v) , |w) ist defroiert durch:

d( |u),  loo) )    =   d(u,ay)   :=   ||  |u)  -lay)  || (A.14)

Diese Abstandsdefinition erfullt die notwendigen Bedingungen einer Me-
trik:

1.  cZ(u,fty)20     ;     d(u,co)=Oe|w)=|u)

2.  d(u, w) S d(u, u) + d(tJ, w)     V tt € V (Dreiecksungleichung)

3.d(v,w)--d(w,v)

Mit Hilfe des Abstandsbegriffes ist es erst m6glich, tiber die Konvergenz
von Folgen zu sprechen.

Def. A.12 (konvergente Fo±ge.).  Ez.7tc Fo/gc  |u7,)  77tz.£  |u„)  €  V , 7t  €  N /zcj#£
koavergent, wenn gilt:

•   I |t,)  €  V 7ffl,'f

•  "limco d(„", u) -0

•  |v) ist eindeutig

Def. A.13 (Cauchy-Folg±. ImGe ensatz zu einer konver enten Fol e muss
eg|||!e Cauckyf olge kein Grenzelement j||JL hab!±]!n._ Es muss aler gelten, dess
d(vm,vn)+0from,n+co.Mitanderei{-W-;rten:
Ftlr jedes € > 0 existiert ein N€ mit d(vm,vTb) < €   Vn,in >  N€

Die Tatsache, dass der Abstand zwischen den Vektoren einer Cauchy-Folge
gegen Null geht, heiBt noch nicht, dass das Grenzelement existiert. Z.B. ist
(1+£)neineCauchy-FolgeimRaumderrationalenZahlen;dasGr=ele-
ment €0 existiert aber nicht in diesem Raum.
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A.3. Lineare Operatoren

4±E±±±±±±±efp±e=r=a_t_Qren.
1

Fin Operator A bildet Vektoren auf Vektoren
d.h. Wenn  |u) ein Vektor ist, ist auch  lay)

±-b£
:= A |t;) ein Vektor.

Ein Operator ist ausschlieBlich durch seine Wirkung auf alle  |u) € V tozw.
alle Vektoren seines Definitionsbereiches) definiert.

Da wir es in der Quantenmechanik nur mit linearen Operatoren zu tun
haben werden, werden wir sie in Zukunft einfach als Operatoren bezeich-
nen. Wir notieren Operatoren mit einem Hut ^ .

Def.A.14(Linearer_9P=±±e±=OTr?. Ein linearer Operator erfullt

4(a |u) + a |tu))  = aA |u) + bA loo)

ESL8±i somit, die Wirkun eines linearen
B¢sisz7cifeorc7t zu kennen, da__                           --       I_ _i.-

(A.15)

LQperators_aufeinensatzvon-----_-_,_i_._.-___^===    _         _   _     _____i_____. __ _      _   __  -

jeder beliebige Vektor als Linearkombination
der Basisvektoren geschrieben werden kann !
Die Identitat zweier Operatoren (A = £) bedeutet, dass A |t;)  = 8 |t;) fur
alle Vektoren aus dem Definitionsbereich gilt, der ftir beide Cxperatoren
gleich sein muss.

Def. A.15 (Summe und Produkt von Operatoren).

(A+B)  |u)    =    ,4|u)  +  £|u)
Af  lu)    -A(£  lu))

Beispiel: Der Ausdruck ist ein |i±Le~er.g_rQP=±g|t_Qr i Wenn man ihn
auf einen Vektor ltd) anwendet, erhalt man wieder einen Vektor:

lu)-(awl lot)   -   J* t# .
Vektor     Zahl

Summen solcher Operatoren sind ebenfalls wieder Operatoren.

De£.`AL.161±±±[s±ss±±±±±==±±Q_psr±g±gIr2.Daslnverse0-+einesOperators0istdefi-
niert durch

OO-1   =  C)-LO  =   fl

A13
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A.3. Lineare Operatoren

Es existiert keineswegs immer das Inverse eines Operators! Es kann auch
passieren, dass kein Inverses bzw. nur das Rechts- oder Linksinverse eines
Operators existiert.
Durch Einsetzen sieht man, dass gilt

(A£ . . . 2)-1   =  2-1. . . fi-1A-1 (A.19)

4±3.1   EinheitsopE±o|

Wir zeigen noch einmal allgemein die schon zu Begirm eingefuhrte Dar-
stellung des Einheitsoperators. Es wurde bereits gezeigt, dass sich ein Vek-
tor in einer Basis durch

lu)-£uel€c)
6=1

darstellen lasst, und dass die Entwicklungskoeffizienten mit

u€  -(€61„)

berechnet werden. Durch Einsetzen ergibt sich damit

A#.
n

E-=#L3- i leo) (eo|o)  =  i leo)# |u)Q,_-i          =1 #
Der letzte Schritt ist wegen des eingefuhrten Dualraumes m6glich, denn
das Skalarprodukt haben wir als eine Abbildungsvorschrift auf Vektoren
|u)  gedeutet, die mit dem Bra-Vektor (€6| bezeichnet wird. Fin Vergleich
der linken und rechten Seite ergibt schlieBlich

fi-£le?)(eel
¢=1

Das Ergebnis ist fur jede beliebige orthonormale Basis gtiltig.

A14
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Anmerkung: Beispiel für linksinvers ungleich rechtinvers:  
Die nicht-quadratische Matrix M = (1,1) (Zeile) bildet den Spaltenvektor (a,b) auf den einkomponentigen Vektor (a+b) ab. 
Das kann man i.a. nicht rückgäng machen, daher gibt es kein Linksinverses.
Es gibt aber viele Rechtsinverse, z.B. die Matrix (=Spalte) (1,0). Sie bildet  (c) auf die Spalte  (c,0) ab, und M macht daraus wieder (c+0) = (c)



A.3. Lineare Operatoren

A.3.2    Projektionsoperator

De£. A.I7 (ProjequonsopetaLtot).  Fin Projektionsoperator ist tiber die Eigen-
P2  -=  P P -=±_(Idempotenz)definiert.

J=--schaft

Wir beweisen leicht, dass i?i  :=
(e6le6)  -1 gilt:

Pc2 -,€i,(e¢

let) (e¢ I  ein Projektionsoperator ist, wenn

j%c,  =  ,ee, tj{b,  t€¢,  =  ,e8jte¢, = f%

DerEinheitsop'erator
es gilt fl2 - fl.

tl.(A.20)iste8enfallseinprojektionsoperator,denn

Beispiel:

Auch die Summe f' := 9
¢=1

e6) (€6| mit (e6|€j)  = 66,. tiber einen

±£±!s±orenisteinL±±g|¥flng±ri
LL

Tc!7 der Basis-

P2  =  Z:  leo)(e¢||e,.)(e,.I  =  Z=  leo)6¢j  (€j.I  =  Z= leo)(ec|  =  f'
i'j-1                                      i,j-1                              i-1

in den Lr#£crr¢wm, der
aufgesparmt
Z:c?=1 u¢le¢)    :

Pl")    :

durch die Vektoren |€6),   (6  =  1,
wird. Wir b-ei:Hen seine Wirkung auf einen Vektor

I
Z= leo)(eel   i"c|ec)

E"(±,::;(e,,),ee,

f"o(f,c,,(e,,e&,)
A

fuez:,e,,6"
6-1        ,'-1
I

Z:u,.Ie;)
i-1

Ein solcher Operator kann z.B. vom dreidimensionalen Raum auf die von
`den Vektoren I €i), |e2) aufgespannte zweidimensionale Ebene projizieren.
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.3    Matrixdarstellung von operatoren

Ieder Operator in einem n-dimensionalen Vektorraum kann als eine 7t x 7i-
Matrix in einer Basis  let)  dargestellt werden. Wir fuhren zunachst eine
Rechnun eratorniveau durch, d.h. ohne denOperator auf einen
Vektor |u) anzuwenden. Wir multiplizieren den Operator von links und
rechts nit dem Einheitsoperator:

Vektor-
i-Flee)(e®I  iFle,)(€,I  -= v*r (:::I::i #   (A.21,--   ` --... __._

11

DaheristderOperator0eineLinearkombinationvonOperatoren|e¢)(e,.I:

a  -  Z:  0``. lei)(€,.I nit Koeffizienten

und es gilt daher zusammen mit Gl. (A.13)

•  Die Koeffizienten ui eines Vektors  |u)  in einer Basis  |€¢)  erhalt man
durch Multiplikation von links nit (€6|:    u6 = (€¢|t;).

I,
•  Die Koeffizienten a,:,. eines Operators 0 in einer Basis  e6  erhalt man

durch Multiplikation von links und rechts mit (€¢ I und |ej) :

(),..I   - (eclol€'.)
-.I-   -     ®
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A.3. Lineare Operatoren

Genauso kann man in abzahlbar unendlich-dimensionalen Vektorraumen\
vorgehen. Wir mtissen dann fordern, dass die auftretenden unendlichen
Summen alle konvergieren.

A.3.4    Kommutator

erator-Multi likation ist assoziativ A
ig±±||gemeinenFio|==::::|ti][4L6±£L4:

(BC)--(AB)a
aber

Eg£=[zfg!:..Bei2aufeinanderfolgendenJ2rehupa:n|mdreidimensionalenRaum
urn verschiedene Achsen kommt es auf die Reihenfolge der Drehungen
an.

Deswegen definieren wir die folgende in der Quantenmechanik ganz wich~
tige Gr6Be

Def. A.18 (Kommutator).

:=  A£ _ £A

Der Kommutator zweier Operatoren A, 8 ist

(A.22)
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A.3. Lineare Operatoren

Fine Eigenschaft von Kommutatoren ist fur praktische Rechnungen sehr
ntltzlich

[AB,C]    =   j4[6,C]+[A,C]£         ,                                                   (A.23)

wobei A, 8 und C beliebige Operatoren sind. Beweis durch Einsetzen !

A.3.5    S ur eines Operators

De£. A.19 (Spur.. Die Spur eines Operators ist dofiniert als

fyA  =  €7-A    :=    £(e8|A|€8)_          -        ___      i              I                  _ ,
®=

Sie ist die Summe ilber die
rators. Sie ist linear in A. Hierbei ist
malbasis.

Theorem  A.4.  Die S ur eines

in einer
e¢) eine beliebige vollstandige Orthonor-

Oxprators irty je4er Basis gleich.

Beweis durch Einfugen des Einheitsoperators:

alte orthonormalbasis:       lei)
neue orthonormalbasis:     |e:)

(I,€;,(e;,),€®,
SA  =  Z=(e¢lA|e¢) = Z:(e5|A Einheitso erator ein eschoben

i (e3|A|`€;;     (e;lee) '     Produktzweierzahlen/

(€c|A|e;.)        Zahlenvertauscht

-I:(€;,(F,e€,(€e,)A,€"

-Z:(e;IA l€;)

A18
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A.3. Lineare Operatoren

Theote"  A.5. Die Spur ist invariant bezuglich zyklischer Vertauschung.
__-

fy(ABC.

Beweis wieder

=&(BtiA)=fty(C...2AB)             (A.24)

durch Einftigen des

fy(A£CL..)      =     Z=(€c|ABC...leo)  =Z:(ec|Afl£G...led)

=    i(ec|A(PIG,)(€,I)C6c      ,€o)
\J/

(€¢|A|e,)     (ej|Bcr... |e6)      Produktzweierzahlen

Z=(ej|B¢... lee)      (e¢|A|€,.)      Zahlenvertauscht
i,j

Z:(e,.16G
nJ

=     Z=(ej.l£G...iA|ej)  =Z=(e,|6C...Ale,)

S(ABC...)    -;(£C...A)                 '
etc

Mit Hilfe der zyklischen Vertauschbarkeit bzw. durch Einsetzen der Defi-
nition zeigt man auch die folgenden Beziehungen

In der letzten Zeile kommt der im Folgenden definierte adjungierte Ope-
rator At vor.

A19

evertz
Typewriter
Folgerung:
Spur eines Kommutators ist Null

Sp (AB) = (zyklisch vertauschen) Sp(BA)
==>
Sp(  AB -BA ) = 0

evertz
Typewriter
Aber nicht für mehr als zwei Faktoren:
Sp (ABC) = Summe_ijk  A_ij  B_jk  C_ki
                 = Summe_ijk  A_ij  C_ki  B_jk
i.a. ungleich Summe_ijk  A_ij  C_jk  B_ki
                = Sp (ACB)

evertz
Typewriter
weil        (BC)_ji
ungleich (CB)_ji



A.3. Lineare Operatoren

A.3.6    Adjungierter operatorr=g=#=¥:Ts=a
(A.29)

Den adjungierten Operator At kann man tiber seine Matrixelemente defi-
nieren:

Atltt)   :- ("lAlu)*        vat,„€v. (A.30)

(Man beachte die komplexe Konjugation.) Wegen der Linearifat des Ska-
larproduktes ist es acluivalent± .diese Beziehung
zu fordem:

At|e6)   =   (e6|A

nur fur die Basisvektoren

e3N_       ``rdNxded.    uA3x]-__-

Gleichung Gl. (A.30) soll ftir beliebige |")  gelten. Deswegen ist sie aqui-
valent zu einer Cxperatorbeziehung: Wenn wir A|u)    =    |tu)  nennen, so
definiert wegen (u|At|tt)  =  (tt|A|u)* =  (u|ay)* =  (t4|u)

derdazugeh6rigl=E=a-Vektordenadjungierten6jeratorAt:

lt")-Alu)      e (a,lAt       vu€v (A.32)

Der Beweis fur die Existenz und Eindeutigkeit des adjungierten Operators
findet sich in vielen mathematischen Lehrbtichern.

Aus der Definition ergeben sich folgende

(cA)t    -    c*At

(At)-1    -    (A-1)t

(A+a)t   -At+
EH,

6t - Bt + At
2)t   -2t...6tAt

(A.33)

Beispiel: Wir beweisendie letzte dieser Gleichungen.
(dl

("I(A£)tlti)#  a£I")*
=    (&lflU)*47(UIBtl&)  =  (u|BtAt|t4)

Im zwischenschritt wurde   (fi| := (tt| A   definiert und daraus mittels
(At)t = A  auf   |d) = At|")   geschlossen.
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A.3. Lineare Operatoren

nIuunginein±
Wiewirgesehenhaben,wirdderC)peratorAinderOrthonormalbasis|e6)
tiber die Matrix A6,. =  (€j|A|e,.) dargestellt:

A    =    Z=  A6j  leg)(e,.I   .
!j

FtirdenOperatorAtlautetdieentsprechendeDarstellung

At    -    Z:  (At)`j  ,€B,(e'.,   .
ml

mit der Mtrix

jEL= te6[At,e,.,   =  te,.[A,e¢,*   =

trix transponielf und komplex kbnrurieit. Der
her

A;6
__

(A.34)
Man erhalt also die ,,adjungierte Matrix'', namlich die ursprthgliche Ma-

__  I_,
erator selber lautet da-

At   -   Z:  A;a ,e`,(e,,  .

A.3.7    AUBeres produkt

(A.35)

NebendeminnerenProdukt,daszweiVektorenaufeinenSkalarabbildet,
gibt es, wie wir schon gesehen haben, auch das auBere Produkt, das zwei
Vektoren auf einen Qperator abbildet.

Def. A.20 (auBeres Produkt). D¢s a.#/ere Prodwkf zzoc!.cr Vckfore#  |u) ,  |tu)  z.sf
der Operator

lu) (tt,I  .

Die Wirkung des auBeren Produkts auf einen Vektor |") ist

lu)(wl I",  -  ,u,  ¢ .
Zhhl

Aufgrund von Gl. (A.31) gilt

(A.36)

(A.37)

derm(€,,  (,w,(u,)  ,eo,  -(€,,w, (t,,ee,  -(ay,e,,* (€e,u,*  -((ee,  (,u,(ay,)  ,€,,)*.
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A.3. Lineare Operatoren

A.3.8    Hermitesche und selbstadiunf=ierte oDeratoren

Def. A.21 (hermitesche Operatoren).  £z.7!

i|jfr±±|:noperatog|j±!J]±jfl!J]±]:!!]j±±±f!1:

A=At

ererfuor,der leich seinem

(A.38)

d.fe...     (uiAico)     =      ((ftyiA u,)*          v„,w€v

Ftir die zu einem hermiteschen Operator geh6rigen Matrixdarstellungen
gilt

Ag. - A;` . (A.39)

Der Unterschied zwischen hermiteschen und selbsta dj ungierten Operato-

:eenn:iarfe:::±:-f:::=gi::a:ee:::t:::nv:r=tiifjeT,ir=:rf:fn::nf:::een:
Unterschied verweisen, wenn es n6tig ist.

Theorem  A.6. Bereits die Tlerne (v|A|v) eines Operators legen die Hermitezitdt

/es,..

Wc„„ („lAlu)  € R V lu)  €  V

Dann z.Jf          A = At

Beweis:

Betrachte |u)  = a|uri) + b|w2)    ci, b € a

(ulAl„)  -  1o12 (tui|A|coi) + |b|2 (tt/2|A|tu2)

TLT2

ho'„*
V./tk,-)   /

+en+er
T3T4

|a|2,|b|2€R;   (ttt,.|A|un,.)  €R       5Ti,F2€R

(u|A|u) € R   i T3 + T4 € R
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A.3. Lineare Operatoren

Da die obige Gleichung fur beliebige |u)  €  V gilt, sollte sie insbesondere
ftir (cb =  1, b =  1) und (cL =  1, b = ¢) gelten

1.  a) - a - 1 :

i  (coi|A|"2)  +  (uJ2|A|tui)  ±  (tui|A|tU2)* +  (co2|A|uJi)*           (A.40)

2.  a) - 1  b - i :

=  ¢  ((Wi|A|W2)  -(ur2|A|Wi))     i    -¢  ((ayi|A|ay2)*  -(ay2|A|ayi)*)

(wi|A|W2)  -(t42|A|wi)     i     (W2|A|wi)* -(wi|A|ur2)*(A.41)

Addition von Gl. (A.40) und Gl. (A.41) liefert (tt/i|A|w2)  = (uJ2|A|wi)*.

Die bemerkenswerte Tatsache, daB aus der Annahme der Spezialfalle
(u|A|u)  € R der Allgemeinfall folgt, liegt daran, daB komplexwertige Ska-
lare verwendet wurden. Im rein Reellen eht das nicht. Es reicht auch
#!.ch£, (ei|A|e6)  € R nur ftir die Basisvektoren leo) zu fordem.

Def. A.23 (anti-hermitesche Operatoren). £{." Operczfor ke
Wenn

A = -J4t

anti-hermitesch,

EinwichtigesE=i=pi=Leinesanti-hermiteschenoperftorsis!der
zweier hermitescher Operatoren A und 8:jtwfflw£¢tor [A, I

[A, G]t = (A£)t -(£A)t = £tAt -AtBt = £A -Ag = -[A, 8] .  (A.42)

A23



A,3. Ljneare Operatoren

A.3.9    Unitare o eratoren

De£. A.24 (unft}are Opera[toten). Ein Operator tr heifot unitdr, wenn

OTCJ-fi-titJT    ,     a,so tJT   -  tJ-1 (A.43)

EinewichtigeEigenschaftunitarerOperatorenistdieErhaltungderNorin:I---   +

-(„10t  grl„)  -(ult,)   -111„) 112.     a  „-A/

Units,re Transformationen entsprechen mehungen oder Spiegelungen.

Benerha"g..Fti,rhermitesche,anti-hermitescheundunitareOperatorenlaBt
sich eine Analogie zu den komplexen Zahlen herstellen: Fin herrfutescher
C)peratoristanalogzueinerreellenZahl,einantihermitescherOperatorzu
einer rein imaginifen Zahl, und ein unitarer Cxperator zu einer komplexen
ZzahlaufdemEinheitskreis(efro).

A.3.1o    BasistransformatiLgLn__(_'!P~g.Ssiv_eL|r±S±9=et£PP':)

Unitare Operatoren erzeugen Basistransformationen von einer Orthonor-
malbasis led) zu einer heuen Basis

le:)    :-0,e`). (A.44)

Dies ist wieder eine Orthonormalbasis, denn

(e:|e;)  =  (e6|¢tU|e,.)  =  (e6|ej)  = 6{,.  .

Wenn man umgekehrt zwei Orthonormalbasissysteme gegeben hat, kann
man den zugeh6rigen Transformationsoperator explizit als unifaren Ope-
rator schreiben. Er bildet jeden Bas`isvektor |€!) auf I e;) ab, ist somit einfach

a   -   Z:  le!)(€,I

Die Unitarifat Sieht man sofort durch Einsetzen:

00t  -I: ,€;,(qJg(eL,  -I: ,e(,(e:,  -fl .
I,in                      6Lm                                   1

(Analog ftir ¢t¢.)

A24
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A.3. Lineare Operatoren

Die Matrixelemente von 0 in der w„gesfr!.che#e#  Basis sind

jL= (€olgrl€j) = Z= (ecle;) {:I;I =j:]£!|.                 (A.46)I-*]

DieLSpalten der Matrix I/6_7. s±±4±±±LeLnglie Koeffizienten (e¢ I e: ) der neuen
BLa_sisvektoreninde_rL±±±±:±±Pe=s±s_i

Bei einer Bast.stransformation (,,passive Transformation'') werden nur die
Basisvektoren geandert.   Die beschriebene physikalische Situation bleibt

g¥:a,±n±=:::Ea5£s:E:`tn±=..€.±tre[E::,gg..I

AlteBasis:    u¢=  (e¢|u)     ;       O¢,.=  (ei|6|ej)

NeueBasis:    tj:=  (€:|t;)     ;       O:,  =(e:|O|e;.)

Die Transformation dieser Koeffizienten erhalt man
__I,

z. B. durch Einschieben eines Einheitsoperators.

1) Die Koeffizienten eines Vektors

(A.47)

(A.48)

in der Bra-Ket-Schreibweise

lauten in der neuen Basis

£t€„,=te:,tF,€,>te,,j,„,=Z=te:,e,,er
I

(A.49)

Noch einfacher erhalt man sie mittels des Adjungierten von Gl. (A.44):

(€:,-(ei,¢t      =      „:=(€:,u,-(e`ltrtl„).

Ei:E==ffi:i:=!===i=::#=::;::#:!!=±+±£Z1_Y±k±g±sJr_engioL!:=±±±±±±e=r.
2)meM±±i±xelem=±±£_inesop___z==:±g::j±±±:±:±±==±[±;as=is_sind

• \0:'.
._ (e:|O|e;)    =    (e:|Z=  len)(em|  0  Z:  len)(€n|   le;.)

77}`.,
i

Z:  (e:l€m)   (em| a len)  (en|e;.)
7n,7e

Z=   (C't)6m  °mn CJnj    .
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A.3. Lineare Operatoren

Dies sieht man auch direkt durch Benutzen von |€:) = 0|€6) :

(e:I C) |e;.)   =   (e6|g±Qg|e,.).                                        (A.51)

:::;:f:a:tr:::ie::o:iie:Enp%E:::1:Cn:eee:r#i#ifegd:e:¥:::      , /
Basistrarsformation unverandert.

A.3.11    Aktive Transformation Objekte

Wir beschreiben jetzt eine veranderte sikalische Situation, z.B. eire Vex-

schiebung oder Rotation der physikalischen Objekte, bei festgehaltener

Basis, d.h. unveranderten Basisvfktoren. Dies kann formal auf zwei aqui-
valente Arten geschehen.

e Vektoren (Zustande)/uk V mit einem unitar-._.-1.  Wir. transformieren di
en Operator U:

lu)   i   trl") (A.52)

Die Norm der Vektoren |u) indert sich wegen der Unitaritat nicht:
(¢| tit a |¢) = (o |u). Operatoren (entsprechend physikalischen Messvor-
gangen) werden nicht transformiert i Die transformierten Vektoren
haben aber veranderte Matrixelemente, d.h. man erhalt andere Mes-
sergebnissez.B.furdiePositionenderphysikalischenObjekte:

±lolg)  i  (£t o±j±                        (A.53)
NursolcheMatrixelemente(nichtaberdieVektorenoderCxperatoren
selber) entsprechen beobachtbaren Gr6Ben !

oJv- 2.  Wir k6:rmendiese[beverdn!|4±r±± s£.kejz.scfee S!.£%flf!.o7t beschreiben, wenn

wir statt der obigen Transformation die

ie_munddafuralleop±a=±9±S±±=±±i
0   +   OT6ti

__-. -
Vektoren nun 7tiefef veran--__-

(A.54)

trarrsforrfueren.

Die Spur eines Operators ist invariant gegentiber solchen Transfor-
mationen:

fy(otAgiv)=fy(Atrot)=fy(Aft)=S(A).
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

A.4    EiEenwertprobleme.. in  endlichdimensiona-
len Vektorraumen

Wir werden in diesem Abschnitt sehen, dass man die Eigenvektoren je-
des hermiteschen Operators als vollstandiges Orthonormalsystem (Basis)
schreiben karm. h dieser Eigenbasis ist der aperator diagonal, so dass
man Funktionen des Operators kompakt schreiben und Operator- bzw.
MatrixGleichungen leicht 16sen kann.

=::::::=tp=;=edi:s=iftrat:;e=i==:[c£=i:ifrm=:=££:=[re=n¥=tt[=cITha=±=eenrs=::
±leHilbertraumeap¥ng±±sein,sofemdieKonvergenzgewthrleistet
ist.

A.4.1    Eigenwerte

Eigenwertprobleme spielen in der Quantenmechanik eine Schltisselroue.
Sie sagen z.B. aus, welche Werte bei einer Messung beobachtet werden
k6rmen.

Def.A.25±±giv±±±g!).Wc#"#rct.#e"Oper#forA##dc{.#e„Vckeor
|v) aus V, der nicht der Nullvehior ist,

).  mit a e a

gilt,dannnenntman|v)EigenvektorvonAzunEigenwerta.

Die Gesamtheit der Eigenwerte nennt man das Spektnim des Operators._ii-
Aus der antilinearen Beziehung zwischen Bra- und Ket-Vektoren und der
Definition des adjungierten Operators (A.32) folgt:

(ulAt    -    (t,,  a*

Der adjungierte Operator hat also linksseitige Eigenwerte a*.

Theorem  A|. Fur |igrndtesche eratoren

a)  Hermites€4gQ eratoren hchen nur reelle enwerte.
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

b)  Eiqenvekeoren zu unterschiediichen Eigenwerten sind orthogonal.

c)  Eigenvektoren zu gleichen ( „entartetefr'_ LEigenwerten kennen|jxpxp¥ ±=

±1iggg]igLgg5±2±ghlt w!g:ggi=                                                              I "      (ali'e

Die Ei envcktoreneinesherndteschenOperatorsbtldeneine sis (vofl-

srmdiRen Smz_ vgn Eigenzustdnden) . Fiir die orti-
ren |v€) gilt daher

Z:  ,u¢,("6,   -   i  .
®

Beweise:  (nur zu a und b)

a)  Ftir hermitesche Operatoren A = At gilt:

ut 4Z/
(u|A|u)     =     (u|At|u)*    =     (u|A|o)*

(t,lalu)     -     (ulal„)*

cl(a,lu)     -     a*(ul„)

a   -   o*J*

tgenve

b)  Betrachte zwei Eigenvektoren  |ui),  |u2)  von A nit (immer reellen)
Eigenwerten ai ± Cb2:

A|oi)    =    ai|Ui)

Al„2)     -a2lt,2)

Da A hermitesch ist, gilt:

(ui|A|u2)     =     (U2|At|oi)*    =     (U2|A|ui)*

(ui|a2|tJ2)     =     (tJ2|ai|ui)*

al2(ui|u2)     =     a;(u2|7Ji)*

a2(t/i|U2)     =     ai(t/i|u2)

Zuletzt haben wir ai = al ausgenutzt. We8en ai i a2 fol8t   (Ui|t;2) =
0. Zustande zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Anmerkung zu c): geeignete
spiel das Verfahren nach
tenchemie eingesetzte

5o.'( ..

Orthonormierm sverfahren sind zum Bei-
Gram-Schmidt oder das besonders in der Quan-

Bemerkung: Das Theorem A.7 gilt nur fur hermitesche Opela±oren_! Es
karm im Allgemeinen passieren, dass die Sakulargleichung det (A -^n) =
0, welche die Eigenwerte bestimmt, in A eine7t-fache Wurzel besitzt, al-
so ein 7i-facher Eigenwert vorliegt, aber nur in  <  7t Eigenvektoren. Wir
wollen dies am Beispiel der 7".ch£-feeme!.£esche7t 2 x 2-Matrix

(  €02   :  )

(nit €  i  1) studieren. Urn das Eigenwertproblem der Matrix zu 16sen,
ben6tigen wir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms (Sakular-
gleichung):

( :2^   -1^ ) I -
Eigenwerte:

(Nicht normierte) Eigenvektoren:

Im Grenzfall € + 0 geht die Matrix in

^2 - €2 i o

A-±€

(±1€)

t:`::   ,:,  )
tiber. Das charakteristi-

sche Polynom hat eine zweifache Nullstelle bei A = 0. Es existiert aber nur

noch c£+I Eigenvektor

A.4.2   |pektraldarstellung, Funktionen von ope±e±g±=±

Wir wissen bereits, dass man den Einheitsoperator tiber ein vollstandiges
orthonormales Basissystem { I e6) } ausdricken kann:

fl = Z= l€6)(eL                                               (A.55)
e

Ein solches Basissystem wird insbesondere von den orthonormierten Ei-
genvektoren |a¢) jedes hermiteschen Cxperators A aufgespannt, nit

A lad)  -ai  lad)
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Damit k6nnen wir den Operator A I.7! set.7ter £!.gc"h¢sis ausdrticken:

A =  flAfl    =  Z= |al¢)(ail  A  Z: |a,.)(a,I
tl                                                                                       EJJ

-I:|ai)(qu|42(aj|
i,j

a,laJ)

=€a,|q)#(a,I     =pa¢|a8)(a„

Win erhalten die S ektraldarstellun des hermiteschen ±s4
A = Z: a¢  |a6)(ail

Funktionen von Operatoren

(A.57)

Wir wollen nun zu den hermiteschen Operatoren auch Funktionen dieser
Operatoren betrachten® Die Bedeutung der Operatorfunktion4,  „  €  N
ist sofort einsichtig, namlich die mehrfache Anwendung des Operators
A: (AA a . a )a Dies ist wieder ein Operatoro Allgemeinere Funktionen eines
Operators mtissen jedoch erst definiert werden.

tische Funktion einer
tenzreihe schreiben:

komplexen Variablen I lasst sich als Po-

f(tt,-£cufv.-I,-0_
Man erweitert nun die Wirkung dieser Funktionen auf Operatoren:

Def. A.26 (Funktion eines Operators)._                      _      __®

CX)

ap :-=j£                      (A.58)
Die cv tlbermimmt riran aus der Rethenentwicklung der Funktion f (a;) fro a; € a.

Die Funktion eines Operators ist also
Fzt«kf2.o7t definiert.    Beis

tiber die
iel: eA - fi +
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Diese Definition ist fur praktische Rechnungen weniger geeignet als die
zugeh6rige ektraldarstellun
zahlige Potenzen in gilt:

Beweis:

die wir nun herleiten werden. Ftir ganz-

Am -I:  a,in |a,) (a, I

Vollsfandige Induktion

Induktionsanfang(m=0):    A°     =    fl
Induktionsannahme:               Am    =    Z=  a,qu |a,.)(aj|    Vm s M

Induktionschluss:

Ace+1 = A.A = Z=  a,fl |a,)  {gjj     = Z=  a,.+t |a,)(a,I

(aj,a;-(a,,a,          J

q.e.d.

Mit (A.58) und (A.59) ergibt sich fur Operator-Funktionen:

Ec"A"  -£c,I:a;,a,,(a,,  -F(I,-0        j
/(A)    =   Z=CyA"   =   Z=Cyz=a;  la?)(af.I

cO

H
I/=0

c'O;
)-`-,

/(a,)

die SDektraldarstellunE von Funktionen eines Ot>erators

/(A)  -  I:  /(a') la'.)(a'.I
j

`/

(A.59)

Iaj)(ajl

(A.60)

Wenn wir Gl. (A.60) als Dor7!!.£foic der Funktion eines Operators verwen-
den,kJsf±n:nnenwirauchnicwianalytischeFunktionenfzndas=en.

Aus Gl.  (A.58) leitet man auch leicht das Verhalten von Funktionen bei
Transformationen mit einem unifaren Operator 0 her:

f ( trl Ati ) =£„c„(DtAO)"=£„c„(trtA¥Atr)

-  I:, c" Dt  (A)" a
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Win fassen die Ergebnisse zusammen. Sie gelten auch fur eratoren in
abzahlbar unendlich dimensionalen Vektorraumen.

Es sei { I a¢) } das vollstandige orthonormierte Basissvstem aus Eigenvekto-
±en..deshermiteschenoperatorsA,mit„.den±]±g±±6rigEF_Egqel±±iEIIrtenT±l±i
Darn gilt:

SPEKTRALDARSTELLUNG  (SPEKTRALSATZ)

fl   =   Z=    |o6)(06|                                                                          (A.61a)
t

A   =   Z=  a6   |a6)(ail                                                                  (A.61b)
8

/(A)   =   Z=  /(a¢)   |a6)(ail                                                           (A.61c)
t

f (ti+i rf i )  =  ti+  f(A)ti                                                             (A.6id)

(dyl/(A)|dy)   =   Z=  /(ai)   I(a6|dy)|2                                                              (A.61e)
tI

Die Gleichung (A.61c) enthalt die beiden vorherigen Gleichungen als Spe-
zialfalle. Allerdings folgen die Gleichungen (A.61a) und (A.61b) aus den
elementaren Eigenschaften der linearen Vektorraume, wohingegen der G1.
(A.61c) die Definition der Funktion eines Operators zugrunde liegt.
Als Anwendung folgt Gl. (A.61e) direkt aus Gl. (A.61c).

A.4.3    Darstellun tiber Matrizen

Wir haben gerade Beziehungen zwischen abstrakt geschriebenen Qperflfo-
rie„ hergeleitet. Man kann sie ac|ulvalent auch mittels Matrizen schreiben.

Def. A27 (Marixdarsteuung).  Die P¢±g±gz|J«#g c2.7tcs  Pz7crflfgri=g4j.ro c€.«e7~
beliebigen Orthonormalbasis  {Je4)i  ist die _Matrix A_mit den Matrixelementen

4,.   =   (e6|A|e,.).                                                    (A.62)
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Die obigen Ctoeratorbeziehungen werden in dieser Basis zu entsprechen-
den Gleichungen ftir die Matrix A und ihae Funktionen. Nicht nur in de;
Quantenmechanik, sondem auch in anderen Gebieten sf ielen Funktionen
von Matrizen eine wichtige Rolle.

EntsprechendderDefinitionGl.(A.58)habenFunktionen/(A)dieMatrix-
elemente

(€¢,/(A,,e,,  -  i  c" (€&,A",e',  .

Beispiele:
(e¢lAlej)    -    4j

t€¢,AA,e,.,    =    ted,A   Z=,e,,te,,   A,e,.,
I

=    Z=(€6lA|ei)(ei|A|€,)  = Z=A#Aij  =  (AA)6j  =  (A2)¢j
'

(eilA"le,.)     -     (A")6j

Esfolgt:   (e¢|/(A)|ej)    =    (/(A))6,

Z.Bo:    (€6|€£A|ej)      =      (eiA

(A.63)

Wir erhalten also die analogen Funktionen der Mflfr!.zc7t. Zum Bc7iecfe7tc7t
solcher Funktionen von Matrizen ist es in der Regel das Einfachste, die
SpckfrflJdrrsfcJj%7!g zu benutzen (d.h. die Eigenbasis). Aus dem Spektre|-
satz wird die Darstellung

(EL  - (€®,/(A,,€,,   -  £, (=k,,a-,(a-,)J2
-I:ELm2 (±m) (fl.      (A.64,

rn

Dazu ben6tigt man die Eigenwerte von A und die Koeffizienten (cLm)¢  =

(e6|am)  der Eigenvektoren von A in der Basis  let)
man tiber die Sakulangleichung det(A - ^n)

i-
Die Eigenw9rte ±a±

= 0 erhalten und die Koeffi-
zienten anschlieBend als L6sungen der linearen Gleichungssysteme_          _ _  _ _ _     _    _        _ _  _ _  -

Z=A%  (ej|am)   =  am  (€c|am)     3
j
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

Diagonalform

±±;=:==:+i::£E#fdfeMaL±±±L4±LrtyE2:Z=i.Mansiehtdiesdirektaus

(ao| A |aj.)   =   (ac|  Z:  am|am)(om|  |a,.)   =  aj6„                (A.66)
rm                                             :=LJ:-

oder auch daraus, dass die lam) Eigenvektoren sind:

(a¢|  A|a,)   =   (a¢|  a,.  |a,)   =   a,.66,.  ,                                   (A.67)

Man kann also die Matrixdarstellun erators A dia onal machen,
nit den Eigenwerten a! auf der "agonalen, indem man eine

lc,6)  -  U
U  -I:'  ,c,,,(€,,.

]=d mit der unifaren Matrix (A.45)

InderBasis{-H}hatodieMatrixelemente

Basistraus-
durchfrfut:

'Ji=-_(e;i;i;:i,£wlam,.--uE..:ti.k_
~-`E:#NIWceS.68)

Aquivalent (Gl. (A.54)) hat der Operator A'  =  OtAD in d:r alten Basis led)
Diagonalform, mit denselben Matrixelementen:

A'  =  trtAD      =  Z=,in  |€i)(all A lam)(€m|_
=   Z=!m  lej)(a)j|  am  lam)(em|

=   I:im  leJ)   Czm6jm      (em|

-Z:' a, ,e,,(e,, .

Fin lineares Gleichun ¥y=
J4l„)  -lb)    e P A 6 i v i  --  b §

(A.69)

(A.70)

lost man durch
formation auf die Eigenbasis

der Matrix A. Dies entspricht einer Trans-
von A. Wir

A JUT  1„) von links mit

#co -co .-: lt,')                -:  lb')

=          J4,l„')          -lb,),

izieren

(A.71)

(A.72)

wobeidieMatrixf4'jetztdiagonalist.ZurDurchfuhrungeinerDiagonali-
sierung gibt es zahlreiche analytische und numerische Verfehren.
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A.4. Eigenwertprobleme in endlichdimensionalen Vektorraumen

A.4.4    Determinanten

Es sollen noch einige ntitzliche Eigenschaften von Determinanten ange-
geben werden. Wir unterscheiden hier drei Typen von 7t x 7t Matrizen: 1)
beliebige A, 8;  2) hermitesche H mit Eigenwerten ^¢ , und 3) unifare Ma-
trizen U.

EIGENSCHAFTEN VON DETERMINANTEN

ldet(U)I  -1 (A.73a)
det(At) = det(A)* (A.73b)

det(A 8) = det(A) . det(B) (A.73c)
det(I/t A I/) = det(A) (A.73d)

det(H, -H ^6 (A.73e)

get(H)=e;('n(H_))    €> 4 # ;.a#,/A730

A7!mcrkc47!g z# GJ. (A.73c).. Determinanten sind nur fur quadratische (yi x
7i) Matrizen definiert4. Dennoch ist die Determinante des Produktes AB
zweiernicht-quadratischerMatrizendefiniert,wenndasProdukteinequa-
dratische Matrix liefert, das heiBt, wenn A eine 7t x 77z,- und 8 eine in x 7t-
Matrix ist. Allerdings gilt darn Gl. (A.73c) nic`ht mehr in dieser einfachen
Form. Diese Determinante ist auf jeden Fall Null, werm in < 7t.

4Determinanten nicht-quadratischer Matrizen werden manchmal dadurch definiert,
dass man die Matrix quadratisch erganzt, d.h. die fehlenden Elemente zur quadratischen
Form nit Nullen aufflillen. Die Determinante dieser Matrizen ist zwar Null, aber immer-
hin definiert.
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