9 Der Kosterlitz-Thouless-Phaseniibergang
(tOp ologisch ! ) Nobel-Preis 2016 (Kosterlitz, Thouless, und Haldane)

MDIKI mit kontinuierlicher gymmetrle, auch relevant fiir High-Tc (2 Dim. schich-

t;?l, T>0), lelum Film und 4 D1 ere1 ?t-ﬁeon(:,m z ‘,5- A,.“ Closs W&//

wl .

Klassische Systeme: Fliissi krlstalle ->LCD = Liquid Crystal D|sp|ay 7
Entdeckt mit einer RG-Analyse 1974
Exakt in Body Centered Solid on Solid Modell (,BCSOS-Modell“) = ,6-Vertex-Modell“

< d&(z&f s.S.76
D n limes 4090 @ Hep N
9.1 Das klassische 2 Dim XY-Modell i ﬁ“-’“‘“’

= e P
Winkel ©, € [0, 27] whrr: & f /%Co
Energie: H=J Y} cos(©, —©y) / &
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Zustandssumme: Z = é e‘élﬂ
n}

a(f) Globale Symmetrie: Rotation aller ,,Spins“um den selben Winkel.  kontinuierliche Symmetrie !
In d = 2 (Quadratgitter) hat das Modell sehr ungewohnliche Eigenschaften.

/;‘:‘*—\_7/—— —
BCIVCJ e

g Dazu: Das Mermin-Wagner-Theorem (rigoros, einzeln ¥iir jedes Modell)

e In d < 2 Dimensionen (Gitter) kann eine kontinuierliche globale Symmetrie (z.B. ©) in
einem klassischen System nicht ,spontan gebrochen“sem

d.h. lim hm < O, >= 0 bei allen Temperaturen
h—0N—

e Analog ‘
— diskrete Symmetrie in d = 1 (C-l. Jﬂ.’ n d"/

— Quantenmechanische Systeme bei 7> 0 in d < 2 (kontinuierliche Symmetrie)
Weltlinienbild: Rechnung auf d + 1 dimensionalen Gitter da eine zusatzliche Di- p
mension benétigt wird (Werte von 0@38). Ist 3 endlich und yjrd® die rdumlichen

Ay 8
n
Fl
WX,

Lénge L t gegen unendlich geschickt, so verhélt sich das System so, wie ein
System mit der raumlichen Dimension. Deshalb gilt es fiir d < 2. Ist T = 0, dann
das Theorem
ist 5 = oo und das Theorem gilt nur fiir d = 1. L
e loc el

NB:

Elitzur ElitA# Theorem:
Eine': kontinuierliche Symmetrie (z.B. in Eichtheorie A,(z,t) — A,(z.t) + 9, \(z, 1)
kann nie spontan gebrochen werden.

zu unterscheiden:
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(kontinuierliche Symmetrie)
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-> LCD = Liquid Crystal Display

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle


“._‘;nne{n%

(. 1. Spontane Symmetrie Brechung ,,SSB*: Iim lim <85 >#£0

2. Langreichweitige Ordnung ,,LRO*“: lim lim < SEE‘/.."'R >#0 <S_iSi+R> -<S_j><S_j+R> 1= 0
e

R—oo N—oox

=3
| “( » 3. Von Null verschied = 3520 Ld;-lec % /
(aboe n'h 4-.—} B //c/zqz( Nn/«/tc.s o

zu Stiffness: Hier wird ein penodlsches System mit Randbedingungen betrachtet, bei dem
sich der Winkel © am Rand um & dndert (O, = 61 - <I>? Beispiele: Analog bei Higgs-Mechanismus (mit Eichfelden)

" e XY-Modell :keine SSB, keine LRO, aber Stiffness , Fredenhagen-Marcy Ordnung;garameter":
I R IT‘
Richtung mégli?). Q% > 7

M}/ﬁ/ o Peierls-Phase (mag. Fluss) in elektromagnetischen Modellen
R ————
» M e Supraleitende Stiffness (=>

Wlﬂk
Man kann zeigen dass: SSB => LRO =
Beispiel: Supraleitung!

endl. Stiffness (nur in

Quantenmechanisch: ,,Oﬁ' Diagonal g Range Order“(ODLRO):

z.B. hm <C4‘OCLOCT“C¢‘>#O .L' * f.> ¢ o Y )
ODLRO => endl. Stiffness GRS FO  fans 554 viswreing
r 7 -~ Mo far ~ Ay dB<s ; » #© “ (BCS: Mean-Field Naherung, analog zu M=<s_i> ungleich Nul)

Jetzt wieder 2d({Modell 2d XY: KT-Uebergang d'

"o Keine spontane S

g, keine LRO, aber Sprung in der Stiffness bei een ‘
()

pawatricbrechung

e Phaseniibergang .unendlicher Ordnung“. Freie Energie und alle ihre Ableitungen ana-
lytisch

kontinuierlich
e In der Tieftemperatur Phase édndern sich die kritischen Exponenten als Funktion der

Temperatur! ,
Universalitat verletzt! a

Dies sieht man schon in einer Naherung: :

renzfall sehr tiefer Temperatur rof3
Energie wichtig => ©, variiert rdumlich langsam => cos(©, — 6,,) ~ 1 — ;(en - 0,)2
Diese Approximation heifit ,Gaufische Naherung“da die Zustandssumme wie eine Gaufifunk-
tion aussieht. Resultat: Spinwellen " (=>alle Integrale berechenbar)

Nach ein wenig Rechnen: e ,_{__,\
)2 47 gday

e ot i (00D (1) AL

e, ,( ) =y

W Potenzartig! # ﬂ> j Aco 7 \

n‘/bn
. s . |
Kritischer Exponent ist eine Funktion von /3! j‘ | [[

/"\
ggg‘g fall hoher Temgeraturen (8 Klein) ok ' /'\( /’\

= c08(On—Om)
< ei(eo—eﬂ) >= (H de . ) i(€0—OR) € <nm> k/"\

,-bEntwickEmg in B

1-betaJ cos(theta_n - theta_m) + .....
2 cos(x) = exp(i x) + exp(- i x)
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Analog bei Higgs-Mechanismus (mit Eichfeldern)
" Fredenhagen-Marcu Ordnungsparameter" :
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(BCS: Mean-Field Näherung, analog zu M=<s_i> ungleich Null)
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2d XY: KT-Üebergang:
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(=> alle Integrale berechenbar)
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: keine SSB, keine LRO, aber Stiffness
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Jetzt wieder 
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1 - beta J  cos(theta_n - theta_m) + .....
2 cos(x) = exp(i x) + exp(- i x) 
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZ-THOULESS-PHASENUBERGANG
(TOPOLOGISCH!)

mit fo21T d® =27 und [?" e ©dO =0 analogzu ¥ s; =0
s==%1

Nach Rechnung (Damit Integral einen Beitrag liefert benétigt man eine ,Verbindung“von 6
und O mittels Faktoren von 3.Jcos (0, — Om):

: e 2k 1
< ¢(€0=©Rr) o, (6J)R o in(g7) - &= = (9.2)
lim £ = o0 dh.indieser Hochtemperaturn&herung wird ein Phasentiibergang (xi=unendlich) bei beta J=1 erreicht.
?.B _’f (Bei tieferen Temperaturen ist das Ergebnis dieser Hochtemperaturnaherung unsinnig (xi<0) )
Tatsach
& < o0 oberhalb von TKT und § = oo mit potenzartiger Korrelationsfunktion /
——— -

TSTKT o TKT=089..) -

g
&"T,(r

b Windungszahl g=1
e | f N\ |
' shm in

Comrsche Ko ) &
el i
p:

»Anregungen“des XY-Modells: Vortizes (Vortices)

Windungszahl
d r f ¢=2

Vorfraes I/
L
o o =

g

Abbildung 9.1: Anregungen des XY-Modells: Spinwellen(oben) und Vortizes(unten)

1. Spinwellen (in gauBscher Niherung enthalten)

2. Vortizes“
Windungszahl q := # § VOdr

Dies sind ,, Topologische“Objekte: lokale Spininderung kénnen keine Vortizes erzeugen
oder Vernichten.
Eigenschaften:

e Energie (Wechselwirkung) gines Vortexpaares (im Abstand R in 2d): AE = ... =
In(R) Oy ﬂ :-J[#’A-f"ﬂ!} In R kommt von jj‘ﬁ V&[ﬂ vﬁ[x.‘}

e Entropie dazu: 2,Vortex kann an allen N Plitzen des Gitters sitzen. i
e Freie Energie eines zusitzlichen Vortex in Umgebung von Vortizes (positiv oder
negativ?) AF = E — TS = ¢, In(R) —qT In(N) x (T;_Z@
N —
¢ In(N)

= A‘ﬁul\%"m , =) M,...M Von

N T4f, aalf>0 ~7 .
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d.h. in dieser Hochtemperaturnäherung wird ein Phasenübergang (xi=unendlich) bei beta J=1 erreicht. 
(Bei tieferen Temperaturen ist das Ergebnis dieser Hochtemperaturnäherung unsinnig (xi<0) ) 
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZ-THOULESS-PHASENUBERGANG
(TOPOLOGISCH!)

f&' o Bei tiefen Temperaturen: wenige Vortizes, meist in gebundenen Paaren. fl 1‘-3 Q 71
J=<ea0 Bei hohen Temperaturen: ,viele Vortizes", , Kondensat® <

--> zuerst Kapitel 9.3

9.2 Verwandte Modelle (alle in d=2)

Zeigen alle KT-Ubergang und gleiches RG-Verhalten: XY kann man mit folgepden Modellen
nahern:

«” ,7" W f,b Vlllam—‘\/Iodell (wiEXY‘ModeII aber mit anderer Hamiltonfunktion)
- DGSOS-Modell (Discrete Gaussian Solid on Solid; Duahtatstransformatlon via

Gaufischer Intiglgitlon) < ‘analog  Fouriertransformation im Raum
~B i der Winkel theta(0 bis 2p|) -> diskrete h_i
sEET T = Bbooflicde, Ronghemg """ =2,
hs "
D1skr{et:: Hohen: h; = 0, £1, +2, Jdiskrete (nlcht kontinuierliche) Variablen, 2d, 0}/ ff
trotzdem KT-Phasenlibergang! 4‘
Dises &> ° M Skalares masseloses Feld mit Quellen ~ . Sine-Gordon-Modell“(angelehnt an “‘:{
Klein Gordon Gleichung) . '{"(
e XY-Modell ~ Spinwellen + (unabhéngig in Ndherung) ,Coulomb-Gas“von Vertizes 4 V4
x~ e BCSOS-Modell (exakt Losbar) = ,,6-Vertex-Modell“ g,
S |hi—h'1+
Z = Z A mit Einschréinkung d Aj / A .
hi=0,£1,42,.. ‘ Lo o
l Ein limes dleses Modells ist das 1 dim Spin 1 Quante, Helsenberg Modell .- 74 !

8 1A (lhism'oog) i1 Ml L T R

.3 Ein Ergebnisse der RG-Anal 6-Vertex-Modell (s.u.): v oA
9.3 Einige Ergebnisse der RG-Analyse o 5/“!”{ Q

gleich viele einlaufende

i laufende
e Kritische Temperatur: 7 J—2=xe T Bt —
p BkT A Pfeile.
(Verletzung dieser Regel:

e Korrelationslange nahe Txr:

const \ | 7&I_ nicht analytisch bei T=T_KT !
—4KT

"Monopole")

T>Tgr:Exe
T<Tkr:§=0

e Freie Energie pro Platz: 3f « Elz'
o Korrelations Funktion bei Tgr: < (€008 > (%)n mit n = }

o Stiffness (= Helizitat): Sprung bei Tk von T = 2Tk auf 0

BCSOS: Hohen h_i auf dualem Gitter (=Quadrate)
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nicht analytisch bei T=T_KT !
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BCSOS: Höhen h_i auf dualem Gitter (=Quadrate)
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z.B. 
Pfeilrichtung so,
dass Höhe links
größer
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analog Fouriertransformation im Raum
der Winkel theta(0 bis 2pi) -> diskrete h_i

evertz
Typewriter
diskrete (nicht kontinuierliche) Variablen, 2d, 
trotzdem KT-Phasenübergang!

evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
6-Vertex-Modell (s.u.):
an jedem Vertex
gleich viele einlaufende
wie auslaufende
Pfeile.
(Verletzung dieser Regel:
"Monopole")
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(wie XY-Modell, aber mit anderer Hamiltonfunktion)
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(grobe Näh.)
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--> zuerst Kapitel 9.3


