
9 Der Kosterlitz-ThouIess-Phasenübergang
(topoIogisch!)

 `n 2 Dim. mit kontinuierlicher Symmetrie, auch relevant für High-Tc (2 Dim. schich-
,T o,H1' F'ı d4D'.G' 'T '. 5ten > ) e ıum 1 m2 un :E ,ı}.t,ere}c?t eorıe

Iárcf. å`ı/-„lt 47'* “' "“*'^' """ Z ' ß'«-"?"/“"°"""5'5†/í'/
L 47.,Klassische Systeme' Flüssigkristalle 4' P

li

7.Exakt in Body Centered Solid on Solid Modell („BCSOS-Modell“) = „6-Vertex-Modell“ < / 'tl« M., __-" '-
Entdeckt mit einer .RG-Analyse 1974 ~'6.{. rcg, ¦

I Ü QQ L ›.9.1 Das klassische 2 Dim XY-Modell M .U Ab”m. ,.14 W '54Q l
Winkel On E [0 21r 4"! f» l
Energie: H = J Z cos (6,1 - Sm) 0 / Ã!

M¶7 6

Zustandssumme: Z = Ã gısfäll " ""'
nl

2Globale Symmetrie: Rotation aller „Spins“um den selben Winkel.
In d = 2 (Quadratgitter) hat das Modell sehr ungewöhnliche Ei enschafteng .

Z"_"_1`í-¬-zr _» , . L ¬ -.___

BCIVQÖA
I Dazu: Das Mermin-Wager-Theorem (rigoros, einzeln "r jedes Modell)

o In d < 2 Dimensionen !Gitter! kann eine kontinuierliche globale Symmetrie Sz.B. 9! in
einem klassischen System nicht „spontan ge-brochen“sein.
d.h. lim lim < Sn >= 0 bei allen Temperaturen

h-›0 N¬›oo

° äs .
Ü Q Äff-ı~3f›~4~ı dv/ 5

CQuantenmechanische Systeme bei T > 0 in d § 2
Weltlinienbild: Rechnung auf d + 1 dimensiona en Gitter da eine zusätzliche Di-
mensıon benötigt wird (Werte von 0 -ß Ist ß endlich und werden die räumlichen P
Dimensionen gegen unendlich geschickt, so verhält sich das System so, wie ein
System mit der räumlichen Dimension. Deshalb gilt es für d 3 2. Ist T = 0, dann
ist ß = oo und das Theorem gilt nur für d = 1. _ø___/M.

----_-'--ı

NB:
Elitfl5Theorem:
Eine: kotinuierliche Symmetrie (z B in Eichtheorie A (zr t) -› A ( ) Ö /\.. μ , „:r:,t+ „(:r:,t)
kann ' spontan gebrochen werden.nıe

zu unterscheiden
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KAPITEL 9. DER Kosrsatirzraoutsss-PHASENUBERGANG
ropotocisciiv)C .~å.....i..~.ı...i..,_~i <__...

1. Spontane Symmetrie Brechung SSB“: lim lim < Si >% 0
ai h-›0 N-+00

/2) 2. Langreichweitige Ordnung „LRO“: Elim Alimoo < SiS@.,.R ># 0 dit/ Qμ-ÜI' ızı/

íà 3. von Nun verschied = um áí 1'«
' bi , \ ı› 1 Lace 7

( Üåfi.. ä Ø Q *.5 exponent richtig? _

zu Stiffness: Hier wird ein periodisches System mit Randbedinëngen betrachtet, bei dem 1
' h der ' " . ' ` :SIC

Q '11
%J°.è

Winkel 6 am Rand um <I> andert (6L±1 = 61 + Ö? Beispiele J é(

„W › XY-Modell ""' 7 'ff '
ßlf/ly o Peierls-Phase (mag. Fluss) in elektroma etischen Modellen < l R rl'

1'*-_*§-_

- lrıß. ıíSuraleitende Stiffness => t) Ä ñ >
Ifııfll Man kann zeigen dass: SSB => LR igendl. Stiffness (nur in di Richtung mögli?) ^.> //:_

Beispiel: Supraleitung! I
i *I

Quantenmechanisch: „Off-Diagonal ı ı g Range Order“(OIàLRO): ñ'& ... M0
z.B. lim < o†,0cı,0clıcí,`>7é 0 -Ø., Il .> ( u I
ODLRO => endl. Stiffness 4 ñ 6 R §0 M ifa .

"<>Refß"""Ä i 5445:' " 0”
2 _ Y-Modell ~' I(f'^ "' -

ı.,. 4c,ızcl›› <~;aVı,iıi

/pf cv +9

Tfieinelsiontane Sši.,_„_ iebrechung, keine LRO, aber Sprung in der Stiffness bei alba l
›. ==:_~:-?::5'!"*' U 'W .

o Phasenübergaiig „unendlicher Ordnung“. Freie Energie und alle ihre Ableitungen ana-
lytisch

ı [Q der Tieftemperatur Phase ändern sich die kritischen Exponenten als Funktion der
Igmperaturl I
Universalität verletzt! 'U

Dies sieht man schon in einer Näherung: 2

gårenzfall sehr tiefer Temperatur groß!
Energie wichtig => Qn variiert räumlich langsam => cos(9 - Sm) M 1 - l(6 - 9 )2` Tl 'I1 771 '

Diese Approximation heißt Gaußsche Näherung“da die Zustandssumme wie eine Üaiifilunk-
 i

tion aussieht. Resultat: Spinwellen

Hıfi'

2« §?'Ö 'D

Nach ein wenig Rechnen: 6 /V Jr

ı H in ]_ 2 1 ß ,-9 „dd.W90-@H> ~ H90 g / (9.1)IRI /
ß \ø¬¬> fñoø 2ı\\

-\

Potenzartig!
. _ . . . |Ø Kritischer Ex onent ist eine Funktion von ß /

Grgpzfialll hoher Temperaturen klein! Q /'\
-sı 2 a„(e„-em)

< 61190-GR) >- 1 I2" (ndg.) 61190-Gale 1 <„m>
. J- I*70 J  

.-bßntwzcklung in ß
m
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Analog bei Higgs-Mechanismus (mit Eichfeldern)
" Fredenhagen-Marcu Ordnungsparameter" :
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(BCS: Mean-Field Näherung, analog zu M=<s_i> ungleich Null)
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KAPITEL 9. DER KOSTERLITZ-TI-IOULESS-PHASENÜBERGANG
g (TOPOLOGISCH!) ___ W g _

mit fg" d9 = 21r und (bwl e"i9d6 = 0 analog zu 2±1 si = 0
811:

Nach Rechnung (Damit Integal einen Beitrag liefert benötigt man eine „Verbindung“von 60
und GR mittels Faktoren von ßlcos (Sn - Sm):

lim § = oo
1-5*? /

Tatsäch `

< eı(e0_eR) >% = e_R ın(Bl7) _) 6 = im (9.2)
iMI In

/-~\ E°|›_› \_./

§ < oo oberhalb von Tg und { = oo mit potenzartiger Korrelationsfunktion /
iTíTK:ı¬-

,.Anregungen"des

*?”›”“4'-' I//-~\\l`
(JJ-'vi :H

cà----/9
4-4c
<~

4»-ar T I1/
/7-ıo

XY-Modells: I

4...,/M« 1.147/ \l/

1/91' KIÜQS

1/“"\ı :ı..\_,/ı N i '¬ñn`.`

nf- /1** "` 1' Z...
Abbildung 9.1: Anreängen des XY-Modells: Spinwellen(oben) und Vortizes( unten)

1. Spinwellen (in gaußscher Näherung enthalten)

2. „Vortizes“
zahl q = -3-55V6d'F'Windungs : 2“
 

Dies sind To olo 'sche“Ob`ekte lokale S inänderun können keine Vortizes erzeu en
oder Vernichten.
Eigenschaften:

Energie ¦Wechse `rkung)  m§ (im Abstand R in 2d): AE = = 4
laß) »->ä/ -.-. 4 -N1f›fi¬r~'/U fh mm? v MM/
Entropie dazu: 2.Vortex kann an allen N Plätzen des Gitters sitzen. Eß-

Freie Energie eines zusätzlichen Vortex in Umgebung von Vo ` s (positiv oder
negativ?) AF = E - TS = cl ln(R) -o;|_T ln(N) cx (Z„_2;2 

n .cf 1 (N) I
1 <¬5° 7`›l',_ ==-3.4/"`-<0

G7 l 1.;-_3Akk`-4Ä. W*

g f Vıvlillllj
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d.h. in dieser Hochtemperaturnäherung wird ein Phasenübergang (xi=unendlich) bei beta J=1 erreicht. 
(Bei tieferen Temperaturen ist das Ergebnis dieser Hochtemperaturnäherung unsinnig (xi<0) ) 
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KAPITEL 9. DER xosrsatirz-ruoutsss-PHASENÜBERGANG
(rorotooıscuı)

fs' an Bei tiefen Temperaturen: wenige Vortizesl meist in gebundenen Paaren. 74. Q 7'
_f4.p Bei hohen Temperaturen: „viele Vortizes“, „Kondensat“ L

9.2 Verwandte Modelle (alle in d=2)

Zei en alle KT-Über an und leiches RG-Verhalten: XY kann man mit fol 1;:-*den Modellen
nähern: XY Z . Ø 1« " Ã ,

f ' ' ß ı oc V ü P; .«zi-41- ›<v 4» 2 ~ ' 1°
XY m DGSOS-Modell (Discrete Gaussian Solid on Solid; Dualitätstransformation via
G ß h I ' . : ITW Pr I *F `2"`"au sc ei; åntšg1â›ıl3í(::))2 ' „§4

Z oc Z e <*f> " ß L T' °"ıq.,
{hz} R af

Diskrete Höhen: hi = 0, ±1,±2, I - - Ü

M5” 3-3 0  r% masselose_s__Feld _mit Quellen m „Sine-Gordon-Modell“(angelehnt an _,¬
Klein Gordon Gleichung) «_ W

ø XY-Modell z Spinwellen + (unabhängig in Näherung) ,goulomb-Gas“von \&tizes '41 /V

,Q5 0 BCSOS-Modell (exakt Lösbar = 6-Vertex-Modell“_ E hi_h V ii

Z = h Zfl e <±i> 1 mit Einschränkung d .
.›=0,±1, _ ___

. 0[Ein limes dieses Modells ist das 1 dim Sin .1. uante HeisenberModell fl ij F:_ '_ '

QM X32 (ßi"h47]tê1"l fifl' S ~'/2» *M la'

iz.lx:ê
l

9.3 Einige Ergebnisse der RG-Analyse -> Ä 5//'n A121
„K2

0. Kritische Temperatur: 'rrßKq¬J - 2 rz: e"Tß^'TJ '

ı Korrelationslänge nahe TXT:
T/__ıfl:_

T > TKT I if O( Bconst T_TKT

T < TKT 2 f = OO

o Freie Energie pro Platz: ßf cx E-1;

o Korrelations Funktion bei TKT: < el(e°`6R >oc (är mit 17 = å

o Stiffness != Helizität Sprung bei TE; von T = 2TKI auf Q

ä;_5,_; /P

Äu' K
y AS K:/';z7›{/'n^ 'W ° ""* K54/

514% ÄÄ/37 'I '

W. ›í,_._.„4, *P *F* 4** '/“ 7L
«-> .4//¬-aa' J Q” "”"V'"4/'^”"á`Ø I

'77 a f ' "6„,_„„64/1&4 4» Wa«/fm. ß. /.4..μA4-J,

evertz
Typewriter
nicht analytisch bei T=T_KT !
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BCSOS: Höhen h_i auf dualem Gitter (=Quadrate)
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z.B. 
Pfeilrichtung so,
dass Höhe links
größer
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analog Fouriertransformation im Raum
der Winkel theta(0 bis 2pi) -> diskrete h_i

evertz
Typewriter
diskrete (nicht kontinuierliche) Variablen, 2d, 
trotzdem KT-Phasenübergang!
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6-Vertex-Modell (s.u.):
an jedem Vertex
gleich viele einlaufende
wie auslaufende
Pfeile.
(Verletzung dieser Regel:
"Monopole")
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(wie XY-Modell, aber mit anderer Hamiltonfunktion)
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--> zuerst Kapitel 9.3


