8 Renormierungsgruppe (Vede Gubrebe Jov Phys
V"‘./ ddo J./M‘ m 8E(.

Fragestellung;:

e Warum gibt es Universalitat und Universalitatsklassen?

e Warum gibt es Beziehungen zwischen den kritischen Exponenten
.Skaling Thermodynamische Ungleichungen®: tatsachlich Gleichungen

Antworten darauf und analytische Zugange zu komplizierteren Systemen aus der ,Renormie- A”‘ ,“/){

rungsgruppe“(RG): K.G. Wilsen 1971. = ,,‘,{"«-, R,'J.&.,.. 3 )

Allgemeine [dee; Ly Citlbretlens 137y 5 %&”{mq 1975 ) (. f""'-‘y}“'/

e Andere terativ die Lingenskala auf der man ein System betrachtet) durch Entfernung
von Freiheitsgraden g

e Beschreiben mittels einer effektiven Hamilton-Funktion

e Am kritischen Punkt (£ = oo) bleiben physikalische Eigenschaften bei der Transforma-
tion erhalten => Fixpunkt der RG-Transformation

8.1 RG-Transformation

(hier: eine Variante im Ortsraum)

Reduziere die Anzahl der Freiheitsgrade N — N’: ,Skalen Faktor“b? = J% oder fasse jeweils
3z3 Plétze zu einem neuen Platz zusammen (b = 3).

Neue Spin-Konfiguration: neue Freiheitsgrade sollen dieselbe Anzahl von Werten haben (Ising:

2 Werte). C"dL‘kn*m s K‘Jcmi f.’if/

ﬁ;.},:.@sbﬂ%'_' | | Lbd

Abbildung 8.1: Méglichkeiten zur Reduktion der Freiheitsgrade

Wertzuweisung: z.B. Majoritétsentscheidung: 3x3 Spins — s’ oder ,Integration“iiber die Weg-
‘gelassenen Freiheitsgrade (z.B. im Impulsraum: integriere iiber hohe Impulse).

& 0. Feld {‘cﬂt't
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Egrderung: Zustandssumme soll dem Wert nach gleich bleiben. Die neuen Freiheitsgrade wech-

selwirken mit einer neuen Hamiltonfunktion.

(im ersten Schritt: H = 3H) ( schrae x “M ﬁ”}

s... alte Freiheitsgrade
§'... neue (weniger) Freiheitsgrade

Dies definiert eine Abbildung E — H' =:RH ]

R... Transformation er{C«M‘/ﬂ [ M df/( /

Skalierungen
2 ”“’/J <> Freie Energie pro Spin: f'(H') =.b_d'f(7'l)

e Langenskalen: r — 7' = +r

speziell £ — £ = %E
OE—
Impulse p — g’ = bp

e Man findet, dass Spins ebenfalls reskaliert werden sollten: s, — s/, = s,.:

Dann gilt G(7, H) = 2G(r, H') (MW-

f. :

= 3§ < § auler £ =10 oder oo
Am Fixpunkt gilt: H = H' =tH# (nur bei unendlich groien Systemen)

BeisEiele:

e T = oo: vollig ungeordnetes System & = 0

Sal B

sogars_i=1

e T = 0: meist vollig geordnetes System. Bei h > 0 ist (s;) = 1, daher gilt: £ = 0, da
— r
verbundene Korrelationsfunktion Géz (s0sr) — (s0) (8r) =€

o T Ti =00 =0 =1-1x1=0

8.2 RG-Fluss im Parameterraum

In der folgenden Herleitung gibt es Inkonsistenzen zwischen h und 3h.

~
von Funktionen von (eventuell vielen) Spins. Scharéller/solcher Funktionen
Lo —

o ¥y /
zusitzliche Parameter (wie h, J;;)«(/, " ¢ ’ p & u f) / )
dh | H =3 piafo = if | -

Die RG-Transformation vergréfert meist sehr schnell die Zahl der (von Null verschiedenen)
A Parameter (— spater)

| r'q g
RG-Transformation: o &
, 3,

5,5.5
<A > K

= R(H) und = jif 2% ..
W = R(p)<==> H = i f s

ETru}/lJ paa..t (lﬂ‘ EHM&I«P‘ MZ’ "‘”‘ I(f'"!@“h M‘%}

66 / 76



evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
sogar s_i = 1

evertz
Line

evertz
Typewriter
= 1 - 1 x 1 = 0
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Am Fixpunkt gilt: i = /,? = ji*

er Nahe des Fixpunktes (versuche) isierung (manchmal sind héhere Ordnungen né-

tig) ¥
b= 9  (0p.. kleine Abweichung vom FixpunkB
p = ig* +§ﬁ’_ /l-:'uembfmé ("‘ Tmﬁnhﬁh tm MM

Linearisierung: = A(ji*)dji e m‘
mit der RG-Matrix A(Z*) mit igenwerter{:\/,)md Qgen ; gi. )

;_teration von RG-Transformationen:

i = Ap8iT' = Ap, Ay, 8 (8.1)
Apy b,

—

Ap,b, ist die RG-Transformation mit Skalenfaktor b; - by. Daraus folgt die folgende Gruppe-
neigenschaft (daher Renormierungsgruppe): '

E.,......uh: Ab2) - A (by) = A(by - bo)

Betrachte den Fall, dass Skalenfaktoren b kontinuierliche Werte annehmen (z.B. Impulsraum-

Skala), dann folgt die Lésung ; .
.
(]

(wenn Eigenvektoren passend)

(8.2)

mit ‘fkritischen Exponenten” y;. vy
Darstellung in der Eigenbasis von A: ep l/
o
=g +Ygn A=f+Ydn (8.4)
Fiapanbl < e S i
= g'=Mg = |g' =g (8.5)
Dabei bezeichnet g; den Abstand vom Fixpunkt in Richtung des Eigenvektors ;. Es gilt
b> 1.
Fallunterscheidung:

yi > 0: g; wichst bei der RG-Transformation, d.h. das System entfernt sich vom Fixpunkt in

= Richtung #;, auBer wenn g; = 0. Man spricht von einer “relevanten Variablen® g;. Bine
solche muss passend eingestellt werden, damit man zum Fixpunkt kommt. %piele: Im
Ising-Modell sind Magnetfeld (h = 0) und Temperatur (I = 1,) relevante Variablen.

Yi < 0: gi schrumpft, das System néhert sich dem Fixpunkt bei der RG-Transformation. =

Gleicher Fixpunkt Der Anfangswert von g; ist egal (solange er klein genug fiir die Linearisierung ist). g;

bedeutet, dass ist eine “irrelevante Variable™.
die Physik bei n = Universalitat: Verschiedene physikalische Systeme haben denselben Fixpunkt (=
roBen Absténden sy e N -
gleich it | @ dasselbe kritische Verhalten (s.u.)). Wean it Sich nur um (rrele vamle | Ull{ -
; = 0: In der linearen Néherung bleibt g; konstant. “marginale Variable” = Es ist eine ““%‘!

Nédherung hoherer Ordnung notig.

e Bei y; = 0 ist es auch méglich, dass die kritischen Exponenten sich kontinuierlich als
(I “.) ﬂ ines Parameters in ‘H dndern, d.h. keine Universalitit! Selten: (Nur?) 2-dim
‘ & XY-Modell (k.u.) plus verwandte Modelle z.B. 2-dim SOS-Modell und 1-dim Spin-1/2-

nanten-Heisenberg-Modell (Spin-Kopplung nicht isotrop).
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g, (i osdndt)

X
# X
r, ™
-_ = \
_4_é—._FP
- - )
. > A
* Pl

Abbildung 8.2: Renormierungsgruppenfluss fiir relevante/irrelevante Parameter.

e In der Regel gibt es nur wege relevante Parameter. Beispiele:

— Magnetische Systeme: 2 relevante Parameter: h, T

— 3-dim Fliissigkeiten: ebenfalls 2 relevante Parameter: p, T

o Welche Parameter relevant sind und die Werte der kritischen Exponenten y; hingen
vom Fixpunkt ab.

——

e Ein System heifit “renormierbar”, wenn die Anzahl der relevanten Parameter endlich

kst N.B.: Forderung von 1) Renormierbarkeit, 2) Lorentzinv.
. agl s - . 5 und 3) Darstellung Uber Lagrangeformalismus fiihrt
N.B. Elementarteilchenphysik: “Kontinuumslimes zur QED ! (oder hoch nichtlinearen Lagrangefunktionen)

1. Beschreibe System auf grober Skala (oder mit kleinem maximalen Impuls)

2. Verfeinere die Skala — brauche eventuell mehr Parameter

3. Forderung w: Kontinuumslimes existiert,_d.h. die Raumzeit hat keing rdumlich
diskrete Stoukiur

Crossover: z.B. Situation mit 2 Fixpunkten: Fixpunkt A mit 1 relevanten und 1 irrele-
vanten Kopplung, Fixpunkt B mit 2 irrelevanten Kopplungen. Beim urspriinglichen System
mit diesen Kopplungen “lauft” das System bei einer RG-Transformation (d.h. betrachten auf
groberer Skala) zundchst nédher zu A, dann zu B. Beispiel: Scheibe mit sehr grofem Radius:
System wirkt bei kleinen £ 3-dimensional, danach 2-dimensional. (Entlang der RG-Fluss-Linie

wichst die Korrelationslidnge &.)
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KAPITEL 8. RENORMIERUNGSGRUPPE

Abbildung 8.3: Crossover im Parameterraum. A hat einen relevanten Freiheitsgrad (x-
Richtung), B hat nur irrelevante Freiheitsgrade.

8.3 Skalenverhalten und kritische Exponenten

Zur Erinnerung: Aus den thermodynamischen Definitionen folgen die “Skalenrelationen” ( a nra-ldf‘ﬁ

a+28+v2>2 (8.6)
a+pB(1+0)=>2 (8.7)

Mit Annahme iiber die Form der Korrelationsfunktion folgen auch die “Hyperscaling-Relationen”

Yy<(2-n)v (8.8)
dv>2—-a (8.9)

In Wirklichkeit findet man, dass diese Beziehungen als Gleichungen erfiillt sind.

Ve

Erklidrung durch die Renormierungsgruppe

Die freie Energie pro Spin verhélt sich bei RG- Transformatlonen wie f/ = bif, d.h. f (i) =

b? f (ji). Nahe am Fixpunkt ergibt di !
(). Nahe am Fixpunkt ergibt dies /3 ,-

"7 (91,6 ---) = b2 (91,92, --) (8.10)
(’;) . J( = b ‘Jf. = f(Mgy,b2g,,...) =bf(91.92,-.-) (8.11)

Beisgiel: Magnet: Man findet, dass dort nur 2 relevante Parameter existieren, ndmlich g, =
= ~7= und g» = h, d.h. hier gilt (bei kleinen ¢ und h)

£t h,gs,...) = b70f (W18, bk, bogs, ) (&;47 (8.12)
.7!7 WfoMﬂ&:

Buvigp_' Kritischer Exponent a: spezifische Warme

8? 2 sy
o Bt_£ 1t| (8.13)
=0

hier:

f(th=0,...) bdbgylaf(_égg—O )

ot? — agl

(8.14)

g'l =hv1 ¢
- e

Gleichung 8.14 stellt einen Bezug her zwischen der Warmekapazitit %—) bei Temperatur
t (linke Seite) und Temperatur gi = b¥'t (rechte Seite). Mit desr—Aersaty ¢ o [t|™ ergibt

sich: d‘l I‘Rl“ﬂ

(Herleitung ohne diese Annahme danach) 5.
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et) = bVi—de(pt)  (8.14) (8.15)
A...J.é |t~ = b2 —d|py1g| e (8.16)
1 = p—d-ne (8.17)

Da b > 0 kann der letzte Ausdruck logarithmiert und aufgelést werden. Es ergibt sich:

|
B% Alternative Herleitung: e
~—
Annahme: b ist kontinuierlich wihlbar. Wihle b so, dass b¥ |t| = onst (bei Anderung von
.~ *
t) ?;fi ~b y1; = (bf ‘fff’/f‘ b durch t ersetzen

52 th=0... /’ ... ==> Spez. Warme
(21" = f( : ) o p2—d f o ) (8.19) verhalt sich
Schlusskette: RG => ot =(8.14) A tatséchlich wie

91 const.

(8.5) g_i=b"y_i)g_i t\(-alpha) !
=> —COHSE
(=£i11)f(b"(y_ly---)=--- gy i gehort nach links (8.20)
(8.14) ‘
=> Verhalten wie /t/*(-alpha)
unabhangig vom Vorzelihe{x von t, d. h a=a. ,
alog findet man:
BEd-w)/;m M~ (8.21)
(2y2—d) /;1 x~[t| (8.22)
w/d-n) ke~ M (8.23)
Hier gibt es nur 2 relevante Parameter (t, h)
= 2 Ex )
= Es gibt Beziehungen zwischen «, 3,~,d, namlich die 2 Skalenrelationen.
Hier
Kritische Exponenten der Korrelationslange: 14 I?, 7 , L
&L Pine 5& ”e
Die Korrelationsfunktion G(r) = (sosr) — (so) (s,) wird mit der Transformation s; — s! = ¢s; Kowsfon

in der Nahe des Fixpunktes:

4__4' G(r,t,h,gs,...) o<c2(b)c(@b”2hb“gs,---) «m@(o"./’—//df/sy

Bur h=f J, .50 2p wakt - lweh t/~b° Yt
<>  Langen skalieren bei der RG- Transfolso wie |t| i Das kritische Verhalten der Kor-

relationsldnge ist £ o [¢|™” womit sic graibt.

Da der kritische Exponent o auch nur von yg abhéngt, folgt eine ,Hyperscaling"-Gleichung:

M“’"I‘ Pave 23 (L-9)v ”//ancllj ]
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8.4 Beispiel fiir eine RG-Rechnun

Wir benutzen das 1dimensionale Ising-Modell, da hier eine exakte Rechnung méglich ist. Als ‘/

Rat10n wird Jewells nur jeder zweite Spm verwendet (siehe Abbildung) wodurch
Sic"g’ ibt. Ber-Renormicrungsaruppenansatas-liafart:

Ltu,..'.;,P. ”:;'”\qp : W= —KZSiSiH nt sti - ZC (8.24)

Zunachst mit K = 3J; H = h; C = const(s.u.)

(8.25)
B[ocl‘((rw/orw ot
L Z e il sl-n+8-+1)+Hs.+H2(sz+1+s=— )+2C (8.26)
= e Bw- 5
S iiber 892, 84, 8¢, ausflihren ==>
Sku-l’u === ., .
; G Sz—1+-91+1)+H+7(3='—1+3i+1)+2C’+e—K(Bt—1+Si+1)—H+-2-(3i—1+3i+1)+2c
@-un} von™ (%> 32 (8.27)
= Wa "L ‘7 ) :
Lmbenennung von i auf j [ l o ‘, 7.
= Z H [Q‘K+%‘)(5J+Sa+l)+H+QC S s K-¥ )(SJ+5J+J)—H+2C} (828)

% 2
; Z el - Z H@,sjﬂﬁ-@sjﬁ#év. weitere Terme) (8.29)
3 8 2

Es wire Umskalierung der Spins moglich, ist aber nicht notwendig. Hier ist es exakt lésbar /
und es gibt 3 Falle:

L] 85 = 8j+1 =1
® 5 =841 =-1
[ ] Sj = —8j+1 = 2]

Aus diesen 3 Fillen folgen 3 Gleichungen fiir 3 Unbekannte K', H', C":

2H' _ 2H cosh(2K + H)
cosh(2K — H)
AK _ cosh(2K + H) cosh(2K — H)
cosh®(H)
¢'? = €% cosh(2K + H) cosh(2K — H) cosh?(H)

€

hw

i €in
Die ersten beiden Gleichungen sind unabhangig von C wodurch sich d.er RG-Fluss in K und
H ergibt. \

Nebenbemerkung:

Bei T = inf kann die freie Energie f direkt berechnet werden und der RG-Fluss kann oft
benutzt werden um f bei T' < inf zu berechnen.
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Abbildung 8.4: Fluss der Renormierungsgruppe im 1d Ising Modell

Linearisierung (Berechung des kritischen Verhaltens)

Beispielsweise die Linearisierung der RG-Flussgleichungen um den kritischen Fixpunkt:
(T=0,h=0)& (e‘zH =1, e 4K — 0),e=y— y4 (= Def. einer giinstigen Variablen epsilon, die nur

F £ 'd J}.7 . j' .‘k c- .& V M wr y.‘,.‘_\z;j “bz k 7‘ vom Magnetfeld abhangt))

ergibt 2/ = 4z,€¢ = 2¢. Das heiit die Jeweiligen Eigenwerte $ifid A\; = 4, A2 = 2. Betrachtet
man das erwartete Verhalten gi’ = \;g; = b¥ g;, hier mit b = 2 ergibt dies die

Kritischen Exponenten:

yi=2y2=1

Anmerkungen
(anderes "epsilon" als oben)

Entwickl
Meist sind Niherungen ndtig. Zum Beispiel die ,e-Entwicklung“mit € = d — 2 oder d — 4 je ) inndelrc e
nach Modell. € wird durch geschickte analytische Fortsetzung eingefiihrt, z.B. d! — I'(d + 1). - Dimension!

Diese Methode geht zuriick auf Gerard 't Hooft.
T

Auch numerische Zugénge sind moglich (,DMRG*)
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