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Fragestellung:

o Warum gbt es Universalität und Universalitätsklassen?
_

o Warum gibt es B ziehun en zwischen den kritischen Exponenten
„Skaling Thermodynamische Ungleichungen“: tatsächlich Üleıcfiungen

Antworten darauf und analytische Zugänge zu komplizierteren Systemen aus der „Renormie- „Jfl
mngSgmppe..(RG): K.G. Wilm 1971. .9 fl„.,(J,~ „,. I

` : __ .. .__111ä^11ge“f°1“e Z› Cá«#«~=4/le« mr , k„.ı, ._ z.›~, ms) (fl„...„f4./
o Ändere åerativ die Längenskala auf der man ein System betrachtet, durch Entfernung

von Freiheitsgraden “--

o Beschreiben mittels einer effektiven Hamilton-Funktion
 `

o Am kritischen Punkt sg = oo! bleiben physikalische Eigenschaften bei der Transforma-
tion erhalten => Fixgun t er RG-Transformation

8.1 RG-Transformati9_n_

(hier: eine Variante im Ortsraum)

Reduziere die Anzahl der Freiheitsgrade N -› N' : „Skalen Faktor“bd =_%-ioder fasse jeweils
33:3 Plätze zu einem neuen Platz zusammen lb = 3).

Neue Spin-Konfiguration: neue Freiheitsgrade sollen dieselbe Anzahl von Werten haben (Ising:
, ıı2 Werte). C' øßçßâm ._ ßjıwı
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Abbildung 8.1: Möglichkeiten zur Reduktion der Freiheitsgrade

Wertzuweisung: z.B. Majoritätsentscheidung: 3x3 Spins -› s' oder „Integration“über die Weg-
gelassenen Freiheitsgrade (z.B. im ImRulsraum: integriere über hohe Impulse).
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KAPITEL 8. RENORMIERUNGSGRUPPE

 Z}i§tand§§umme soll dem Weı't nach gleich bleiben. Die neuen Freiheitsgrade wech-
selwirken mit einer neuen Hamiltonfunktion.

l I rWN
Z=Ze`/Hå Ze`H'=Z'I

ist is't

(im ersten Schritt: 'H = ßH) Ä 1«-ln* X JM
s... alte Freiheitsgrade
s' neue (weniger) Freiheitsgrade

Dies definiert eine Abbildungfi -› 'H' -:R7-i R
R... Transformation Tııficv . Z 4 6 dj/ /

Ü -›
Sk l'a ıerungen

2 ioFreie Energie  f'(H') =Äl'f('H)

0 Längenskalen: r -› 1" = år
speziell § -› §' = -šf
i

ı Impulse p -› E' = Q

ı Man findet, dass S ins ebenfalls reskaliert werden sollten: 3,. -> sl., = šsrf
Dann gilt G('F',7-i) = c2G(r','H') I

§' = gli < f außer § = §1 oder oo
Am Fixpunkt gilt: 7-1 = 'H' =¦'H=ı= (nur bei unendlich großen Systemen)

Beispiele:

ı - völlig ungeordnetes System f = 0T = oo. .

o zig: meist völlig geordnetes System. Bei h > 0 ist (si) --= 1, daher gilt: .§ = 0, da
verbundene Korrelationsfunktion Ci: (sosf) - (sg) (3,.) =~; ef?

20ıT=Tc:§=oO

8.2 RG-Fluss im Parameterraum
 

In der folgenden Herleitiıng gibt es Inkonsistenzen zwischen /1 untl fh.i S 3
H i 1 - Su 3,-_; von Funktionen von eventuell vielen Spins. Schartalleréolcher Funktionen
se' {fa ode .Bmw«  A ~¬»›: v .zz .z„, /. „J
zusätzliche Earameterlšvie h, J,~,~)- ;1' ` A' ı` " ß* 43]) Ü / 3 (tft) 'å l
d.h. H = = _' -l Zμafa uf]

Die RG-Transformation vergrößert meist sehr schnell die Zahl der (von Null verschiedenen)
Ä Parameter (-› später .

RG-Transformation: fa; W
'H' = R(7-L) und H = Ef

íl`›-.›.›/11.« fi„.„â`. (lv finfıálaf Äılßf ~›-'fl Äfflıcßn

-O-Ü MQ. xiıı..
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Am Fixpunkt gilt: Q' = Q7 = E*

Eger Nähe des Fixpunktes (versuche) Liggisierung (manchmal sind höhere Ordnungen nö-
tig) Q

Ii,i+ [§2
μ,"=μ,±QQ' (6"..kl' Ab 'h F' kt ¦ í EIP = __ M eine wgigään iq- r th W

Linearisierung: .f  I
mit der RG-Matrix A! E) mit igenwertei /\i àind Eigen ' gi. l

Iteration von RG-Transformationen:

5,1" = .=l„,<s,1" = .4g,A„, 6,: (8.1)
Ablbg
im

Ami, ist die RG-Transformation mit Skalenfaktor bi - bg. Daraus folgt die folgende Gruppe-
neigenschaft (daher ` )Renormıerungsgruppe :

E.r„.,ulı¦ A (§2 - A (bi) = agb, ~ bi (8.2)
Betrachte den Fall dass Skalenfaktpgen b kontinuierliche Werte annehmen (z.B. Impulsraum-
Skala), dann folgt die Lösung

ua 4%;
mit ritischen Exponenten” yi. I/j

"I
Darstellung in der Eigenbasis von A:

fi=/1'*+Z:9ı"ÜÄ I1" =fi*+Z9l17fi (8-4)
F12/wi/* -f_.. .='__.

=> 91' = /\l9l => (3-5)
Dabei bezeichnet gi den Abstand vom Fixpunkt in Richtung des Eigenvektors vi. Es gilt
b > 1. '

Fallunterscheidung:
 i±

yi > 0: gi wächst bei der RG-Transformation, d.h. das S stem entfernt sich vom Fixpunkt in
iftichtung 17,-, außer wenn gi = 0. Man spricht von einer “relevanten Variablen“ gi. Eıne

solche muss passend eingestelltfiwerden, damit man zum Fixpunkt kommt. Beispiele: Im
Ising-Modell sind Magnetfeld (h = 0) und Temperatur (T = TC) relevante Variablen.

gi < 0: gi schrumPfi¬ das System nähert sich dem Fixpunkt bei der RG-Transformation. =>
Der Anfangswert von gi ist egal (solange er klein genug für die Linearisierung ist). gi
ist eine “irrelevante Variable ”.

0 => Universalität: Verschiedene h sikalische S steme haben denselben Fixpunkt (=>
Q dasselbe kritische Verhalten (s.u.)). gg.. ,fc 9.; nur wm¬'fi"~'›'c V“ W Lmíum

gi = 0: In der linearen Näherung bleibt gi konstant. “marginale Variable” => Es ist eine åáfiııåm
~ Näherung höherer Ordnung nötig.

o Bei gi = 0 ist es auch möglich, dass die kritischen Exponenten sich kontinuierlich als
P ~_) ü esParameters in H ändern, d.h._kez'ne Universalität! Selten: (Nur?) 2-dim

' ; .e.)plue verwemlle Medelle z.B. 2-dim sos-Medell edel ıelm spin-1/2-
`! uan en- " eisenberg-Modell (Spin-Kopplung nicht isotrop).
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Abbildung 8.2: RenormierunëEuppenfluss für relevante/ irrelevante Parameter.

n 0 In der Regel äbt es nur wenige relevante Parameter. Beispiele:

. -~ Magnetische Sfiteme: 2 relevante Parameter: h, T

- 3-dim Flüssigkeiten: ebenfalls 2 relevante Parameter: p, T

o Welghe Parameter relevant sind und die Werte der kritischen Exënenten gi hängen I
i' nkt ab evom Fıxpu .

0 Ein System heißt “renQrmi_erbar”, wenri die Anzahl _der relevanten Parameter endlich
EL.

N.B. Elementarteilchen h sik: “Kontinuumslimes”

1. Beschreibe System auf grober Skala (oder mit kleinem maximalen Impuls)

2. Verfeinere die Skala -› brauche eventuell mehr Parameter

3. Forderung : Kontinuumslimes existiert d.h. die Raumzeit haflieing räumlich
”"'^"'\'\I-fl\f\ı~ø'\ıııfi'\f\f`:'

< l .
C sso er: .B. Situation mit 2 Fixpunkten: Fix unkt A mit 1 relevanten un lrree-
-  

vanten Kopplung, Fixpunkt B mit 2 irrelevanten Kopplungen. Beim ursprünglichen System
mit diesen Kopplungen “läuft” das System bei einer RG-Transformation (d.h. betrachten auf

jfçk gröberer Skala) zunächst näher zu A, dann zu B. (Beis iel: Scheibe mit sehr roßem Radius
System wirkt bei kleinen f 3-dimensional, danach 2-dimensional. (Entlang der RG-Fluss-time

il ' wächst die Korrelationslänge ff
(3O
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Abbildung 8.3: Crossover im Parameterraum. A hat einen relevanten Freiheitsgrad (x-
Richtungl, B hat nur lrrelevante Freiheitsgrade.

verhalten und kriti8.3 Skalen sche Exponenten

Zur Erinnerung: Aus den thermodynamischen Definitionen folgen die “Skalenrelation_eL1:_ (aıfßıáıfı.)

o:+2ß-l-722
a+ß(1+ö)22

(8.8)
(8.7)

Mit Annahme über die Form der Korrelationsfunktion folgen auch die “Hyperscaling-Relationen”

^fS(2-12)”
dl/22-cz

In Wirklichkeit findet inan, dass diese Beziehungen alsfileichungen erf_üllt sind.

Erklärun durch dieRenormierurıgsgruppe

(8.8)
(8.9)

i
Die freie Energie pro Spin verhält sich bei RG-Transformationen wie f' = bdf , d.h. f (l1") =
bdf Nahe am Fixpunkt ergibt dies /Ä ' /:Ü

f"""\ r~^'¬
( ) , f = bdf (gllg2:›"')

: = => .f(by1g1_by2g2¬'°') = bdf (glıg21°°')

Beis iel Ma net Man findet, dass dort nur 2 relevante Parameter existieren, nämlich gi =
t = -L1. und gg = h, d.h. hier gilt (bei kleinen ti und hl)
mit ii

fu. (1. Q3, . . .) = ffdf (__lg_1*_1_l_±_.l›1'2h.l›f›'ße.~.....› 6&4-, (8.12)
_'Kritischer Exponent a: spezifische VVärme

_ 62

/-2 du Ju? „naß/bar

e~ _f 3.» |±|'° (8.13)-gg h=o
hier: 2 _ 2 f r __ 8f(±.h_o,...) „,„af(g„gi_o,...) (M4)

8:2 Z b_-'3- ße? ' -bvıt
_

Gleichung 8.14 stellt einen Bezug her zwischen der Wärmekapazität â%§fl bei Temperatur
t (linke Seite) und Temperatur gí = bylt (rechte Seite). Mit deıfa-A-:satz c oc lt|`°' ergibt
sich: dn And” 4 5.“.
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ßåw Alternative Herleitung:

_ KAPIT__I'_f..L._8_. __l{ENORMIERllN GSEEPPE _ _ __

e(±) = b2y1¬'fe(bP1±) (8.15)
An-=J..(\ |±|-*<1 = 82111 -d|ı›v1±|¬=* (8.18)

1 = b2y1'd-111° (8.17)

Da b > 0 kann der letzte Ausdruck logarithmiert und aufgelöst werden. Es ergibt sich:

I
3«

I*-^¬ __
Ann me: b ist kontinuierlich wählbar. ,Wähle b so, dass bi“ |t| = const. (bei Anderung von

l2_=>. :__è__y1 -3:. E --fiir,/fg
Q' _

-__ I

gi = const

= Const

d

unabhängig vom Vorzeichen von ti d.h. a = o/. l

Analog findet man:

ß (Ol _ 3/2) /yl M ~ lilß (3-21))
(292 _ dl /yı X ~ lil-7 (3-22)
le/ (d - 81) h ~ IMP (8.23)

Hier gibt es nur 2 relevante Parameter (t,h)
=> 2 Exgonenten gi , W bestimmen 4 Qhggikgligghe léritischg Exgonenten ai Qi zi 6
=› Es gibt Beziehungen zwischen a, ß, 'y, 6, nämlich die 2 Skalenrelationen.

I

 xponentgn der KmreIa Ü/ ¶ Hf" Ø'/fe

Die Korrelationsfunktion G'(r) = (sgsr) -- (80) (si.) wird mit der Transformation si -› 8; = csi K"-5,!"\
in der Nalle des Fixpunktes:

, å G(1,_t_,fı_,_g3,...)occ2(b)G í@by2h,by3g3,... Q /[__/

ßıl°f\*0,J3....80 : nflfıofif I9 ıvftßl ffl^*$(PY' ) iu? K l V
à Längen skalieren bei der RG-Transfor ı - ' - also våè' |tl`à Das kritische Verhalten der Kor-

relationslänge ist f OC |t|"v womit sicrgibt.

Da _der kritische Exponent a auch nur vn y' abhängt, folgt eine „Hyperscaling“-Gleichung:

L'/lıoßafi 7..... -> fi (l'7)V fl7,.f.›;4(ı~›› 7
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KAPITEL 8. RENORMIERUNGSGRUPPE 6 l l 3 I í ' I 3
7 I 1. _7__ _. _iiggi _:› ..___.ee------.e---e.

8 4 Beıs ıel für eıne RG-Rechnun Ca 1 7' 3 9 f

\«Vir benutzen das ldimensionale Ising-Modell, da hier eine exakte Rechnun möglich ist. Als _/
RG-T : - = mation wird jeweils nur jeder zweite Spin verwendet (siehe Abbildung) wodurch

uufávn 3 'H = -KZ si-si.,.1 - HZ: si - :C (8.24)
'ın è , ae' 1' 1' 1'

Zunächst mit K = ßJ; H = ßh;C = const(s.u.)
8 25( - )

ßfoalšlfrdvérıqfıåı L
Z = 6-'H : I eKä(s:+s:2+Hí+H%(ífl+ä:)+2C (826)

18-:E é 6"' - <"¦ Vıi'
OO .

Saıdß S über 82, 84, 35, ..

ıfıı 2 g = E H [eK(8e-1+-9±+ıl+H+%(-ii-1+-9±+ıl+2C + 6-Kf-91'-1+-9±+1l-H+'f§i'(-Se-1+S1+1l+2C]
Z 1"*

Qßxffl I L0" hf) (8.27)
Umbenennung ilbíi auf 0' fl 3 fı 1; J, Y. - e )
: Z H [f§K+-fg-)(ei+s,+ı)+H+2c + 6-(K-%)(e,-+.s,+1)-H+2c] (828)

SJ' fi* 1.1) åı Q Q7/

;_ Z e-'HI = 2: II åisi-.i_i+(“9s_i ev. weitere Terme) (8.29)

Sa SJ J'

Es wäre Umskalierung der Spins möglich, ist aber nicht notwendig. Hier ist es exakt lösbar
und es gibt 3 Fälle:

O Sj=8j.|_1=1

O 8J'=Sj+1=-1

O SJ'=-8j_|.1=±1

Aus diesen 3 Fällen folgen 3 Gleichungen für 3 Unbekannte K' , H' , C' :

62H« = e2Hcosh(2K + H) 7
cosh(2K - H)

64K, cosh(2K + H) cosh(2K - H)
cosh2(H)

ew' = esc cosh(2K + H) cosh(2K - H) cosh2(H) .W

* eh Ã
Die ersten beiden Gleichungen sind unabhängig von C wodurch sich cler RG-Fluss in K und -7

Nebenbemerkung:

Bei T = inf kann die freie Energie f direkt berechnet werden und der RG-Fluss kann oft
benutzt werden um f bei T < inf zu berechnen.
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Abbildung 8.4: Fluss der Renormierungsgruppe im ld Ising Modell

Linearisierung ißerechung des kritischen Verhaltens!

Beispielsweise die Linearisierung der RG-Flussgleichungen um den kritischen Fixpunkt:

_ __ -2H _ -4K _ _L _ (T-0,h-0)<=›(e -1,e -0),e-y-y4

u ,.7 - Ioıık C Ok lv,ı.yII/cn.
ergibt as' = 4:11, e' = 26. Das heißt die jeweiligen Eigenwerte i d Ä; = 4, A2 = 2. Betrachtet
man das erwartete Verhalten gi' --= Äigí = byfgı-, hier mit b = 2 ergibt dies die

___,______„ _ 7_,_|__

Kritischen Exponenten:

yı = 2, ya = 1

Anmerkungen

Meist sind Näherungen nötig. Zum Beispiel die ,ıe-Entwicklung“mit e == d - 2 oder d - 4 je l
nach Modell. c wird durch geschickte analytische Fortsetzung eingeführt„ z.B. dl -› I`§d + 1). .
Diese Methode geht zurück auf Gerard 't Hooft. 7

Auch numerische Zugänge sind möglich („DMRG“)

K 12 / vs 7 K
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