7 Transfermatrix

Dieses Kapitel fiihrt die Transfermatrix am Beispiel des 1 Ismsmodells ein:

AR,

N * "
= —J N i N-¥'N 12 N-1 8

Vu‘hﬁz 7.1 Direkte Losung bei h=0 und obc >
™
Zustandssumme: Lasst sich mithilfe einer Rekursionsformel finden:

Zy = Zf’-_ﬁH = 2 e'e‘lz;vz;’.:;‘" 56‘”3""—1"“’
7 &)

{si,i<N}

- {s:}
””‘ht ’ st —2 _JW/_IWunabh. von sy -1 -’ “

Zy = 2 cosh(8J)Zy_1 """ (2 cosh(8.)) V1 2y

| Zy = il coshs/i’JgN’l | (7.1)

Korrelationen: Fiir & = 0 kann man sich eines Tricks bedienen' und variable Kopplungen
J; einfuhren:

H= ﬁ: Jisi—18; = =2 1'[(2 cosh(B.J;))
=2 i=2
=1 =1
._Sm_s". - {QZ Smsne™ 1 = %{4?} Sm Sm+1 3@+1  8n—1)(8n—18n)ePH
= % {321} 3 5Ja_m+1 3 5;3”4.2 cee 6§J,,8_3H — Ableitungen vertauschen mit Summe!
- %aﬂfmﬂ . BBBJn kiIHmLh(ﬁ_Ji) (7.2)

Zum Schluss stellt man die Isotropie des Systems wieder her, indem man alle J; = J setzt.
Damit ergibt sich fiir zwei Spins im Abstand r:
~7/
( —I/E)r I

(8mSm+r) = (tanh(BJ))" = (e (7.3)

TR o ( ,
s fo In(tanh(5.)) : k)

m Allgemeinen so nicht moglich
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Bei groflem 3 verhilt sich die Korrelationslinge wie:

§~ 1823']

2
divergiert also exponentiell in 3 fiir 3 — oo und nicht, wie in _hoheren Dimensionen, po-
tenzartig. Das 1d-Isingmodell hat somit eine Art "Phaseniibergang” bei T' = 0, jedoch mit

exponentiellen Abhiingigkeiten von [ 4 Jhdcirapeg.

7.2 Zustandssumme via Transfermatrix  ( Hver A‘_}

Unter Beachtung der Periodizitit (sy+; = s;) kann man die Zustandssumme schreiben als:

Zy =Y BIX e st +Bh Y (7.5)
{si}
Was man in néchste Nachbar-Paare (ij) umschreiben kann:
N =8
Zy =Y [IV(sisi01) = 3" Vi(s1,82)V(s2,83) - - V(sn, 5va) (7.6)
{si}iZL {si} .

mit V(s, ') = e373¥+3h(s+5)88_, »Tyapgfermatrix” (7.7) = T"'J{"
‘m Ol :

V(+,+) V(+,-)

PRI ) V(=)

BJ+pBh —-BJ
€ € . .

i ﬂah it

Die Summen iiber s3, s3,... lassen sich als Matrixmultiplikationen der einzelnen Transfer-
matrizen V (s, s’) auffassen und die Summe iiber Spin s; = sy4; ist nichts anderes als die
Spur iiber das Produkt aller Matrizen. Da die Matrix V unabhéngig von den einzelnen Spins
s, 8 ist, erhilt man fiir die Zustandssumme:

Zy = Tr(VN )‘ 9 (7.8)

N.B. Analogien zur Transfermatrix: 3. an: [ 4 o~ ITC

1. Quantenmechanik: Z = Tre—#f = Tr(( e‘%wﬂ )M)

Transfermatrix in d

2. Magkov Clain Mogle Car}p (MCML): Mark i
ist fllass mgP" = % mit 7 gér gewiingéhten Vertgilung, sowig/'m P
o% Ma P besclfreibt hjér , Transport® in »e ; i

7.2.1 Berechnung von Zy iiber Diagonalisierung von V

imaginarkn Zeit

-
= /

Da die Transfermatrix V symmetrisch ist, konnen die Eigenvektoren diagened gewiihlt werden
und man kann V zerlegen:

V=Q ():)0 f) Q' mit Q= (4,,71) (Eigenvektoren 7,7 als Spalten)
1
[ ——
=

NY _ o - _1) zyklisch vertauschen N\ _ /\(I]V 0

Tr(V )_Tr(QAQ Q---AQ ) = Tr(A )_Tr(o A
/]

Zy =N + 2| 1 (7.9)
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Allgemein (fiir andere Modelle) findet man:

Zn=Y" A" (7.10)
i

Fiir das betrachtete 1d-Ising-Modell erhélt fiir die Eigenwerte \:

Xo.1 = €”/ cosh(Bh) £+ \/625‘] sinh?(Bh) + e=267 (7.11)

mit Magnetfeld (h # 0), bzw.

T e sy )M ) =41

ohne Magnetfeld.

7.3 Thermodynamik mittels Transfermatrix

Wie im Kapitel 7.2.1 gezeigt lasst sich die Zustandssumme iiber die Eigenwerte A der Trans-
fermatrix schreiben:

Zn =YY (7.13)
i

Sortiert man die Eigenwerte der Grofle nach und zieht den grofiten Eigenwert Ao heraus,

ergibt sich
N
Zy =X (1 +> (/\0) ) (7.14)

i>0

g —

<1
Im thermodynamischen Limes (N — oo) verbleibt nur mehr der gréfite Eigenwert, alle Terme
der Summe gehen gegen 0. Im folgenden werden einige Groflen des 1D{Ising-Modells berech-

net. V
3, A

7.3.1 Freie Eneriie

gp
Fir die freie Energie pro Platz f gilt damit: / ¥ ~>eo
1
=——logZ=p—— 7.15
i N3 o8 -b ,27 A (7.15)
Alle thermodynamischen Groflen hiangen von der freien Energie (oder deren Ableitungen) ab.
Damit ist die gesamte Thermodynamik des Systems vollstandig durch den gréBten Eigenwert ”
Ag und dessen Abhéngigkeit von T', h, etc. bestimmt. 0

N.B.: Bei niedriger Temperatur, d.h. groRem beta J, steigt M sehr schnell mit h an,
d.h. schon ein sehr kleines beta h reicht fiir M approx. 1,

T.3.2 Magnetisierun&

- namlich wenn x<<1 equiv. sinh*2(beta h) >> exp(-4 beta J) Z?g?sr;rricht
Die Magnetisierung (pro Platz) ist gegeben durch M = —3‘% f(h,T). Kurze Rechnung ergibt Suszept.
damit fiir das Ising-Modell in 1D: (s.u.)
BJ . 1
M= sink{gn) = e  exp(-4betal)
V€237 sinh?(8h) + e~287 S mitxE e

Fiir h — 0 geht auch die Magnetisierung gegen 0. Das Ising-Modell in 1D zeigt daher (auch
im thermodynamischen Limes) keine spontane Magnetisierung.

&> Heemis~ Vr"‘mm

!
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KAPITEL 7. TRANSFERMATRIX

7.3.3 Suszeptibilitat

Die Suszeptibilitit ist gegeben durch y = %}. Fiir h = 0 ergibt sich
x = e/ (7.17)

Fiir T — 0 (8 — oo) divergiert die Suszeptibilitit daher exgonentiell. [ (/ Juv }

7.3.4 Innere Energie

Die innere Energie ist gegeben durch

o
=3 (Bf) (7.18)

Fiir h = 0 ergibt sich
u = —J tanh 3J (7.19)

7.3.5 Spezifische Wirme

Fiir die spezifische Warme bei h = 0 ergibt sich:

c= % = kg (8J)% (1 - tanh? 3.7 (7.20)

Fiir T' — 0 ergibt eine Entwicklung:
cr (BJ) e 287 (7.21)

Die Warmekapazitat geht also fiir T — 0 exponentiell gegen 0.

7.4 Korrelationsfunktionen mittels Transfermatrix

Gesucht ist die verbundene Korrelationsfunktion:

G = (AoBr) — (Ao) (Br) (7.22)

iten zur Berechnung von Greensfunktionen in quantenmechanischen Modellen
(Lehmann-Darstellung) auf. Dies liegt an der dhnlichen Struktur der Zustandssumme. Klas-

Die folgende Rechnung (rdumliche Korrelationsfunktionen im klassischen Modell) weiit star- g
-

sisch mit Transfermatrix V:

Zy =tr VN (7.23)
Quantenmechanik nach Zerlegung in imaginére Zeitschritte:
Analogon F=treP8 oy (e—%H) (Zahl "N" groR, beliebig) (7.24)
(aber Transfer in
"Richtung beta",

nicht in rduml. Richtung)

(‘ln/uu‘ m* A’ [ Z&'{w‘n&/.? ._ 0}’-"’ G?)tnc

4 " Granl lw}l‘u{ 7 %>
Exp. /'w‘kmbof @,-l)

=
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7.4.1 Einplatz-Operator in Transfermatrix

(Matrix)
Fiir den Erwartungswert eines lokalen Operators A, (z.B. Aa= Sop) gilt:

VAN > Plolh ©

tr VN

(A) = (7.25)

Mittels der Spektraldarstellung von ‘_/'_ bu .u.{ _”. 6‘ 1w

V=Z/\i |vi) (vil ki 5}! "&"M .(7.26)
ergibt sich: \0‘/

(o) = =y (sl 4o (Ez\“ o) (il ) | 32 X, vi2><v-&.--lv,-> (7.27)

E /\N Z 'U] IAO |v.7) AT ‘L ‘;L"j R (728)
Y
= SN Z (vj | Ao [ vj) ()\—o (7.29)
P (7\‘3) j
N --> unendlich
Im thermodynamischen Limes verbleibt wiederum nur der grofte Eigenwert und es ergibt

sich:

V“.tl" ,‘:‘)‘“{0/ wj(volxﬂvo)

7.4.2 Zwei-Punkt-Korrelationsfunktion in Transfermatrix

(Matrizen)
Analog ergibt sich fiir zwei Operatoren A, B an den Plitzen 0 und R mittels Einsetzen der

Spektraldarstellung von V:

L N-R /( S PR |
- (AgBpR) = trV ——tr (AVEBRV 1 /‘ R, A, " (7.31)
' B N Z Z Z V (vj | Ao | viy) (vi, |viy) ... (Vig | BR | Vky) (Vky ] .- |U5)
L .‘ J tiik ki kn_r e —, b=
As ( ! (7.32)
1 -
- WZ (vj | Ao | vi) (vi | Br | vj) XA (7.33)
a7} -
Im thermodynamisc_hgl Limes verbleibt nur der Term j = 0 und es ergibt sich
. AR
(40Br) = Y (v0] 4o |vs) (v: | Br | vo) (A—O) (7.34)

i

Der Summand mit i = 0 ergibt (A4) (Bg), wodurch sich die verbundene Korrelationsfunktion
G schreiben lésst als: iy thermodyn. Limes

It
G = (40Br) — (4o) (Br) = Y- (vo| Ao w3 (v B ) () (7.35)

el =

(aly bor e G

McA../ /y

In andesi: S “'('*1]

Gy

& (7.4/

analog zur Lehmanndarstellung in der QM
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%
Fiir den Spezialfall B = A" wird aus Glg. 7.35: "'”! 20
L A\ R
G = Il 4wl* (55) (7.36)
— T A0
B
=D ce & a N (7.37)
i>0 + o e‘.é
e a tetabn  mT ¢

Die verbundene Korrelationsfunktion ist damit eine Summe von'abfallenden Exponential-
funktionen mit Korrelationsldngen:

1

e 7.38
i (7.39)
Die grofite Léangenskala/Korrelationslidnge ist daher
§=—¢ (7.39)
log %‘1 '

L)
Jo/ (wﬁf&-’h‘ﬁ
Die Korrelationslinge ist damit bestimmt durch das Verhaltnis des gréfiten und und zweit-
groBten Eigenwerts: Ahnliches (grofter und zweitgroBter Eigenwert) ergibt sich bei:

@ Quant&nechanik: Gap-Energie zwischen Grundzustand und erstem angeregten Zustand

e Markov-Ketten: Autokorrelationszeitggwesnd durch zweitgrofiten Eigenwert der Markov-
Matrix b&stimm& ""P“
Fiir das Beispiel des 1D-Ising-Modells ergibt sich fiir die Eigenvektoren von V:

_ [ coseg - sin ¢
e ( sin g ) S ( —cosy ) el
mit
¢ = €2% sinh Bh (7.41)

Damit ergibt sich fiir die Spin-Spin-Korrelationen: (Fall "h=0" hier symmetriegebrochen als h -->0)

(SoSr) V2™ cos?(2¢) + (;—;)Rsin2(2go) (7.42)

G =(SoSr) — (So) (Sr) = (tanh(3.J))®sin?(2¢p) (7.43)

Zusammenfassend: Die gesamte Thermodynamik steckt im gréften Eigenwert Ag,
die Korrelationslinge steckt _im zweitgroBten Eigenwert ).

7.4.3 , Kritische Exponenten des 1D-Ising-Modells*

Fiir T — 0 zeigen alle Groflen eine exponentielle Abhéngigkeit (statt einem potenzartigem
Verhalten). Um dennoch kritische Exponenten zu bestimmen, kann man (statt ¢ = T—;,CTG)

definieren S U
$:= e—287 ad hoe Y (Fakior 2 willkiirich) (7.44)

und damit das exponentielle Verhalten in die Definition von t stecken. Es folgt damit:

x o e287 Lt = =] (7.45)
£ ox e L v >v=1 (7.46)
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7.5 Veralligemeinerung von Transfermatrizen fiir ,,2D"“-Systeme

(Gitter)
Fasse ein System der GroBe N x M - mit g Freiheitsgraden pro Platz - als eine Kette von

M Untersystemen der Grofle N x 1 auf. Jedes Untersystem hat dann q - N Freiheitsgrade.

Die Transtermatrix hat dann statt [g x q| die GroBe [¢"V x ¢"V], der Aufwand steigt daher
exponentiell mit der Breite des Systems. .

berechnen
Dieser Ansatz eignet sich besonders um Systeme zu simwheren, die schmal aber sehr lang

sind (M >> N). Der thermodynamische Limes kann lediglich fiir M — oo erreicht werden,
Ticht jedoch fiir N. Fiir die Thermodynamik ist lediglich der gréfte Eigenvert von V relevant
welcher somit effizient (z.B. mittels Lanczos-Verfahren) berechnet werden kann.

P B W s
{[ b r
M viele ) [ ~ ~ - ==> Transfermatrix hat die GroRe 2"M x 2M
Spins Ubereinander
auf dem Bild v —> numerisch behandeln fiir nicht zu groRe M,
> N evtl. analytisch mit Mathematica, evil. extrapolieren (z.B. mit FSS)

Exakte Physik --> V diagonalisieren

i\l.‘viele Platze Nur Thermodynamik --> brauche im "thermodyn Limes" nur lambda_0

(und dessen Ableitungen)
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