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7 Transfermatrix

Dieses Kapitel führt die Transfermatrix am Beispiel des ld-Isingmodells ein:

C:l
H = _JZ§?Y=~23i-ı-91' 1 2 ' U “Hy 1 2 H' N4'

~ 7.1 Direkte Lösung ı›ei_ıEo undcobär
Zustandssumme: Lässt sich mithilfe einer Rekursionsformel finden:

M/like
' I` (5 N 1 '( (

I  @fl (1.1) f-2/0'.

ZN : Z 6-.SH :_ Z eßj gß3JsN-ı.s~N

1, {S11} {S1'-í<Nl W
wyíwunabh. von s_\†_.1 Y ßZN-1

Zgt = 2 cosh J)Z _ Rekgsm 2 C0811 ßJ))N"1ÃL

Korrelationen: Für h = 0 kann man sich eines Tricks bedienenl und variable Kopplungen
J; einführen:

N N
H '_ 13,; ii* ZN = 2H(2 COSll(ßJi))_. I _

s±=2"" .~:=2 "'

:I =1
__, 1 <1-^_-_\ /-í"*i\ _ __=_l

<5m3-ri) = E {Z} 5m3n@ 3H = E ëlsm 5m+l)(3m+l ' ` ' Sn-l)(3n-1 3n)e "JH
81; -Sie i

= è Z 8 -- 8 +8-e`3H -› Ableitungen vertauschen mit Summe!
{ }31"

ôßlm-i-1 Jui-i-2 J-rt

1 Ö Ö n
1--í-----iZ= Ü h.*'J 7.2Z 351m+1 gßjn k:11:nI+1L(*3..fi.) ( l

Zum Schluss stellt man die Isotropie des Systems wieder her, indem man alle Ji = J setzt.
Damit ergibt sich für zwei Spins im Abstand r:

-¬ f
<3m3m+r) = : (e_1/ei. 5: e 7/

„.-. 1 I ,'¬ı.> Ö - _ (7.4)

ılııı Allgeıııeıııeıı su niclit möglich
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Bei äoßem ß verhält sich die Korrelationslänge wie:

1 2sJ§~2@
 

dıver ıert also fu -› oo und nicht wie ın hoheren Dimensionen, po-
tenzartig. Das ld-Isingmodell hat somit eine Art ”Phasenüber an ” bei T = 0
exponentiellen Abhängigkeiten von ß

7.2 Zustandssumme via Transfermatrix ( Harz áëj

jedoch mit

Unter Beachtung der Periodizität (sNH = sl) kann man die Zustandssumme schreiben als:

ZN = Z: eg S18-±+1+ßfiZ:-91'

{Sr}

Was man in nächste Nachbar-Paare (ij) umschreiben kann:

N E-91

1.5)

ZN = Z: H l/(Sr, SH-1) = Z V(3ı¬ Szll/(82, 83)"'V(SN,3-.1-øvlnll (7-5)
{S±}.E.l. {Sf}ñ g Z Ü

y I2 = eßJ38'+%h( + I) 31T t' t ~ nl

__ V(+,+) V(+,-) _ e e _
V- _ e_ßJ eßJ__ßh _* Syfllflletflsch

mı s s -› rans erma rıx

[ ] [ ß.1+ßh -ßı ] "I 0' 1

D. .. . . . . . . iq, „Q Üıe Summen uber sg, sg, . .. lassen sıch als Matrıxmultıplıkatıonen der einzelnen Transfer-

vn „Oh °'
(1 1

matrizen Vis, s' auffassen und die Summe über Spin 31 E sN+1 ist nichts anderes als die
Spur über das Produkt aller Matrizen. Da die Matrix V unabhängig von den einzelnen Spins
s, s' ist, erhält man für die Zustandssumme:

9 Ua. _
Mi' 4' _.ı.%

N.ı3.A |5' T f ı'= 3.4832“ 'Ynao ıen zur rans erma ri; _ n (7`c

1. Quantenmechanik: Z = Tre'ßÜ = Tr((e`Ji\% )M) g
"'¬"'Trfe ..d....z.

3-115 I'l`l'lı':l›tI'1X IH 11'118 H18- Il Bit
J

2. Ma ov C in Mo e Car (MC ): Mark -M ' elche konstrui t
ist ass rr " T1:-› , mit 'rr r gewün ten Vert lung, sowi 1rP = 'rr tationär' ` _

X _,

0 ` Ma P besc eibt h' r „Trans rt“ in " ` Pi tung A Ä
Ill lu' __

7.2.1 Berechnung von ZN über Diagonalisierung von V
yffvpıınj_ 0

Da die Transfermatrix V symmetrisch ist, können die Eigenvektoren diagonal gewählt werden /
und man kann V zerlegen:

V = Q (zo Ã) ) Q`1 mit Q = (:ı:`§„:r`1) (Eigenvektoren a:`§„:ı:"1 als Spalten)
1

T

K-7 _Tr (VN) = Tr _ _ _ AQ_1) zyklısch \ârtauschen T1_(AN) Z Tr (Äâv Äqv)

. ıı|z„=›\{,`f+›qVl (7.9)
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/'
Allgemein (für andere Modelle) findet man:

mff MJ“ 2:-vßfåfvız-1

_ if

Für das betrachtete ld-Ising-Modell erhält für die Eigenwerte Ä:

A0„ = ef” a›sh(ßJ) ± (/@2ß-f sinh2(ßh.) + 6-W (7.11)
ç mit Magnetfeld sh ä 0), bzw.

A04 = eßJ ± e-ßı _-,¦> lu: 7-'2/Ä fg

ohne Magnetfeld

7.3 Thermodznamik mittels Transfermatrix

Wie im Kapitel 7.2.1 gezeigt lässt sich die Zustandssumme über die Eigenwerte Ä der Trans-
fermatrix schreiben:

z„ = Z Ag“ (7.13)
í

Sortiert man die Eigenwerte der Größe nach und zieht den größten Eigenwert A0 heraus,

N M NZN = ,xo 1 + Z - (7.14)
. 0 /\0

ergibt sich

1) ' ,

Im thermodflamischen Limes (N -› oo) verbleibt nurüiıehr der größte Eigenwert, alle Terme 0
der Suınme gehen gegen 0. Im folgenden werden einige Größen des 1DtIsing-Modells berech- 0
net. H

7.3.1 Freie Energie

2„ ¬›/1
Für die freie Energie Pro Platz f gilt damit: / „¬›°°

1 1f = -fiıogz-›--2! L, 1, (7_1f›)
Alle thermodynamischen Größen hängen von der freien Energie (oder deren Ableitungen) ab.
Damit ist die esamte Thermod
AQ und dessen Abhängigkeit von T, h, etc.

7.3.2 Magnetisierung

ößten Eides S stems vollständi durch den
bestimmt.

amik enwert Ü

0

Die Magnetisierung (pro Platz) ist gegeben durch M = -3%f(h, T). Kurze Rechnung ergibt
damit für das Ising-Modell in 1D

ll«I

Für h -› 0 geht auch die Magnetisierung gegen 0. Das
im thermodynamischen Limes) keine spontane Magnetisierung.

ef” sinh(ßh) (7 16)

(/em” sinh2(ßh) + e"2ßJ l

Ising-Modell in 1D zeigt daher (auch

4-¬› fferıılll-l1/firıv mum ..

so/76K
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7 3 3 Suszeptibilitat

Die Suszeptıbılıtat ist gegeben durch X = ¶ Fur h = O ergibt sich

= 2 J (7.17)
-› oo) divergiert die Suszeptıbılitat daher exponentiell ( Jpıv lFur T -› 0 (ß

7 3 4 Innere Energie

Die innere Energie ist gegeben durch

Fur h = 0 ergibt sich
= -J tanh ßJ

7 3 5 Spezifische Warme

Fur die spezıfische Warme bei h = 0 ergibt sich

= - =ı@B(J)21-ia.nh2ßJ

Fur T -› 0 ergibt eine Entwicklung

c m (ßJ)2 e“ J

Die Warmekapazıtat geht also fur T -› 0 exponentiell gegen 0

relatıonsfunktıonen mittels Transfermatrix

Gesucht ist die verbundene Korrelatıonsfunktion...i_í_______i_____à__i

(7.18)

(7.19)

(7.20)

(7.21)

G = (140512) _ (A0) (BR) (7-22)

Die folgende Rechnung (raumliche Korrelationsfunktionen im klassischen Modell) weißt sfiar-
 zur Berechnung von Greensfuriktıonen ın_quantenmechan_ischen Modellen
(Lehmann-Darstellung) auf Dies liegt an der ahnlichen Struktur der Zustandssumme Klas-
sisch mit Transfermatrix V

N = tl' VN (7.23)

Quantenmechanık nach Zerlegung in ımagınare Zeıtschritte

= er = e-iv) (7.24)

(ii 1 ....4 fß« nr i.›f„i<..w/., 9).« (.2) "°
Ä óøı/iııjlfıı-( f/` Ni)

511 /fh/6/¦›ır›l'›'/' (Q Q
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Für den Erwartungswert eines lokalen Operators A|( = S0) gilt:

¬› 0

(A) = 511% f“" WJ (7.25)

P“ FU

a°"`“`
tr V

M.....1. an M _", 1.../.i.
v = Z3. ıv.-> <v.ı M., ,Jı ,ııllfmí ...§7-26)

ergibt sich: V

(A0) =Z1:ßZ<'Uj|A0 '\íı |v'i1› (Uhl M2 lvizl lvjl (7-27)

=I / 1 3 H N 5-
<'Uj |A0|'Uj)^j i-,\|_ i.',_i'_; - ~ - (7-28):W23

1 __ ›.~ N- <««›~ıA ı«››> -1 (. ›
Ek J 0 J (A0) 729

/-~\ à'l›%'
Im thermodymímischen Limes verbleibt wiederum nur der größte Eigenwert und es ergibt
sich: '__-

V ZI' I.“ „O U., 7.30=_, . »><“.'-/ miμıfuml (M4, )_,;„„,)„__ 44,“

g ____ f KAPITEL 7. TRANSFERMATRIX _~ 7'/7.4.1 Einplatz-Operator in Transfermatrix 7 Ü“ lvdıw ' 5; Q Q'

5%/

._ _ . . . .7.4.2 Zwei Punkt Korrelationsfunktıon in Transfermatrı

Analog ergibt sich für zwei Operatoren A, B an den Plätzen 0 und R mittels Einsetzen der
Spektraldarstellung von V:

Il av .W 4;*
1 _(AOBH) = H/7„-if (íqvß.å§v”_å

|'.

'ul = åfiZ Z Z )('vi1 lval ('07). |3!-1 | 'vill (vill |'Uj)
Q .6 k k j i1...i,. k1...k„..R ııııııı §1-

Ä°( <~¶ «of 9 I
= %Z <9. ıA0ı«›.› <9.-ıß.. ı«›.-›/\f*›§”'”Zi 1« ij '_

(7.31)

3...J »B .af-\:.3„>-

.5.x

(7.32)
(7.33)

Im thermodynamischeiiılıimes verbleibt nur der Term j = 0 und es ergibt sich

= (U0 I A0 | U5) (Ui | BR | U0)

Der Summand mit 2' = 0 ergibt (BR), wodurch sich die verbundene Korrelationsfunktion
G schreiben lässt als:

1, RG = (A081.) - (A.) <B„› = Z <9.. ı A0 ı U.) <1. ı BR ı «va (yo) (7.35)
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>0Für den Spezialfall B = Al wird aus Glg. 7.35: / "tal T
lf X R

G.....† = Z ı<«›.. ı 4 ı 4912 (7.36)0'Z1 i>0

= 299% „.11 nc (7.37)
2L_' ııılıı hiııfv ,nf Q°le°.t

Die verbundene Korrelationsfunktion ist damit eine Summe von abfallenden Exponential-
funktionen mit Korrelationslängen:

1~=_- 7.381 5„ ( )og Äá

Die gäößte LängenskalafKorrelationslänge ist daher

= _l._ _
Ju 'I`wßf~Jii'i (7 39)

Die Korrelationsläıšg ist damit bestimmt durch das Verhältnis das größten und und zweit-
gößten Eigenwerts. Ähnliches (größter und zweitgrößter Eigenwert) ergibt sich bei:

ı Quanteünechanik: Gap-Energie zwischenårundzustand und erstem angeregten Zustand

vo ( . í ) ( F ) ( . )

it
<2 ` ßh ( - )

iííll

ı Markov-Ketten Autokorrelationszeıtßaııid durch zweıtgroßten Eıgenwert der Markov-
Matrix bestimm&6 Q

Fur das Beis iel des 1D-Isın Modells ergibt sich fur die Eigenvektoren von VP S

:___ cos go = sinip 7 40
sin .p - cos .p

m
«p = 2ßJ sinh 7 41

Damit ergibt sich fur die Spin-Spin-Korrelationen

N-›oo 2 /\l R 2ı
1"(SOSR) = cos (290) + sin (2,0) (7.42)

G' = (50512) _ (So) (512) = (ta-I1h(ßJ))RSi112(2<P) (T43)

Zusammenfassend: Die gesamte Thermodynamik steckt im größten Eigenwert AQ,
die Korrelationen stecken im zweitggößten Eigenwert A1.

7.4.3 „Kritische Ex onenten des ID-Ising-Modells“

Für T -› 0 zeigen alle Größen eine exponentielle Abhängigkeit (statt einem potenzartigem
Verhalten). Um dennoch kritische Exponenten zu bestimmen, kann man (statt t = Lg-lfi)
definieren h n Ü

±== 6'281 „f lm, „ (7.44)
und damit das exponentielle Verhalten in die Definition von t stecken. Es folgt damit:

X oc e2ßJ t"' => 7 = 1 (7.45)

5 <›< ew è 1'” => V = i (7.46)

¬._..øIı›l'

I 63 / 76

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
slänge   steckt     

evertz
Typewriter
(Faktor 2 willkürlich!)

evertz
Typewriter
(Fall "h=0" hier symmetriegebrochen als h --> 0 )



KAPITEL 7. TRANSFERMATRIX
1.; _ í 11 _* 7'* , 7 r *1 _ 7"

7.5 Verallgemeinerung von Transfermatrizen für „2D“-Systeme

Fasse ein System der Größe N >< M - mit q Freiheitsgraden pro Platz - als eine Kette von
M Untersystemen der Größe N X 1 auf. Jedes Untersystem hat dann q - N Freiheitsgrade.
Die Transfermatrix hat dann statt |q ›< q] die Größe [qN >< qN], der Aufwand steigt daher

_ _ _  
exponentiell mit der Breite des Systems. .-?---- i.....i....
 um Sfitems. dis Scheel aber Sehr lssß

_s_iid_ (M >> N). Der thermodynamische Limes kann lediglich für M -› oo erreicht werden,
nicht jedoch für N. Für die Thermodynamik ist lediglich der größte Eigenvert von V relevant
welcher somit effizient (z.B. mittels Lanczos-Verfahren) berechnet werden kann.

"Uııo.
QTCIOQ

1"..

'OQOQQ

\ ` ` L

\__`__,..¬______,
ri
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