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6 Reihenentwicklungen - :ﬂL 5616' n/un

6.1 Tieftemperaturentwicklung des Ising Modells

—"—<<1(=>;3J>>1

h > 0:
e Zustand mit tiefster Energie:
Zustand: alle Spins = #1. ”l\f ¢ ﬁ[L “uu : f (‘)0/
H=Ey=-J ) 1 1—h21

<ij>

e Kleinste Anregung aus dem (ferromagnetischen) Grundzustand:

l

inzelne Spin mit Wert -1. N \
Energieinderung: AE = ¢q2J + 2h 2 wﬁ -l (f < /

e Nichst kleinste Anregung aus dem (ferromagnetischen) Grundzustand:

J :

2 benachbarte Spins drehen. _ i
Energieinderung: AE = 2(q — 1)2J + 4h ’

Aus diesen Uberlegungen ergibt sich die Zustandssumme wie folgt. ( EQ.‘ /..‘ .’ }

"
Z =ePBo. |14+ Nnlw + NIp20-242 4 &Lﬂnz"w2 +0 (6.1)
P 1 umgekehrter % ~ s N 2 - > hdhere Potenzem
-Tpin- 2.benachbarte 2 nicht benachbarte von n und w -
pins BRARES st } 69 A:O s
umgekehrt umgekehrt

/
" | Fakber 2
mit, n?z g undc:):— T ’
Dies entspricht einer Potenzreihe in n und w. Diese Entwicklung ist zuldssig fiir tiefe Tempe-
raturen 3 > 1 bzw. kleinem Magnetteld.
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“ 4 " '
6.2 Hochtemperatur-Darstellung 4‘,..( M[ ey ~ [ n“vl‘é/ 07

Die Zustandssumme des Ising-Modells kann folgendermafien umgeschrieben werden:

BJ Y sis;
Z Z e (i)

{si}

ﬂJ""J = cosh BJ 1+ 3i8] tanh(3.J)
(klein bei groRen Temperaturen)

2= Z H cosh(B8J)(1 + vsls])
{5:} ZJ)

= cosh(BJ)N% Z 14w Z St + v Z SnSmSiSk + .-

{si} = (nm)

(nm)

#(lk)

Dies scheint auf den ersten Blick deutlich komplizierter als der urspriingliche Ausdruck der

Zustandssumme, kann jedoch mittels der Summe 2[3'] deutlich vereinfacht werden.

Betrachte O(v). Das Produkt s,s, kann lediglich die Werte +1 annehmen und iiber alle 4
Konfigurationsméglichkeiten von s, und s,, wird summiert:

vZansm—UZ(l—1+1—1) 0 (6.6)
(nm) {s;} (nm)
- e -

Ahnlich for O(v?):

v? Z Z Sn_smsisk =0 0 (6.7)
(nm) {31} +1
#(lk)

Fiir jeden Term mit s, = +1 gibt es einen identischen Term mit s, = —1: Die Summe

verschwindet daher.

Die einzige Moglichkeit fur einen mchtverschwmdenden Beltrag ist, wenn Indizes gleich sind
(z.B: n =1): Denn dann ergibt sich s2 und der Term ist bei beiden Vorzeichen von s positiv.
Dies muss fiir alle Indizes erfiillt sein: Beitrige ergeben sich daher nur wenn alle SEms in

geradefOrdnuni(sg,, s3. ...) vorkommen.

Die Summe lasst sich

(Dreiecksgitte: v auch in ungerader Ordnung)

nichtverschwindende Beitrag ergibt sich fiir v* (Abb. 6.3):

v Z 8189 3233)(333 $481) = v Z $2525252 = v z 1= 2# 4

©

P

summe. Die Summation iiber die Spins ergibt stets

{31} B {81}

liefert jeder &Eschlossend)

die Ordnung ist v™' wobei |G| die

{si}

afisch darstellen mlt einer Linie fiir jedes Paar SnSm. Der erste

(6.8)

Andere Beispiele fiir verschwindende und nicht-verschwindende Beitrage sind in Abb. 6.2.

Wie in Glg. 6.8 ersichtlich ist, raph einen Beitrag zur Zustands-

Lange des Graphen ist. Die volle Zustandssumme lasst sich daher schreiben als:

Z = cosh(BJ)N% /o

T e

Graphen
ohne Rand

Cogeep

CIGH./

(6.9)
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Abbildung 6.1: Erster nichtverschwindender Beitrag zur Hochtemperaturdarstellung bei 2D-
Ising mit ¢ = 4: Ordnung v*.

ki -, )‘.3 - g

Abbildung 6.2: Die ersten Beitriige weisen keine offenen Enden auf: Sie liefern Beitrage zur
HT-Darstellung. Der letzte Graph hat zwei offenen Enden: Die beiden Spins
in der Mitte sind s, der Term ist 0.
Andoe

“"4 1 dlhl" EM':J‘- b nm i 0s1.
Dies ist eine neue Dar%ellung des Ising-Modells in naﬁhﬁtﬁdwnm') Sie ist al m
bis hier exakt, kann eses zur Néherung fiir hohe TemRera.turen verwendet werden, da v= 3
tanh 3J klein wird fiir 7 >»af und die Reihe bei einer gewihlten Ordnung in v (und damit
maximaler Lange der Graphen) abgebrochen werden kann. Hoe ‘ {O‘Y fn{
Sie dhnelt der FK-Darstellung, hat=jedech-sine-ginzlich andere Stuuletar:

o FK: Z =~ ¥ (...)#9i=1 g#Cluster B Sqm ooy ¢ = b’o/‘-hﬂ‘t P o
e HT: Z ~ Zv#Bonds im Graphen "“‘. ,"‘q ‘ﬂ

r <1/

6.2.1 Erwartungswert der inneren Energie

Die innere Energie kann iiber eine Ableitung der Zustandssumme gewonnen werden.

olnZ
InZ = —Aﬂlncosh BJ+NIn2+In Z i
2

G

olnZz Nq 1 |G|—1___J )
08 -2 coshBJJSlnhBJ+ |G|Z( S cosh 3.J*

J tanh BJ
Ngq 1 J Yo |G|'U|G|

g VT o BJY Y ovlCl
(G

{GI)

NqJv J

E)=-
v 2 vcoshﬂf"
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6.2.2 Korrelationsfunktion in Hochtemperaturdarstellung

—-BH
Y (.} Si85€ 7

G(i,j) = (sisj) = 6.10
(.3) = (o) = == (6.10)
qul“kjf Actmtetre Uberlegungen wie bei der Herleitung der Zustandssumme gelten auch hier, es ergibt
sich:
1

(sisj) = 7 cosh(ﬁJ)N% Z sisj | 1+v Z SnSm + V2 Z SnSmSiSk + --- (6.11)

7 (nm) (nm)

#(lk)

Auch hier gilt wieder, dass nur Terme mit geraden Potenzen von s beitragen, alle anderen = Mg. { ‘; '}
mitteln sich zu 0. Da nun aber die Indizes i und j vorgege%n sind, miissen diese zwangsweise

den Rand eines Graphen bilden. Ein beispielhafter Beitrag zu G(i,j) ist in Abb. 6.3 z

sehen. lf,‘/
Gy
0 <Kg>=
S { oty

%

b——0

Abbildung 6.3: Nichtverschwindender Beitrag zur Korrelationsfunktion zwischen den Platzen
i und j: Die Punkte miissen am Rand des Graphen liegen.
----> Worm algorithm, page 57a

6.2.3 Ldsung des Ising-Modell in 1D

Mittels der Hochtemperaturdarstellung kann sofort die Losung des Ising-Modells in d=1
gefunden werden. Bei p.b.c. gibt es lediglich 2 mégliche Graphen: keine Paare (v°) oder alle
Paare !’UN ) Die Zustandssumme ist dann gemafl Glg. 6.9:

Z = cosh™(8J) 2V (1+ v") = 2V (cosh™ (87) + sinh™ (87)) (6.12) . z

R AN (/) (”f‘é"’“ﬁ?/“'///

Bei offenen Randbedingungen gibt es lediglich die Moglichkeit, dass keine Paare existieren:

Z = cosh™(%7) 2V (6.13) /

Da |v| = [tanh! <L verschwindet der Term vV im thermodynami i Die Zustands-
summe (und damit die freie Energie F' = —3 log Z) ist fur obc und pbc identisch: Randeffekte
sind irrelevant fiir geniigend gro& gysteme.

‘.l;‘f HT‘CI/MI/?h ﬁ:ﬁ"d m,&/
Z:'Zi'e'}” 2ff - & PH "zl.'" (;./9‘//‘;....

(.3 Adyse v Boihonmboetbly. ™15 5 550
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Fig. 6.2. The ratio of successive coefficients, an/zan—1, of the re-
duced susceptibility series of the spin-1/2 Ising model on lattices of
different dimensionality plotted against 1/n. For ease of display the
data are normalised by the coordination number of the lattice z. The
expected limiting behaviour, given by eqn (6.16), is shown by the dot-
ted lines with the parameters in the equation taken from the exact or
best series results available. After Stanley, H. E. (1971). Introduction
to phase transitions and critical phenomena. (By permission of Oxford
University Press, Oxford).

Gisandos. *

———

5.3 High- Temperature Series for the Suscgptibility of the Heisenberg Model.

A
AL\. o B Consider the spin-% Heisenberg model on the simple cubic lattice:
=-JY S:8;—h)_ Si.
) i

TrS_iz =sum_z <z/ S_iz /z>=0

TrS_izS_jz=...= 0 i " . 23 a7 :

Trs_ix S_Jiz = (basis in(gse?)r)]f gs Ising HT) a) Construct the high-temperature series for the susceptibility per spin 0/{ 4 </

\2/

0 unless closed paths o «Tr 5;:5;. exp {ﬁ'] Z(nm) Sm'sn} xX) = A
x(0,T) = _’<Siz> _ 1(1-x) =1+ x+..x"2...

Tri1=2 (fir1 Platz ) - o Trexp {W 2 nm) Sm-s,.}

Tips: up to, and including, the term of order / 6 Xa b 7
(1) use e.g. the z-Basis, i.e. Pauli matrices. ~ (b) Analyze this short series by writing

(2) denominator: O(beta*2) not necessary here
© T)—-l— a; —ag/T
Fi' XS =F AT =as/T

which is a simple Padé approximant (see [90]). Find T..

(c) Compare with the critical temperature obtained from a two-term
expansion and with the best estimate kpT./J h? = 0.84 obtained
from longer series.
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Tr S_iz S_jz = ..... =  0  (same as Ising HT)
Tr S_ix S_iz = (basis indep) = 0
.... 
0 unless closed paths
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(1) use e.g. the z-Basis, i.e. Pauli matrices.
(2) denominator: O(beta^2) not necessary here
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6#’ Dualitatstransformation

Die Duahtatstransformatlon gibt es in v1e1en Varlanten hier wird sie fur das 2d-Ismg—Modell

uhe:ge.ht,_ﬂaholabelle 61 Belspxele sind die Gltterkante im 2d-Quadratg1tter und eine
Plakette des 4d hyperkubischen Gitters.

Tabelle 6.1: Ubergang Gitter «» Duales Gitter

Urspriingliches Gitter Duales Gitter
2d Quadratgitter Plaketten B Punkt
Kante — Kante
Punkt — Plakette
3d kubisch Wiirfel — Punkt
Plakette — Kante
Kante — Plakette e —-
Punkt © Wiirfel

64.1 Ising-Modell auf dem Quadratgitter (h=0)

In der HT-Darstellung ist die Zustandssumme Z gegeben durch die Summe iiber alle Graphen

G ohne Rand (0G = 0). In zwei Dimensionen bilden die Graphen Réander von Regionen des
dualen Gitters-.

Deswegen kann man die Graphen auch auffassen als die Rander von Clustern einer Tleftemperatur-
Entwicklung des Ising-Modells auf dem dualen Gitter. Da das duale Gitter ebenfalls ein 2D-
Quadratgltter ist, beschreiben beide Darstellungen das.selbe Modell.

(kénnen)
HT-Darstellung:
Jede Kante des Graphen G trégt ein Gewicht tanh(3.J)
TT-Darstellung:

1, s; = s; — innerhalb eines Clusters
8i8; =
* —1,8; # s; » am Rand

Z(B/) = eB,J%q ;e—2ﬁl‘lz #Rand-Bonds

Die Anzahl der Rand-Bonds ist gleich der Lange des Graphen.

} =1—24(i,j auf Rand)

Das relative Gewicht eines Graphen ist in beiden Darstellungen gleich, wenn gilt:

[tanh(8.) = =277 (6.14)

Die_Agquivalenz des Ising-Modells bei 3 (z.B. 8 klein — HT) und 8’ (z.B 3’ gro8 — TT)
bezeichnet man als Dualitét.

Aus der Annahme, dass es nur eine kritische Temperatur T, = yﬁc gibt (nur ein einziger

'auf unendlich grofen Systemen oder bei offenen Randbedingungen (obc)
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Phaseniibergang), folgt, dass die untere Grenze der HT-Phase mit der oberen Phasengrenze
der TT-Phase zusammenfillt und man schreiben kann:

Bed =BT
& tanh(B3,J) = e~ 257

| & sinh(28:J) = 1 ex J‘(I (6.15)

1
= B.J = =In(v2 + 1) ~ 0.44068679
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Worm algorithm: (Monte Carlo in "high temp. representation”, extended by one propagator (p.55))

o Startin any valid configuration of closed polygons
o Set counters: Z=0 (will be prop. to partition function) and Z_(i,j) =0 orZ(r)=0 (r=/i-j/ ) for correl.fct

1) Select site x_1 atrandom. Setx_2=x_1 (i=j) # zero length propagator
2) Select one of the 2d edges touching x_1, call its other end x_trial
3) Propose to change x_2 to x_t, i.e. to flip bond variable b(x_2, x_trial) : 0 <-->1
4) Accept with Metropolis probability: Since weight is v*(graph length) with v=tanh(beta J) < 1, this becomes
p(remove bond) = 1
p(add bond) = tanh(beta J)
If accepted, set x_2 = x_trial, otherwise keep x_2
5) Measurement: increment Z_(x1,x2) by 1 (or increment Z(r))
6) If x_2 =x_1 (i.e. all polygons closed),
then increment counter Z and go back to step 1)
else go to step 2)
(until "sufficient" number in Z (convergence of observables)
Observables need to be normalized with counter Z, and some also with N = number of sites

<sisj>=2(j)/Z

Susceptibility Chi per site = (sum_ij Z_ij)/Z /N

Advantages/Disadvantages of Worm algorithm:

o0 "Fast": 1) much faster than local Metropolis updates (local: flip bond occupation on a randomly proposed plaquette)
2) Dynamical exponent "z" is same or better than cluster (Swendsen Wang, and single cluster variant)
(Autocorrtime propto (correlation length)*z. At beta_c: autocorr. time tau propto LAz
3) But: about factor 100-1000 slower than Swendsen Wang --> becomes(?) better overall at sizes L > 10 000
0 Worm alg. exists for almost all models (!) including QM models and magnetic fields
(whereas Swendsen-Wang needs FK representation: very special)

wordlines:

L

History: 1) Started with QM model: Spin 1/2 Heisenberg model (any dimension) --> QMC in "worldline representation"
Closed lines because of local Hamiltonian and because of trace (exp(-beta H))
This is a structure similar to the closed polygons of the high temperature representation)
2) Local update MC is extremely slow (max about N=10 sites, beta=1), CPU scales at least like L2 beta’2

3) New development: cluster representation, cluster algorithm ("loop algorithm") A
---> allows simulations on sizes like 1 million site, beta=1000 (!) ; )<
i.e. speed-up by factor like 1011 ...
(Caveat: not with strong magnetic fields, not for many models))

4) Prokofiev Svistunov, ...: single loop construction can be seen as a "worm" with open ends
--> Worm algorithm for gm Heisenberg model
1! Possible for many models (except for fermions in more than 1d or for frustrated models))

5) Improvement: "Directed loops" (Sandvik, Syljuasen)

6) later: Prokoviev et al: Same for classical Ising model
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Worm algorithm:   (Monte Carlo in "high temp. representation", extended by one propagator (p.55))
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o   Start in any valid configuration of closed polygons
o   Set counters:  Z=0 (will be prop. to partition function)  and   Z_(i,j)  = 0   or Z(r) = 0   (r =/i-j/ ) ,for correl.fct

1) Select site x_1 at random.   Set x_2 = x_1   (i=j)     # zero length propagator

2) Select one of the 2d edges touching x_1,  call its other end x_trial

3) Propose to change x_2 to x_t,  i.e. to flip bond variable b(x_2, x_trial) :   0 <--> 1

4) Accept with Metropolis probability:   Since weight is  v^(graph length) with v=tanh(beta J) < 1, this becomes
       p(remove bond) = 1
       p(add bond) = tanh(beta J)

    If accepted, set x_2 = x_trial, otherwise keep x_2

5) Measurement: increment Z_(x1,x2) by 1  (or increment Z(r))

6) If x_2 = x_1 (i.e. all polygons closed), 
           then increment counter Z and go back to step 1)
           else go to step 2)

(until "sufficient" number in Z  (convergence of observables)

Observables need to be normalized with counter Z, and some also with N = number of sites

       < s_i  s_j  > = Z_(i,j)  /  Z 

      Susceptibility Chi per site = (sum_ij  Z_ij) / Z  / N
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Advantages/Disadvantages of Worm algorithm:

 o "Fast": 1) much faster than local Metropolis updates (local: flip bond occupation on a randomly proposed plaquette)
                2) Dynamical exponent "z" is same or better than cluster (Swendsen Wang, and single cluster variant)
                         (Autocorrtime propto (correlation length)^z.  At beta_c: autocorr. time tau propto L^z
                3) But: about factor 100-1000 slower than Swendsen Wang  --> becomes(?) better overall at sizes L > 10 000 
o Worm alg. exists for almost all models  (!)  including QM models and magnetic fields
                (whereas Swendsen-Wang needs FK representation: very special)
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History:  1) Started with QM model: Spin 1/2 Heisenberg model  (any dimension)  -->  QMC in "worldline representation"
                     Closed lines because of local Hamiltonian and because of trace (exp(-beta H))
                     This is a structure similar to the closed polygons of the high temperature representation)
                2) Local update MC is extremely slow  (max about N=10 sites, beta=1), CPU scales at least like L^2 beta^2
 
                3) New development: cluster representation, cluster algorithm ("loop algorithm")
                       ---> allows simulations on sizes like 1 million site, beta=1000 (!)
                               i.e. speed-up by factor like 10^11 ...
                     (Caveat: not with strong magnetic fields, not for many models))

              4) Prokofiev Svistunov, ...:  single loop construction can be seen as a "worm" with open ends
                       --> Worm algorithm for qm Heisenberg model
                             !! Possible for many models (except for fermions in more than 1d or for frustrated models))
              
              5) Improvement:  "Directed loops"  (Sandvik, Syljuasen)

              6) later: Prokoviev et al:  Same for classical Ising model
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