4 Finite Size Scaling (FSS)

e Physikalische Betrachtungen unabhéing'g vom numerischen Verfahren

e Phaseniiberginge mit Singularitdten (d.h. Singularitét in einer Ableitung der Zusta.nds-
summe Z) treten aufDiesesindjedeehnur im unendlich groBen System auf. 1

e Wie verhilt sich ein physikalisches System bei grofem L und L — oc?

— Auch fiir die Auswertung von Rechnungen bei endlichem L

— Enthalt Informationen iiber kritische Exponenten

e Verwandte Frage: Reale Systeme sind endlich grof — Wieso beobachtet man Phasen-

ubergange"

4.1 Systeme der GroBe L’ L <=
———

Diese d-dimensionalen Systeme mit dem Volumen V = L7 sind in allen Richtungen M

grol. .J?,'. n ol ﬂcbﬂﬁ?ﬁ- ~ L

4.1.1 Suszeptibilitat pro Platz , 554
Fitr h = ((oeerF—Fybrgibt sich: fradd. ay.

X _ By 2 ,_8 | ‘ _/4 :

5= gl - (M) )= v<(ZS’)(ZSJ)> = Blsio 3_ 55) (4.1)
=0 fiir h=0 4 4

=8Y.  (ss) T F . JIA (4.2)

j hénmom v Anzahl der Spins im Abstand r

Abstand ig — 7 ab
f >> ¢ Kritisches Verhalten
Fiir T nah verhalt sxch das System wie folgt:
-. 3,»; T_T,
X & |t|@ mit ¢t = v (4.3)
e
'[ Gfr) &7 - e P (4.4)
bei grofien Abstanden >1 7 R "/‘
Potenzartiges Verhalten in r hler nicht wichtig (- / rs f

8

k55 ~ Annahme Bei geniigend oﬁen Abstandenrsmd und Ldle einzi chhtl en Langenskalen.
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KAPITEL 4. FINITE S)ZfSCALING (FSS)

Deswegen kann die Suszeptibilitidt nur von % abhiangen. Andere Groflen konnen auch Abhén-

gigkeiten von E oder  aufweisen. Fiir x als Funktion von Systemlinge L und Temperatur T

kann man demnach ansetzen:
X -
y T = | é) (4.5)

mit g(x) einer noch unbekannten Funktion.

Grenzfille
1. unendlich grofles System: L 4oc — =@/§“3002

X -

—=(L =00, T) x [t|”7 — g(x) — const (4.6
—

2. Firl<« L << E smd alle Spins (fast perfekt) korreliert, da L < £. Die Suszeptibilitét
x ist dann im Wesentlichen unabhéngig von der Temperatur
Mit z = << 1 und = x |t|”, da €  [t|7", gilt somit: xult[

ﬂ e

/e(~ /r.s ‘,?—const—]t['T (L) = g()—)O(JO --It/;?

<kl
mit Bezug auf T

ol | L \2 /L\2 LMnﬁﬂ-/

\ ; [
> - i = |-
V e ™ (a|t1"’) (a) v X b [ ce !
— owmue D
unabhéngig von der Temperatur T. Die Gitterkonstante a stellt sicher, dass x dimensionslos
bleibt. Obiger Zusammenhang gilt auch fiir das Maximum der Suszeptibilitit X maz. => 4 » ﬂ am~y r '
v [
X , PLATEAU
P BET T,
o
T T

Abbildung 4.1: Veranschaulichung des Bereichs um 7T, in dem y (ndherungsweise) konstant
ist.

4.1.2 Spezifische Warme

zu (4.5) schreibt man
Analog zur Betrachtung fiir die 'spezifische Warme fndetman:

C(L.t) = |t (E%) (4.9)

und kann wieder ahnlich vorgehen.

Man kann aber auch gleich allgemein beliebige kritische Observable betrachten:

40 / 76


evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Rectangle

evertz
Typewriter
spezifische Wärme  

evertz
Cross-Out

evertz
Typewriter
zu (4.5) schreibt man

evertz
Typewriter
und kann wieder ähnlich vorgehen.

evertz
Typewriter
Man kann aber auch gleich allgemein beliebige kritische Observable betrachten:


KAPITEL 4. FH\"XLEE SIZE SCALING (FSS)

- 4.1.3 Allgemein

Gegeben sei eine Observable Q(L, T') mit kritischem Verhalten o MQ\/[an findet:

1/v - 't
QL.T) = QL)) = |4, (%) = [t|¥ fa ( = [t|"f3 (L / |t|) f;l‘{:r,fiy
/

=> Ly/”Q(L|t|)= Ll/vltma (.L—l/:’-tl) ”I)"

*// V4 ﬂ? Ly/"Q(L,It[) =f Ll/V|t| (4.10)

/-D;bei wurde ausgenutzt, dass sich die Temperaturabhingigkeit von Q mithilfe der Renor- !“"é ¢
mierungsgruppe (siehe Kapitel 8) auf eine Abhéngigkeit von |t| zuriickfiihren lasst. }é‘ 44y
20
/

Plottet man nun LY/“Q(L. |t|]) gegen die "Skalenvariable” s = L'/*|t|, erhilt man die "Ska-
lenfunktion” f(s) fiir alle geniigend Eroﬁen L. Dies lasst sich fur die Bestimmung von v, y

und 7 niitzen und bildet den Ausgangspunkt fiir das sogenannte Finite-Size-Scaling:

Finite Size Scaling(FSS): Bestimme die Exponenten v, 7y und die kritische Temperatur

T, so, dass die Daten zur Observablen Q(L, |t|) fiir verschiedene (geniigend groBe) L auf eine Weaa JR‘
"y
q

T me

gemeinsame Kurve f(s) fallen.
PR o P e

esser als ein sequentielles Vorgehen, wie etwa die Extrapolation der Date& ,')

n FSS ist sehr yel ‘tl‘hl
> A zu L — oo, ®in Fit fiir den kritischen Exponenten oder Fit von T.. MW

4.2 Systeme der GroBe (c” ) L ¢ f)/mew ;.r.u/ Cresso VL”

Kein direkter Zusammenhang mit FSS
Hier werden d-dimensionale Systeme betrachtet, die in einer Dimension auf die Lange L
beschrinkt und in den restlichen (d-1) Dimensionen unendlich grof sind. Beispiel ist eine
unendlich ausgedehnte Scheibe der Dicke L. Folgende Fille werden unterschieden:

1 £ klein = kein kritisches Verhalten

2. 1 < E&L = kritisches Verhalten des d-dimensionalen Systems — kritische Exponen-
ten. Das System sieht” nicht, dass eine Dimension auf L beschréinkt ist.

3. L < & = kritisches Verhalten des (d-1)-dimensionalen Systems

Zwischen 2. und 3. tritt sogenanntes ,,Crossover® auf — physikalische Phianomene

4.2.1 Beispiele

1. Ising-Modell (oc x 0o x L)

I 2. Hochtemperatur-Supraleiter Weisen eine Schichtstruktur aus CuO-Ebenen auf. Bei
< Anniherung an T, findet man experimentell (!) zunichst das 2-dimensionale Verhalten

des XY-Modells und dann 3-d kritisches Verhalten mit 3-d Supraleitung. weil die Kopplung in der 3. Richtung
klein ist und erst bei grofien Xi wichtig

3. Leiter-Materialien Lassen sich durch (mehrere) Gitter mit Leiterstruktur beschrei-
ben. Ein Gitterplatz kann dabei mit Platzen in der selben Leiter und denen der anderen
Leiter wechselwirken, was jeweils durch unterschiedliche Kopplungsstérken (J, Jj, J')

beschrieben wird. Hier: Dim. Crossover als Funktion der Temperatur

td ~ 24 ~ 3/
AF-Kopplungen C
*zwischen* Leitern eff. sehr kleine Kopplung F = Vk
Reat.
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weil die Kopplung in der 3. Richtung
klein ist und erst bei großen Xi wichtig
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*zwischen* Leitern eff. sehr kleine Kopplung
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Kein direkter Zusammenhang mit FSS
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Hier: Dim. Crossover als Funktion der Temperatur


From D. Landau, Phys. Rev. B13, 2997 (1976) (!)

“_. ,4 F' inite-Sz'ze Scaling "Order parameter M" is actually average of modulus of M: </ sum of spins/ >
i At T<Tc: M LA(beta/nu) = f( LA(1/nu) t)

&

For very large L, one should get the asymptotic form: M sim t*beta (with beta=1/8 for 2d Ising)
Thus for fixed L: left side sim t"beta, then also f{(... t) sim t*beta, thus for any large L, f(x) sim x*beta.
3.0 Thus f(x) at large x must behave like x*beta, which is indeed seen here
. T<Te
slope= 15 ___
\ _@-—U"‘K——+
o
2 —xw-m
P o - At T>Tc, the asymptotic M is zero.
102 to—"F o At very large L, M is the average of
- yo'o} ‘3 O( Ld) "random" numbers (from clusters),
x Q . thus should behave like the standard deviation,
aN=10 a O(1/sqrt(LAd)), which eventually....
oNz=14 \¢ T results in a behavior x*(beta-d/2)
eN=20
\° slope=-g
03| xN=24 S8
oN =30 &
o N = 40 B\
+N =50 LN
oN = 60 \
‘0.1F
0.1 1.0 10.0
. LA
Skalenvariable: X-N 8 = RS
psilon=reduced temp.
_ ” - L contains Tc

iire 5.7: Plot of the scaled magnetization of two-dimensional Ising models

In |t
g;r;lf'lgure 5.8: Illustration of crossover behavior in an Ising model in a slab
,/geometry.

i
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From D. Landau, Phys. Rev. B13, 2997 (1976)  (!)

"Order parameter M" is actually average of modulus of M:  < / sum of spins/ >
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At T<Tc:   M L^(beta/nu) = f( L^(1/nu) t )
                 For very large L, one should get the asymptotic form:  M sim  t^beta    (with beta=1/8 for 2d Ising)
                 Thus for fixed L: left side sim t^beta, then also f(... t) sim t^beta, thus for any large L, f(x) sim x^beta.
                 Thus f(x) at large x must behave like x^beta,  which is indeed seen here 
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At T>Tc,  the asymptotic M is zero.
At very large L, M is the average of
O( L^d) "random" numbers (from clusters),
thus should behave like the standard deviation,
 O(1/sqrt(L^d)), which eventually....
results in a behavior x^(beta-d/2)
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Skalenvariable:


Scaled variables 119

15
CrBr
14} 2
T,=32.844 K
13 = ‘Y:‘ .215
p=0.368
12+
1k T>7:: T<Tc
* 35.029 K o 32.469 K
1ok * 33.739 o 32.498
¢ 33.142 o 32591
9k + 33.034 s 32,504
v 32.981 v 32.637
§. 8k o 32.926 x 32.676
= o 32.872 . 32.709
T 7k . 32.721
' * 32732
6k + 32.768
v 32.822
5 —
4 .
3 =
2 b
1 =
|

I I I L I I l =
o 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22

m=M(t,h)/ 1P

Fig. 8.5. Plot of scaled magnetic field versus scaled magnetization for
the ferromagnet, CrBrs. Note the collapse of the data on to two curves,
one for temperatures greater and one for temperatures less than the
critical temperature. After Ho, J. T. and Lister, J. D. (1969). Physical
Review Letters, 22, 603.
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