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Aufgabe 8: Diagonalisierung einer Matrix (5 Punkte)

In einem n-dimensionalen komplexen Vektorraum ist ein hermitescher Operator A gegeben,
mit orthonormalen Eigenvektoren |a;) und Eigenwerten \;. Die Darstellung von A in der
Basis {|e;)} ist eine n x n Matrix (A;;).

Die Losungen zu dieser Aufgabe finden Sie zum grofiten Teil im Vorlesungsskript !

(a) Wie lautet die Spektraldarstellung des Operators A ?
Geben Sie die Matrixdarstellung von A in der Eigenbasis {|a;)} an.

(b) Wie lauten allgemein die Koeffizienten von |a;) und A in der Basis {|e;)} ?

(c) Finden Sie eine Basistransformation der Form

U =Y luel

l

mit geeigneten Vektoren |v;) so, dass der Operator A mit dieser Transformation di-
agonalisiert wird, dass also UV AU in der Basis {|e;)} diagonal ist. Wie lauten die

Matrixelemente dieser Diagonalmatrix 7

(d) Wie lautet Ut AU in Operatorform ? Begriinden Sie mit Hilfe der Form des Resultats,

warum der Operator in der Basis {|e;)} diagonal ist.

(e) Wie lauten die Matrixelemente von U in der Basis {|e;)} ?

Wo finden Sie in der Matrix (U;;) die Koeffizienten der Eigenvektoren von A wieder ?

Aufgabe 9: Eigenvektoren und Eigenwerte (5 Punkte)
N i ) ) , -1 —-2i
(a) Berechnen Sie die Eigenwerte und die normierten Eigenvektoren der Matrix 9 5 |
i

Die Eigenvektoren sind nur bis auf eine beliebige Phase bestimmt, die Sie frei wahlen

konnen.
(b) Geben Sie die Matrix U an, die diese Matrix diagonalisiert (siche vorige Aufgabe).

(c) Fiihren Sie die Diagonalisierung explizit durch, d.h. berechnen Sie die Matrix U A U.



Aufgabe 10: Delta-Distribution (4 Punkte)

(a) Zeigen Sie  zd(x—y) = yo(x —vy).

(b) Berechnen Sie folgende Integrale fiir eine Testfunktion f(z)

/00 §(b—ax?) f(z) dz, a,b>0

—00

/OO d(—x) f(x) dx
(c) Berechnen Sie

mit e(k) = —2tcos(k),t € R

Aufgabe 11: Pauli-Matrizen (6 Punkte)

Die Pauli-Matrizen sind definiert als

0 1 0 —i 1 0
Op =01 = , oy =0y=1| , 0,=03= .
! 10 y= o2 i 0 s 0 —1

a) Zeigen Sie, dass die Pauli-Matrizen hermitesch sind, und dass ¢? = 1 gilt.

b) Verifizieren Sie anhand von zumindest zwei Beispielen (mit ¢ = j und mit ¢ # j), dass

0,05 = (Slj]l + 1 E €ijk Ok
k
(’l,j = 1, 2, 3), wobei €123 — 1, Eijk = _€jik = _Eikj ist.

c) Zeigen Sie mit Hilfe der obigen Beziehung, dass

(G- A)(@ B)=(A-B)1 + id(A x B)
fiir beliebige (auch miteinander nicht-vertauschende) dreikomponentige Objekte A,B
gilt, sofern diese mit den Pauli-Matrizen vertauschen. Anleitung: Schreiben Sie (o -

A) = >, 0:A;, und (0 - B) =% ;0 Bj, um die obige Beziehung verwenden zu konnen.

d) Berechnen Sie mit Hilfe der eingerahmten Beziehung die Kommutatoren [o;,0;] =

oio; —ojo; (i,7 =1,2,3) in symbolischer Schreibweise mit dem e-Tensor.



