it

Q—Ulb. HMoeaweal . {F-‘eﬁu.‘;{k( -
: 41. Die Heavisidesche Sprungfunktion - Stuclien Codoe: Y @

L SN,

In der Elektrotechnik bedient man sich zur mathema.tlachen Beschreibung von Ein-
und Aus:c‘mltvorganoen der Funktion 8(x). Sie ist definiert durch

0 z<0 ‘
By =  fir . o @)
11 . =>0, ‘ ' ‘

wobei 8{0) beliebig gewa.ult sei. Die Wahl des Funktionswertes 6{0) ist fiir die weiteren
Ausfuhmnven ohne Bedeutung. In Abb. 4.1 ist 6(z) dargestelit.

C Gix)} ar

AR
.;—
g x =
Abb. 4.1 . Abb.4.2
Sprungfunistion © B(z, &)-Funktion

Fiir einige Uberlegungen ist es zwechan anstelle der SpnmoffunLtlon 8{z) eine
auch inxz =0 atetwe und differenzierbare maauzfunhtlon 0(z, &), wie sie qualitativ
in Abb. 4.2 w xbderve"eben ist, zu betrachten.

Der spezielle Verlauf der Ersatzfunktion B(z, ) im Intervall —z bis 4-¢ ist fiir das
Folgende ohne Bedeutung, jedoch nimmt man einen hinreichend glatten Verlauf der
die beiden Kurventeile der §-Funktion verbindenden Kurve an.

Der Definitionsgleichung (4, 1) der g-Funktion entnimmt man folgende Eigen-

schaften:
B(xy + §(—x) =1 fir [z >0,
. - v —1 . z<0 |
§zy — O(—z) =4  fur
(z) ( 1 z>0, » | )
6(x) 6(—=z) =0 fir [z|>0, ’ @2 |

i 6z —a)blz~—0)= Bz —a) fir a=b.
Aus der letzten Bezichung folgt fir @ = b=20
6(z) 6(z) = 8(z) fir |z > 0.

42. Dte Diracsche Deltafunktion

In der Physik der Felder und bei Kontinuumsbetrachtungen nat wan hinfig Punkt-

massen, Punkitladungen uad dhnliche ,,Singularititen in einem sonst stetigen und
differenzierbaren Feld zu beschreiben. Das erfolgt durch eine nicht im iiblichen Sinne
erklichare Funktion, die Diracsche §-Funktion. Dle strerge mathematische Behand-
lung der §-Funktion gehdrt in die Theorie der Distributionez, die von L. ScEWARTZ
erarbnlueb wurde, worauf wir hier verzichten wollen. Dxe J-I'\...Lt,on 1a8¢ sich formw,l
als Ableitung der G-Funktlon erlda.ren_

b= ——  bzw. 0(z) = [ 4(z") da’ ' @3



Entscheidend fiir
Ableizung der §-%

Es sei () eine stetig differenzi

ierbare und p(z) eine hinreichend oft diff erenzierbare
"“! — Funktion. Die Funthon z) und ihre Ableitungen sollen fiir Iz} — oc so sta.rk egen -

| Null kor.vergieren, daB die unelgenthchen Integrale

_f G qf(’ﬂ)d—’r und f f(z) ¢'(z) dz

existieren. Nach der partiellen Integrationsmethode ist dann
+o

~ oo
_j 7@ ole) dz = [f(x) @13 — [ f(z) ') dz,

woraus die Bezichung

. +eo b e . .
~f felo)dz = — [ f(z)¢'() dz 4.4)

folgt. Da O(z) nur in z = 0 eine Sbrungstelle besitzt, existiert das Integral auf der

den in (4,3) gegebenen Zusaramenhang ist der Begriff der
. -Funktion, den wir iiber die fo]vende Inteomlbemehuna erL]a.:cen
wollen.

rechten Seite von (4,4), wenn f(z) durch 8(z) ersetzt wird, und wir erhalten formal '°

+o0)

f o) ¢(x>dz-—— J 0@ ¢'(o) dz. ' S ey

In diesem Zusammenhang bekommt die’Ableitung der G-I_‘unkbion trotz der Singu-
laritit in = = O einen wohl definierten Sinn, und in detr Definitionsgleichung (4,3) fiir

die d-Funktion soll 8’(z) stets in einem der Beziehung {4,5) entsprechendem Zusam-
menhang verstanden werden.

Bm'ucksxchtwen wir auf der linken Seite von (4,5) die Beziehung (4,3) und rechts
die Ex'wnschaften (4,1) der §-Funktion, so folgt schrittweise .

“+o e
J ) p(x) de = — [ 0(x) ¢'(z) Az

" ca

=— o=z
0 o
= —[p(@)}5
= @(0).
Somit gits |
[ s@9ie) &z = p(0). o e

A.naiog dazn erhilt man aus
- Loo ) +
J 0@ o(z) dz = — [ d(x)¢'(z) dz
—0 —_00
die Beziekung

?mé'(x)¢<x)dz=—¢'<0)- | ,, S -<4,7)

Weitere Eigenschaiten der §-Funktion leiten wir aus den Iexcht z bewexaenden :

L;e‘::ra.lbezxehungen (-L 8) und ( ,9) ab. P e
f fiaz) pla) dz = f e ).p( ) e

Unterscheiden wir hier die beiden Fille @ > 0 und 2 < 0 und wihlen wir die Inte-
grationsgrenzen stets so, daf3 die untere Grenze gegen —oo und die obere gegen 4o
: .,,geht‘x <olhssan sich beide Fille zusammenfassen zu

,v,

ff(a.;:)(p(x)dx h';x 7"“;())@ ( ) dy.

"‘ fial..

Tie—rewrar = [fope—na. - - @h




Darech Umberennung der Integrationsvariablen auf der rechten Seite folgt (1,8).
Aus der Integralbezichung (4,8) folgt fiir ¢ == 0 wnd flaz) = 8{ax)

o .
I o

+-00 . <00

fo, . 1 -
,} om.x;:;a@)ax:-ﬂj d(x)(p(—z-)axh

1 0
-l

Anderrseits ist

. 400
o0 = [ &) (=) dz,

-—_

Lo +o0

f 8(ax) plx) do = f % 8(x) p{z) dz

—00

erhaiten. Diese Gleichung gilt fiir jede erlaubte Funktion g{x). 2lso muB

5az) = = &(a) - (4,10)

lal
sein. Hieraus lesen wir eine weitere Eigenschaft ab: ,
§—2) =@ (a=—1). - (4,11)

Setzen wir in Gl (4,9) f(x) = d(x), so erhalten wir
+00 . . +co
J 8@ —2) o) dz’ = [ s()p(z — &) .
Mit p(2) :== (x — &) wird darans

EN-Y +c0 ’
J ot otz —ndt =] 5 p(t) dt = p(0) = p(a);

somit gilt
4= |
[ ¥z — ) plz') dz’ = g(2). | 4,12)

SchlieSlick entnehmen wir aus Gl. (4,6), wenn wir p(z) durch z - @(z) ersetzen, die
Beziehung ' :

28(z) = 0. o - 4,13)
- Die dreilimensionale 6-Funktioﬁ 6(r) 1= (=, y; z) wird durch die Gleichung ;
3= @) SN0 I
definiert. Sie hat ebenfalls die bekannte Eigenschaft
- JF@)é(r) &r = P(0), '
wobei die Integration iiber den gesamten Raum zu érstrecke;l ist.
AbschlieBend soll noch eine fiir die Physik besonders wichtige Fourier-Integral-

darsteliung dor §-Funktion angegeben werden. Man scireikt die Fouriersche Integral-
forrael {Abschn. 8.2.3.) in der Form : . : '

. +co. B ad
fiz) =.--21; f dz’ j(z') f dk etk=-2)

und vergieteht mit (4,12). Es ergibt sich die Iﬁtegraldarste}lnng

+-c0 ’ ) :
" 6(55—$') =f_(_21_§ eﬂ'(z—'ﬁ’). . i ) (4,14) T

Die dreidimensionale Form lautet .

1

or =)=y f etk (=) G5 .
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P




D folgcnden hiiufig verwendeten Darstellungen (.er 8-Funktion kcvnm-n als Bei-
spiele dienen:

s=tm L = O= b [g+§m¢~, o] (4)

n»m" 1+fl

. o

5 lim ~nx?n - @() &-M ’i {x- nl7)
(= n-wone ) P ’F f (x "U (7.15)
_ . nfsinme\? . : R
5(x)—nlir:° ?("n?‘) : 9

v ' ‘ -e + '
Spaltet man das Integral iiber x in drei Teile muf, fe #1457, so spielt offen-
-¢ +e
sichtlich jeweils nur ¢(x) beix = 0 eine Rolle, dort k:mn man w(O) hetauszxehen und
die Limites als Darstellung des §-Funktionals nachweisen.

Aué (7.14)» folgt mite = % -» 0 die wichtige Darstellung

E'-)O“x +E

9= lm ot 06« o [ rhocdanz)]  CID

o,
x})= lim = xkx : . o
8(x lim _fn e ak. , - (7.19) i
(9= km 2 BE > Qn) - L (blegatoi) - (7.20)

N=yoco

f : : . -
Hier wie in den vorigen Beispielen ist zu beachten, daff dieser Limeseben nicht
punktwexse zu verstehen ist, sondern n ach Integrieren tiber Testfunktionen ¢(x),
/ eben ais. Distributicaslimes! Das gx.* auch. im fclopnce': Beispiel:

&L

In der fc‘gerxden Tabelle sind die Eigenschaften des §-Funktionals fiir den prakn- - :
schen Gebrauch zusammengestellt 1), n
i
Is, (p)=[8(x-%o) w(x)dx =(xo) o R
oe _ : =y . ¥
Y e % &
8(x) gerade "Funktion” von x X i
: g [
=2 a0 ‘ ) i
x6(x)=90 I
. 1 3: L {
G(ax)—--a(x) e B
S(f(x) = lf( )Iﬁ(x xo) : 4\ é;
(sofem eine einfache Nullstelle xoimlntegrationsbereich liegt) | ..o ; o % .
5 =50 | g
- 8°(x) =8(x) . >\< ey
50) = 5(x)5(y) 5(z) XAy

5(5‘.) .ot (x- (—9(’»;5) o 17
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