Kapitel 2

Die Valenzelektronen eines
Metalles im Sommerfeld —

Modell

2.1 Die Lo6sung der Schrodinger — Gleichung

Bezeichnet man in einem idealen metallischen Kristall vom Volumen 2 die
Anzahl der Valenzelektronen mit N und die Ladungszahl der Ionen mit Z,
so lassen sich die Potentialverhéltnisse fiir ein bestimmtes Elektron in der
einfachsten Nédherung wie folgt beschreiben:

N/Z Metallionen mit (jeweils) der Ladung +Ze ergeben eine
mittlere Ladungsdichte von +Ne /.

Die N — 1 iibrigen Valenzelektronen mit der Ladung —e ergeben
eine mittlere Ladungsdichte von —(N — 1)e/(.

Denkt man sich nun Ionen und Valenzelektronen homogen im Volumen
Q verteilt (verschmiert), so heben sich die Ionen— und Elektronenfelder in
ausgezeichneter Niherung weg (N ~ N — 1 bei N > 10*°/cm?), und das
betrachtete Valenzelektron kann als freies Teilchen angesehen werden, das
der Schrodingergleichung
h2
—5- V2(r) = e(r) (2.1)

2m
geniigt. (free electron approximation)

In diesem Modell werden auch keinerlei Wechselwirkungen zwischen den
Valenzelektronen beriicksichtigt. Die Elektronen bewegen sich &hnlich den
Molekiilen eines idealen Gases ([Elektronengas, independent particle approzi-
mation).

Die Losung von (2.1) lautet:

Uies (1) = (1) xs ~ €7 X (2.2)

bestehend aus dem Ortsanteil ¢y (r), einer ebenen Welle mit dem Wellenzahl
— Eigenwert k, sowie aus dem Spinanteil ys mit den Eigenwerten s = 1/2
(spin up) und s = —1/2 (spin down).
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Die Energie — Eigenwerte geniigen der Gleichung

o= g 2.3

5k,s =&k = % ( . )

und sind unabhdngig vom Spin — Eigenwert s. Das bedeutet, dafl zu einem be-

stimmten Energiewert €, die beiden (linear unabhéngigen) Eigenfunktionen

(V! (r) und ¢y 1 (r) gehoren, dafl also e zweifach entartet ist (Konsequenz
des Pauli — Prinzips).

Wire das Metallvolumen (2 unendlich grof3, so wéren die moglichen Ener-
gie — Eigenwerte kontinuierlich. Interpretiert man jedoch €2 als Grundgebiet
im Sinne des Kapitels 1, so ergibt sich bei Einfiihrung periodischer Randbe-
dingungen ein diskretes k-Spektrum mit einer Zustandsdichte von Q/(27)3.

2.2 Verteilung der k—Zustinde beziiglich ih-
rer Energie fiir 7'=0 K

Jeder k—Zustand kann wegen seiner zweifachen Spinentartung von 2 Elektro-
nen verschiedener Spin — Orientierung besetzt werden. Die Wahrscheinlich-
keit, dafl ein Zustand mit der Energie e tatséichlich besetzt ist, wird durch
die Fermi — Dirac’sche Verteilungsfunktion

1
f(g; T) = e—p(T) (2'4>
e *8T +1

beschrieben. Die in (2.4) vorkommende Funktion p(7") (das chemische Poten-
tial des Elektronengases) wird spéater noch genauer behandelt. Im Augenblick
interessiert lediglich die Verteilungsfunktion fiir den Grundzustand des Elek-
tronensystems, also fiir den Grenzwert T' — 0 K:
lim f(e;7) = 0(u(0) —¢). (2.5)
T—0
Diese Gleichung enthélt die sogenannte step function (Heaviside function) 0,
welche fiir positive Argumente den Wert 1 und fiir negative Argumente den
Wert 0 hat. Bezeichnet man die Energie p(0) als die Fermi Energie g, so
erhélt man

f(e;0) =0(ep —€) (2.6)
mit einer Sprungstelle bei ¢ = ep. Zusammenfassend heifit das, dal alle

quantenmechanisch moglichen Zustdnde im Energiebereich 0 < € < e sicher
besetzt sind und im Bereich ¢ > ¢ sicher nicht besetzt sind.

Was bedeutet dies — im Falle der Sommerfeldndherung — fiir die Verteilung

der besetzten Zustdnde im k-Raum? Wegen der fiir dieses Modell geltenden

einfachen Wellenzahl — Energie — Beziehung ¢, = % k? sind im k-Raum alle

quantenmechanisch erlaubten Zustdnde besetzt, fiir welche

2

W <en baw. |K|<kp
2m
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k

Abbildung 2.1: Die Fermi-Kugel im k-Raum.

gilt. (kp ...Fermi-Wellenzahl; hkp ... Fermi-Impuls.)

Demnach enden alle k—Vektoren, die zu Zustdnden der Maximalenergie €p
gehoren, auf der Oberfléche einer Kugel (der Fermi — Kugel), wie in Abb. 2.1
dargestellt wird. Es ist klar, dafl eine derartige Verteilung der besetzten Elek-
tronenzustinde im k-Raum zu einer minimalen Gesamtenergie des Systems
fiihrt.

Es soll nun die Gesamtzahl N der Valenzelektronen im Metallvolumen 2 in
Beziehung zur Gesamtzahl der k—Zusténde innerhalb und auf der Fermi —
Kugel gesetzt werden:

kr
9 9 9
N:2§:1:2 k=2 4 dk k? = — k3.
- e / i | 3w
|k|<kp |k|<kp k=0

Diese Gleichung stellt die wichtige Beziehung zwischen der Fermi — Wellen-

zahl kr und der Valenzelektronendichte n, her:

Q= 3.2 bzw. kp = [37‘(‘ ne]
Eine in der Festkorperphysik ebenfalls haufig verwendete Grofle ist ry,

der Radius jener Kugel, deren Volumen einem Valenzelektron im Mittel zur

Verfiigung steht:

1/3

(2.7)

Ne

QO 1 dr o, 3 1]
c_2 = =22 2.8
N w3 T Lm n} 2
Unter Verwendung von Gl. (2.7) ergibt sich
9\ 1 or\ '/
=|— — it — = 1.919. 2.
T ( 1 ) . mi ( 1 ) 919 (2.9)
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Tabelle 2.1: Kennzahlen fiir einige ausgewéhlte Metalle.

Element Z n.(102/cm3) ep (eV) kp (108/cm) r, (A)

Li (78K) 1 470 474 1.12 1.72
Na (5K) 1 2.65 3.24 0.92 2.08
K (5K) 1 1.40 2.12 0.75 2.57
Cu 1 8.47 7.00 1.36 1.41
Ag 1 5.86 5.49 1.20 1.60
Au 1 5.90 5.53 1.21 1.59
Mg 2 8.61 7.08 1.36 1.41
Fe 2 17.0 11.1 1.71 1.12
Al 3 18.1 11.7 1.75 1.10
Ph 4 13.2 9.47 1.58 1.22

Quelle: Ashceroft/Mermin, Solid State Physics

Tabelle 2.1 vermittelt einen Begriff von den Gréflenordnungen dieser Para-
meter fiir einige ausgewéhlte Metalle.

2.3 Die Zustandsdichte des Elektronengases

Bezeichnet man die Anzahl aller Elektronenzustdnde pro Spinorientierung
innerhalb des Energieintervalls [e,e + de] mit N(e)de, so ist die Funktion
N (e) die Zustandsdichte (density of states DOS) des Elektronengases.

Die Gesamtzahl aller Elektronenzustdnde pro Spin bis (einschlielich) zur
Energie ¢, genannt v(g), ist dann offenbar

)

vie) = /de'N(s’). (2.10)

g'=—00

Der (allgemein giiltige) Zusammenhang zwischen N (¢) und v(g) lautet somit

N(e) = d%y(g). (2.11)

Im Falle der Sommerfeld-Ndherung kann v(e) leicht berechnet werden. v(e)

ist ja die Anzahl aller Elektronenzustdnde pro Spin innerhalb bzw. auf einer
Kugel mit dem Radius | k |= (2h—’;“8)1/2 [Achtung: € > 0!ll]:

viEe)= Y 1= (22)3 / &k = % (%5)3/2. (2.12)
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Die Zustandsdichte lautet dann wegen Gl. (2.11):

Q [2m\*? Zustéande
N@E) =— (= 12 : 2.1
() 472 ( h? ) c [Energie u. Spin} (2.13)

Die Gleichungen (2.10) — (2.13) beschreiben die Gesamtzahl bzw. die Zu-
standsdichte der quantenmechanisch moglichen Zustédnde, ohne Riicksicht
darauf, ob diese Zustdnde auch tatsédchlich besetzt sind oder nicht. Geht
es um die Beschreibung der besetzten Zustédnde, so miissen die obigen Gleich-
ungen um die Fermi-Dirac’sche Verteilungsfunktion (2.4) erweitert werden:

€

vie) = / de' N(e') f(e;T), (2.14)

e'=—o00

N(e) f(&;T) = d% v(e). (2.15)

Im Falle des Sommerfeld — Modelles kann fiir f(e;7) die bereits in Gl. (2.4)
eingefithrte temperaturabhéngige Besetzungswahrscheinlichkeit geméafl der
Fermi — Dirac — Statistik verwendet werden. Fiir den bisher betrachteten
Grenzfall T' — 0 lauten die Gleichungen (2.14) und (2.15) unter der Beriick-
sichtigung der Gleichungen (2.6, 2.12 und 2.13):

[ / Q 2m 3/2 / /
ve) = /d’f {E(h—) 6”2}9<6F—e>

e’'=0

32 .
=2 {22e 2 fir 0<e<ep

6% QE—TEF}?’/Q fir € >e¢ep
Q [2m\*?
N(e)f(e;0) = 12 (ﬁ) eY20(ep —¢). (2.16)

Die wichtigste Aussage des Sommerfeld — Modells war bisher, dafl die Valen-
zelektronen im Metall Energiezustdnde zwischen € = 0 und € = p besetzen.
Deshalb nennt man die Fermi — Energie ¢r auch die Bandbreite des Valen-
zelektronen — (Leitfihigkeits —) Bandes. Ein wichtiger experimenteller Test
fiir die quantitative Leistungsfihigkeit des Modells freier Valenzelektronen
soll nun vorgestellt werden.

2.4 Emissionsspektren weicher Rontgenstrah-
len

Wird eine Metallprobe mit Kathodenstrahlen bestrahlt, so werden in man-
chen Metallionen Elektronen der inneren Schalen (gebundene Zustidnde) her-
ausgeschlagen. Die so entstandenen Leerstellen werden von Valenzelektronen
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Abbildung 2.2: Ubergang eines Valenzelektrons vom freien in den gebundenen
Zustand.

aufgefiillt, wobei relativ energiearme (weiche) Rontgenstrahlen emittiert wer-
den. (Siehe auch Abb. 2.2.) Die bei diesem Ubergang emittierte - Energie
ist also hv = &9 — €;. Die Intensitdt der gemessenen Emission bei einer
bestimmten Energie wird nun entscheidend davon abhéngen, wie grof§ die
Zustandsdichte der Valenzelektronen — Zustédnde bei eben dieser Energie ist.

Es kann gezeigt werden, dafl zwischen der Intensitét I der emittierten Strah-
lung und der Zustandsdichte N(¢) der Zusammenhang

) U N(e) (2.17)

besteht. Abb. 2.3 zeigt ein experimentelles Ergebnis, ndmlich die Emissions-
verteilung weicher Rontgenstrahlung fiir Natrium.

Aus diesem experimentellen Befund wird die prinzipielle Richtigkeit von
(2.17) sofort klar, wenn man Abb. 2.3 mit Abb. 2.5 vergleicht. Signifikante
Abweichungen vom theoretisch zu erwartenden /e Verhalten der Meflkurve
sind der Auslauf (tail) am langwelligen Ende der Kurve sowie das Verhalten
nahe bei der Fermi — Kante. Um den tail zu eliminieren, kann linear bzw. pa-
rabolisch interpoliert werden. Die so erhaltenen Bandbreiten nennt Skinner
die empirische (AB) bzw. die reduzierte (0B) Bandbreite. In der Tabelle 2.2
sind die theoretischen und die experimentell ermittelten Bandbreiten fiir ei-
nige Metalle enthalten. Die Ubereinstimmung ist durchaus zufriedenstellend.

2.5 Verteilung der k—Zustinde bzgl. ihrer Ener-
gie fir 7' > 0 K

Fiir Temperaturen iiber dem absoluten Nullpunkt ist die Auswertung von
f(&;T) nur moglich, wenn die Funktionswerte des chemischen Potentiales
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Abbildung 2.3: Emissionsverteilung weicher Rontgenstrahlen fiir Na. Leit-
fahigkeitsband — 2p—Zustand.

Tabelle 2.2: Vergleich experimentell ermittelter Bandbreiten mit den theore-
tischen Werten aus der Sommerfeld — Naherung (Skinner, 1940).

Bandbreite (eV)
Na Mg Al
er (Sommerfeld — Modell) 3.2 7.3 11.9
empirical 3.0+02 72402132+ 04
reduced 25+£03]162+£03|11.8£0.5
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Abbildung 2.4: Abhéngigkeit des chemischen Potentials p(t) von der Tempe-
ratur.

w(T) bekannt sind. Diese Funktion soll nun bestimmt werden. Ausgangs-
punkt ist die Gleichung (2.14): berechnet man némlich

[e.e]

2u(e = 00) =2 /deN(a)f(s;T),

e=0

so muB} der erhaltene Wert — unabhéngig von der Temperatur — der Gesamt-
zahl der zu besetzenden Elektronenzustiande N gleich sein:

T a fam)\3? 1
N+ /de <—) R VE 3 QU S 2.18
{4”2 h T 41 (2:48)

e=0

Daraus erhélt man unter Verwendung von (2.7):

2 (RIENY? 2 4 [
— =-—cu" = |d 2.1
3(2m) 37" /8 fk;;f? 219

e=0

Durch diese Gleichung ist die gesuchte Funktion p(7) implizite bestimmt.
Die Auswertung von (2.19) kann entweder numerisch oder — niherungsweise
— mittels analytischer Methoden erfolgen. (Siehe auch den néchsten Ab-
schnitt.). Die Abb. 2.4 zeigt das Ergebnis der Auswertung von (2.19) fiir
metallisches Natrium (ep = 3.24 eV). a) entspricht dabei dem Ergebnis ei-
ner numerischen Auswertung von (2.19) und b) einer analytischen Néherung
geméB der Sommerfeld — Entwicklung (2.23).

Das wichtigste Ergebnis dieser Auswertung ist die (fiir alle realen Metalle
geltende) duflerst schwache Abhéngigkeit der Funktion p(7") von der Tempe-
ratur. Eine merkbare Abnahme des chemischen Potentials findet erst jenseits
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Abbildung 2.5: Temperaturabhingigkeit der Fermi — Dirac — Funktion und
der Elektronen — Besetzungswahrscheinlichkeit fiir Natrium.

experimentell relevanter Temperaturen statt. Die Abb. 2.5 zeigt schliellich
die Funktionen f(e;T) bzw. N(¢) f(e; T) fiir Natrium und die Temperaturen
0 K bzw. 1000 K.

2.6 Die Sommerfeld — Entwicklung

ist ein analytisches Néherungsverfahren zur Berechnung von Integralen, wel-
che als Integrandenfunktion das Produkt einer energieabhéingigen Funktion
h(e) mit der Fermi-Dirac’schen Verteilungsfunktion haben. Die entsprechen-
de Formel lautet!

/ de f(=:T) h(e)
~ / 4 h(E) + (1 — ep)h(er) + = (koT)’ <dZ£_5))_ (2.20)

!Diese Formel ist fiir verschiedene Anwendung sehr niitzlich, ihre Ableitung ist aber
etwas miihselig. Details dazu finden Sie im Appendix zu diesem Kapitel (Abschnitt: Die
Ableitung der Sommerfeld-Formel).
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2.6.1 Analytische Naherung fiir (7))

Eine einfache Umformung von (2.18) ergibt:

N 1 om\*? [
5 = Ne = 2 H (ﬁ) /dE f(E,T) 51/2.

e=0

Wendet man die Naherungsformel (2.20) zur Auswertung dieses Integrals an,
so ergibt sich mit

dh(e) 1

h(e) = /e de :m

€F

1 /2m\*? 72
Ne ™~ — (F) /de Ve+ (i —ep)VEr + F(]{ZBT)Q

- 27?

! (2.21)
2« /ER . .
Bei der Betrachtung physikalischer Prozesse, bei welchen die Teilchenzahl N

und das Volumen 2 sich nicht &ndern, ist die Teilchendichte n. invariant.
Das bedeutet in Bezug auf (2.21), daf§

e=0

1
QN/EF B

sein muB. Diese Gleichung stellt eine analytische Ndherung fiir die Funktion

w(T) dar: )
W(T) ~ ep {1 - % (Z?f) } . (2.23)

Das Ergebnis dieser Néherungsformel ist in Abb. 2.4 graphisch dargestellt,
um einen Vergleich mit den numerisch ermittelten (7))~ Werten zu ermog-
lichen.

(u—ep)\/Er + %2(/@9T)2 0 (2.22)

2.6.2 Die spezifische Wirme des Elektronengases

Die innere Energie des freien Elektronengases pro Volumseinheit lautet

1 9 3/2 %
% =y =2— (h—?) /dsf(s;T) 32 (2.24)

e=0

Wieder wird zur Auswertung des Integrals die Formel (2.20) mit

dh(e) 3
hie) = £3/2 S
(e)=¢ T = 5Ve
herangezogen:
1 2m 3/2 ’ 3/2 3/2 2 93
u62%<ﬁ) /dEE/ +(,U_5F)5F +€<kBT)§\/§
e=0
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Der letzte Term dieser Gleichung wird noch umgeformt:

2 3 2 Ep 2

(kTS VEr = o (ks T) 5= + = (knT)*V/Er.

3

Dann ergibt sich
EF

1 9 3/2
Ue = ﬁ (h—rg) /d553/2+
T

e=0

e | (1= er)VEr + kel 5= + = (ksT)Ver ;.
| T |+ T

Der Ausdruck in eckigen Klammern ist wegen (2.22) gleich Null. Man erhélt
schlieBlich

L 2m | 3/2 m’ 2
Ue = 2—71_2 F dee -+ g(kBT) \EF ¢ - (225)
e=0

Die spezifische Wérme c¢q des Elektronengases lautet in dieser Naherung

ou om'\ ¥/ k% \/Jer
S prm— € f— —_—

Die vorige Gleichung lésst sich noch kompakter schreiben, wenn man sie mit
dem Ausdruck (2.13) fiir die Sommerfeld’sche Zustandsdichte N°(€) kombi-
niert:

2
s
co(T) = ) NS(ep) K3 T . (2.27)

Diese lineare Abhéngigkeit der spezifischen Wéarme von der Temperatur ist
fiir kleine Temperaturen experimentell verifizierbar. Die Auswertung der Mef3-
daten ergibt den experimentellen Wert der Konstanten (cq/T). In der Tabelle
2.3 werden die experimentellen Ergebnisse mit den theoretischen aus (2.27)
verglichen. Man erkennt eine gute Ubereinstimmung fiir Edelmetalle und ei-
ne brauchbare Ubereinstimmung fiir die Alkalimetalle (mit Ausnahme des
Lithium, wo Theorie und Experiment weit auseinanderliegen). Ein totales
Versagen der Sommerfeld — Theorie ist etwa fiir das Ferromagnetikum Eisen
zu beobachten.

Das Beispiel der spezifischen Wirme eignet sich besonders gut, die Gren-
zen des Sommerfeld-Modells zu demonstrieren. Die Gleichung (2.27) koénnte
einen dazu verleiten, sie auch auf non-Sommerfeld metals anzuwenden, in-
dem man anstatt der Grosse N (ex) die entsprechende, numerisch mittels
Bandstrukturrechnung ermittelte elektronische Zustandsdichte N*"(¢) an
der Fermienergie nimmt (zur DOS in realen Metallen s. z.B. das Kap. 4
dieses Skriptums):

2
m
chand(T) = ) NP (ep) k2T . (2.28)
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Tabelle 2.3: Spezifische Wéarme fiir verschiedene Metalle;
Vergleich Theorie — Experiment

Element c¢q/T, Theorie cq/T, Experiment
(in 107 cal mol™' K™?)

Li 1.8 12
Na 2.6 35
K 4.0 4.7
Cu 1.2 1.6
Ag 1.5 1.6
Au 1.5 1.6
Mg 2.4 3.2
Fe 1.5 12.0
Al 2.2 3.0
Pb 3.6 7.0

Wie problematisch eine solche Vorgangsweise sein kann, soll nun gezeigt wer-
den:

Die Abb. 2.6 zeigt die Zustandsdichten fiir die drei Metalle Natrium, Kupfer
und Platin, und zwar sowohl die numerisch ermittelten (echten) DOS-Kurven
(rot) als auch die entsprechenden Sommerfeld-Kurven (blau), die man durch
Auswertung der Glg. (2.13) erhilt, wenn man die korrekte Anzahl der Valenz-
elektronen in die Rechnung miteinbezieht. Beachten Sie, dass es geméss den
Formeln (2.27) und (2.28) bei der spezifischen Wéarme nur auf die Zustands-
dichte an der Fermikante ankommt!

e Beim Natrium ist die Ubereinstimmung zwischen der roten und der
blauen DOS-Kurve relativ gut, nur im Bereich der Fermienergie und
dariiber gibt es Abweichungen. Es ist also zu erwarten, dass die Sommer-
feld-Naherung (2.27) fiir die spezifische Wéarme eine brauchbare Naherung
sein wird.

e Beim Kupfer scheint auf dem ersten Blick die blaue nichts mit der roten
Kurve gemein zu haben. Dies ist jedoch nicht so: man kann ndmlich zei-
gen, dass gerade in der Umgebung der Fermi-Energie die DOS-Kurven
relativ nahe beieinander liegen. Es ist also auch beim Cu zu hoffen,
dass die Sommerfeld-Ndherung nicht weit vom exakten Ergebnis ent-
fernt sein wird.

e Beim Platin ist es aber klar: hier hat die blaue keinerlei Ahnlichkeit
mit der roten Kurve, insbesondere auch nicht im kritischen Bereich um
die Fermienergie. Man muss bei diesem Material davon ausgehen, dass
die Sommerfeld-Approximation die tatsdchliche Wérmekapazitiat des
Pt nur sehr schlecht beschreiben wird.
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Abbildung 2.6: Elektronische Zustandsdichten fiir die Metalle Na, Cu und
Pt. Erklarung s. Text.

Diese Zusammenhénge konnen Sie sehr gut erkennen, wenn Sie in der Abb.
2.7 jeweils die strichlierten blauen Linien, welche die Formel (2.27) représentieren,
mit den blauen Linien vergleichen, die die Ergebnisse der Formel (2.28) zei-
gen.

Um nun diese Ndherungen mit den korrekten Ergebnissen zu vergleichen,

muss man damit beginnen, durch Kombination der Gleichungen (2.24) und

(2.13) das exakte Integral fiir die innere Energie des Elektronengases zuriickzugewinnen.
Als Ergebnis erhélt man

1 [*
ue(T) = 5/ dee N(e) f(e;T). (2.29)
Damit ergibt sich fiir die spezifische Warme des Elektronengases
Ou, 1 [T 0
co(T) = (8T> _ﬁ/ezoodEEN(E)a—T (7). (2.30)

Wenn man fiir die (numerische) Auswertung der obigen Formel fiir N(e)
die echte, aus Bandstrukturrechnungen resultierende Zustandsdichte nimmt,
enthélt die Berechnung der spezifischen Wérme keinerlei Sommerfeld-Aspekte
mehr.

Analysiert man das Integral in Gl. (2.30), so erkennt man, dass wegen des
Ausdrucks 0/0T f(e; T) die zu integrierende Funktion hauptséchlich im Be-
reich der Fermienergie signifikante Werte hat. Dennoch zeigen die Ergebnisse
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deutlich, dass - besonders fiir hohe Temperaturen - die exakte Formel (2.29)
deutlich von ¢%"4(T) abweicht. Dieser Effekt ist besonders markant beim
Platin zu sehen.

2.7 Grenzen des Sommerfeld — Modelles

Wiéhrend das Sommerfeld — Modell (das Modell freier Elektronen im Festkor-
per) in der Lage ist, bestimmte Eigenschaften metallischer Festkorper (vor
allem der Alkalimetalle und der Edelmetalle) gut oder zumindest befriedigend
zu beschreiben, versagt diese Theorie vollstindig, wenn es darum geht, Eigen-
schaften z.B. von Ubergangsmetallen, Halbleitern oder Nichtmetallen bzw.
physikalische Phénomene wie den Hall-Effekt, das thermoelektrische Feld,
das Wiedemann-Franz’sche Gesetz und die spezifische Warme bei mittleren
und hohen Temperaturen zu beschreiben.

Die Griinde fiir dieses Versagen liegen darin, daf} die 3 wesentlichen Annah-
men, auf denen das Sommerfeld — Modell beruht, in vielen Anwendungsfillen
nur schlecht oder gar nicht erfiillt werden.
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Abbildung 2.7: Spezifische Wéarme des Elektronengases in den Metallen Na,

Cu und Pt. Gezeigt wird ein Vergleich der exakten Auswertung des Integrals
(2.30) mit der Sommerfeld-Naherung (2.27) sowie der band-Néherung (2.28).
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Diese drei Annahmen sind:

e die Annahme, dafl das Ionengitter eine nur geringe Rolle im physika-
lischen Geschehen innerhalb des Festkorpers spielt.

—  Free Electron Approximation

e die Annahme, dafi die Metallelektronen untereinander nicht wechsel-
wirken.

—  Independent Electron Approrimation

e die Annahme, dafi das Ergebnis eines Streuprozesses nicht von der Elek-
tronenkonfiguration im Augenblick der Streuung abhéngt.

—  Relazation—Time Approximation

Die Frage, welche der 3 Annahmen das Fehlverhalten der Sommerfeld — Theo-
rie am starksten verursacht, kann nicht allgemein beantwortet werden, sie
héngt vielmehr vom konkreten physikalischen Problem ab.

Geht es zum Beispiel um die Berechnung metallischer Kompressibilitéten,
so ist die Elektron-Elektron-Wechselwirkung von entscheidender Bedeutung,
und die independent electron approximation versagt. Fiir das wichtige Ge-
biet der Bandstrukturberechnungen ist jedoch in den meisten Féllen die-
se Naherung ausreichend, wihrend die Miflachtung des Ionengittereinflules
nicht zielfithrend ist. Ein Aufgeben der relaxation-time approximation ist hin-
gegen etwa fiir die theoretische Beschreibung des Wiedemann — Franz’schen
Gesetzes oder der Regel von Mathiessen notwendig.

In weiteren Kapiteln dieser Vorlesung werden Entwicklungsmoglichkeiten der
Theorie in Hinblick auf ein Aufgeben der free electron approrimation und der
independent electron approzimation behandelt.
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2.8 Appendix: Die Ableitung der Sommerfeld-
Formel (2.20)

Es handelt sich dabei um ein analytisches Néherungsverfahren zur Berech-
nung von Integralen vom Typ

/de f(e;T) h(e).
e=0
Wir definieren:
)= /ds h(e bzw. iH(e’;‘) = h(e). (2.31)
de

Formt man das auszuwertende Integral unter Verwendung von (2.31) um, so
kann partiell integriert werden:

o0

/ de f(s;T)d%H(s) _

e=0

- yenrer, - [eUE e en

(=0, wegen f(e%oo T)=0;H(0)=0) €=0

Die Funktion % ff T) ist nur im Bereich um w(T') merklich von Null verschie-
den. Deshalb ist eine Entwicklung von H(¢) um den Punkt & = p sinnvoll:

1) = 1+ (1 16) ey (HHE)  (emnee 23

Einsetzen von (2.33) in (2.32) ergibt:

/da f(e;T)d%H(S)
= —H [ELET - @

“Me=0

_% (fj—;H(g))e:H 7d5 (e — u)zd%f(e;T) (c)

L - (2.34)
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Fiir nicht zu hohe Temperaturen ist die obige Reihe auflerordentlich gut kon-
vergent, soda$ hier keine htheren Terme als solche prop. (¢ — u)? betrachtet
werden sollen.

Die einzelnen Terme von (2.34) sollen nun im einzelnen ausgewertet werden:

(a):

m
H(p) = / de’ h(e')
e’'=0
[e.e] d .
dEd—Ef(é?;T) = {feT)}2, = -1
e=0
(in sehr guter Ndherung!)
(b):
dH(e))
) =
( de —u
7 df(e;T 17 )
/de(e—m% s L
£=0 c S 7 (ek?T +1)
kT
xer
= —kgT dr ——
7 / (er 4+ 1)
a=—p/(kpT)
xer
~ —kgT dr ——
B / x 1)
weil <ﬁ) eine gerade Funktion von x ist.
(¢):
d> d
—H = (—h
(=m9)_, = ().,
r df(e;T) r z?e”
de (e — p)*——-2~ = —(kgT)* dr ——
Jae e =S A T s
e=0 x=—u/(kT)
~ —(ksT)*2¢(2)
2
= —(/{;BT)QQE,

mit ((z) als der Riemannschen Zeta Funktion.
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Zusammenfassend erhalt man damit

]Ode f(e;T) h(e) ~ /da h(e)+ 7Tg(kBT)2 (d};fj))au. (2.35)

Zuletzt soll nun noch die Tatsache ausgeniitzt werden, daf (fir nicht zu grofie
Temperaturen) die Abweichung von p(7) von ep sehr klein ist (siehe auch
Abb. 2.4). Das Integral in (2.35) kann deshalb ndherungsweise

H EF

/da h(e) ~ /da h(e) + (u —er) h(er)

e=0 e=0

ausgewertet werden. Im letzten Term von (2.35) kann in guter Ndherung p
durch ep ersetzt werden. Somit erhélt man schliefllich die Endformel (2.20):

/ de f(=:T) h(e)
- / A= h(e) + (n — <p)h(er) + = (kaT)? (dzgf)) B
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