Anhang E

E.1 Die Dirac Gleichung

Die Gleichung (D.19) - die Klein-Gordon Gleichung - ist nicht prozessde-
finierend. Man kann also nicht aus der Kenntnis des Zustandes 9 (r,ty) in
eindeutiger Weise auf den Zustand ¢(r,t) (to # t) schlieflen. Dies wire nur
dann méglich, wenn die Gleichung, so wie etwa die Schrodingergleichung, von
erster Ordnung in der Zeitableitung ist. Es besteht also die Aufgabe, eine
Lorentz-invariante Wellengleichung aufzufinden, welche in der Zeitableitung
von erster Ordnung ist. Da aber die Zeit- und Raumkoordinaten Komponen-
ten eines Vierervektors (z*) sind, so wird die gesuchte Gleichung auch von
erster Ordnung in den Ortsableitungen sein.

Wir fithren zunéchst den Differentialoperator
L = (pup" —mg)
ein und erhalten die Klein-Gordon Gleichung in der Form
L*y(z") = 0.
Gefordert ist aber die Form:
L' (z") = 0, (E.1)

mit einem Lorentz-invarianten Differentialoperator erster Ordnung L'. Dieser
wird folgende allgemeine Form haben:

L' = a,p" — bmy, (E.2)

mit ¢ einem Vierervektor und b einem Lorentz-Skalar. Beide sind wegen der
Homogenitit des Raumes konstant und nicht von (z*) abhéngig.
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Wir formen fiir b # 0 um:

1
ap' —bmg = b <5aup" — m0>

= b(yup" —mp).
Es ist dann wegen (E.1):
(Yup" — mo) ¥(z*) =0 (E.3)
zu erfiillen. Es mufl dann weiters
(") = mg = pup” (E.4)

gelten (siehe Gleichungen (D.10) und (D.15)). Dies fiihrt aber zu:

(vop” + mp" + 720" + 130°) (Y0p° + 110" +12p” +50%) = pup®
(108°)” + 70mp°p* + 10720°® + Yo710°D°
717900 P + (11p")” + 170" P + Map'p?
+72700°0° + Yo' + (120°)” + 1273070
100’0 + 1Pt + 1’ + (10°)° = pup”
= gup’'P".

Dies ist aber nur erfiillt, wenn

’VZ = Guu
und
VYo + YV =0, p#v

gilt. Wir fassen dies zusammen und erhalten das Ergebnis, daf die v, den
Antikommutator

v} =29 (E.5)

erfiillen miissen. Dies ist aber durch Zahlen 7, nicht zu erreichen, was letztlich
die Konsequenz daraus ist, daf$ wir versuchten die Dispersionsrelation (D.12)
zu linearisieren. Mit der Quantisierungsregel

' —  —i0,

folgt schliefllich mit
(170 + mo) ¥ (z*) = 0, (E.6)

die Dirac Gleichung.
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Die Beziehung (E.5) erinnert stark an die Algebra der Paulimatrizen,
welche durch eine Vertauschungsrelation

{oi,0j} =26;;, 4,j=1,2,3

gekennzeichnet ist. Man wird also hoffen kénnen, auch die v, durch quadra-
tische Matrizen darstellen zu kénnen.

Zunichst finden wir aber noch aus (E.5):

{’Yuafyu} = 29[“/

G 17w} = 20409,
Gup9ve 1757} = 29u09009"°
{7, = 297 (E.7)

Wir versuchen nun folgenden Ansatz fiir die y-Matrizen:

_ —0g 0

2 _ _00 0 _UO 0
To = 0 o1y 0 (o))
= 1= 900,
o 0 —o;
fY’L - 0 0
2 0 —o; 0 —o;
Ti = g; 0 g; 0
_ —o; 0
N 0 —o?
= —1= Giz,

womit die erste Bedingung fiir die v-Matrizen erfiillt ist. Es gilt weiters:

0 —0; 0 —0j )
o ) (o )
—0i0j 0

0 —O'iO'j)

|
. ( | _ _<aiaj+ajai 0
(

YiVj

Vi =

0 —0j 0 —0;
0; 0 ag; 0
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_ —0yp 0 0 —0; )

wi = (5 o) (o )
o 0 —0;
- ()

+ > = 0’

_ 0 —0; —0yp 0

wo = (o 7T o)
. 0 g;

(2 %) )

womit (E.5) vollstandig erfiillt wurde. Es gilt also:

[ —oo O ) o 0 —o;
70_( 0 0,0)’ ’YZ_(O',L 0 )7 (ES)

womit eine von vielen mdéglichen Darstellungen der y-Matrizen aufgefunden
wurde. Aus der Minkovski-Metrik folgt weiter:

=7 = P=v ¥=-v
Dies fiithrt weiters zu

o_( —o0o 0\ i 0 o
7—( 0 00), 7—(_% 0)' (E.9)

Wir erhalten auch

() =1 (o) =0 (E.10)
Wir formen nun Gleichung (E.6) weiter um:
(17,0, + mo) Y (2*) 0
(19" O+ mo) Y(2*) = 0
(iv°06 — 7' 0; +mo) () = 0
Z’Yoaoiﬁ(l"“) = (VY 0; — mo) Y(z")
¢($u) = (i’YO’Yiaz' - ’Yomo) Y(), (E.11)

wobei wir Gleichung (E.10) verwendet haben. Sehr hiufig wird die Dirac
Gleichung (E.6) auch in folgender Form angeschrieben:

OY(xH _
) _ (a(-i9) + o] w(a) (E12)
und wir identifizieren durch Vergleich:
0
B=—v"= ( ‘60 o, ) (E.13)



and

a = (7,77
= B0 Y)
@ _57_<0 —00><—0i 0)_(01 O) (E14)
Wir setzen nun 7° = —+° und 4* = 4" und erkennen durch Ausrechnen, daf

das neue System ¥* ebenfalls die Bedingung (E.5) erfiillt. Damit ergibt sich
aus (E.12):

iawgu) = [—i7°%0; + ¥°my | ¥ (z*) (E.15)

oder
7 001 (") + 7' 0p (a#) — moy(at) = 0,

mit der endgiiltigen Schreibweise:

(i7" 0y — mo) (a*) = (i § — mo) P(2*) =0, (E.16)

wobei wir nun die Schlange iiber den ~-Matrizen weggelassen haben, da
(E.16) zusammen mit (E.13) and (E.14) der iiblichen kovarianten Schreibwei-
se der Dirac Gleichungen entspricht. Um (E.16) zu entsprechen, muf} ¢ (z*)
ein vierkomponentiges Objekt sein, welches Bispinor genannt wird.

(Dafl & und 3, bzw. 7, zumindest vierdimensionale Matrizen sein miissen,
folgt aus folgender Uberlegung: die Matrizen o/ und § haben wegen (E.5) die
Eigenwerte +1; fiir ¢ # j ist dann det{a‘a’} = det{—a/a’} = (—1)%det{a’a’};
daraus folgt, dal die Dimension der Matrizen gerade sein muf. Fiir d = 2 exi-
stieren nur drei antikommutierende Matrizen - die Paulimatrizen, also muf}
d > 4 sein!)

Die Hermitezitdtsbedingungen fiir die y-Matrizen sind

=9 A=,
oder
()T = 70y#4L. (E.17)
Wir definieren noch
7 =iy (E.18)

mit den Eigenschaften
2 T
{".rr=0 () =1 ()= (E.19)
Zusammengefaflt erhalten wir damit folgendes Matrizensystem:
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E Ay oty 7y
(h<v) (0<p<v)
1 4 6 4 1 =16

Dieses System bildet eine Basis einer Algebra von 4 x 4 Matrizen. Die ~+*
sind die Erzeuger dieser Algebra - Clifford Algebra.

Aus Gleichung (E.15) folgt schlielich der Hamiltonoperator der Dirac-
Gleichung mit X '
H = 7’9" (—i0;) + moy’. (E.20)
Damit dieser Hamiltonoperator hermitesch ist, miissen offensichtlich die Be-
ziehungen (E.17) erfiillt sein, wovon man sich leicht iiberzeugen kann.

Wir definieren nun das adjungierte Feld mit

P(a) = Pl (a")y”, (E.21)
welches zur adjungierten Dirac Gleichung

o (at) —meyp(zt) = 0

(i7" 0, (a")]" = moyl(a*) = 0

[ (i0,) ()] — ey (@) = 0

=
_¢T(xu) (z ) u) AT — mOwT(xu) = 0
vi(z") (i%u) Py +mept(at) = 0 | o

U(zH) (z%u) Y+ mep(x*) = 0

(") W + mo} =0 (E-22)

erfiillt. Die Gleichungen (E.16) und (E.22) kann man aus der Lagrangefunk-
tion

L = 1p(x") [i9" 0 — mo] v (z") (E.23)

durch Variation des Wirkungsintegrales (2.2) unabhéingig nach den Feldkom-
ponenten 9, (z#) bzw. ¥, (z*) erhalten. Es folgen dann die zu t,(z*) und
o (z*) konjugierten Felder mit

ra(e) = f—iziwg(x“>,
(E.24)
oL
Ta s = — =0.
Ta(zh) 5.
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Aus (2.45) und (2.46) folgt weiter:

P = H
= /d3T [7 (200t (2*) — Lg*]
m(@)0(z#) = i (a*)v000h(z*)
= Wl (2#)7°y%p(a")
= W)

= [ [ n o) - £].
Nun gilt aber nach (E.23):

L= Bl [0 — mol (o)
= Yz )[170804-1726 mo] p(zh),

und wir erhalten weiter:
H o= [ )1 om(a) - i) o)
—ith(2")7' Ot (a") + motp(a") ) (2")]
= /d3r (") [—iv'0; + mo] P (aH). (E.25)
Da weiters g% = 0 fiir alle 1, folgt weiters aus (2.45):
P = i/d3r P (z") ()
S / A ()90 (). (F.26)
Wir kombinieren nun die Gleichungen (E.16) mit (E.22):
$(a) (17 —mo) w(a*)
de ~>( §+mo) vl) = 0
@) (7+7) v
(")

(Outh(=")7") ¢(w“) +1p(a")y Db ("

xH

oder

01 [B(a")74b(a")] = 0. (E:27)
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Interpretiert man nun (E.27) als Kontinuitdtsgleichung, so ist offensichtlich

P(xt)yHap(z#) ein Kandidat fiir einen Viererstrom

2= ) = )

7 = P vler) = { 5= U@ eet) = ol (@)a'u(er)

Da die Lagrangedichte (E.23) unter Transformationen (2.25) invariant ist,
folgt aus (2.27) fiir die Ladung

Q=4 / &7 1 () (") (E-29)

womit j° nach (E.28) tatsichlich die Wahrscheinlichkeitsdichte p beschreiben
konnte. Es ist aber noch zu zeigen, dafl j# tatsdchlich ein Viererverktor ist.

E.2 Relativistische Kovarianz

Es bestehe eine Lorentz-Transformation A und wir beschreiben das System
in einem Bezugssystem durch Zustandsfunktionen ¢ (2*) und in einem trans-
formierten Bezugssystem durch Zustandsfunktionen '(z'"). Es ist dann zu
fordern:

i PY(at) —mop(z*) = 0 (E.30a)
i @) —mey' (™) = 0, (™) = A(z"). (E.30Db)

Zwischen ¢ (z#*) und ¢'(z'") muB also eine lokale Beziehung bestehen, welche
es gestattet ¢'(z") zu berechnen, wenn 1 (x#) bekannt ist. Diese Beziehung
sei linear:

(@) = S(A)p(a"), (E.31)
wobei S(A) eine nicht singuldre 4 x 4 Matrix ist. Damit folgt:
./L_I/J — AV'U.TV
¥ = (A_l)uux'“
ox” 1\
axlu = (A ) u’

Dies ergibt zusammen mit (E.31) angewendet auf (E.30b):

i SO S(ANb(at) — moS(AW*) = 0

i (A7) BuS(A)(a") — meS(A)b(a®) = o.
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Andererseits muf} aber (E.30a) gelten:
i 0,0 (xt) — mep(a*) = 0.
Es folgt somit unmittelbar durch Vergleich:
(AT, 8() = S(A)

(A7) 47 = S(A)yS(a), (E.32)
oder
v = A" S(A)YHSTHA). (E.33)
Analog zu (E.31) gilt dann noch fiir den adjungierten Bispinor:
d(a)  — (@) =) STHA). (E.34)

Wir finden nun etwa das folgende Transformationsverhalten:

V") @") = $")STHA)S(A)g(a")
= p(a*)p(a")
und somit ist ¥ (x#)y(z*) ein Lorentz-Skalar.

Wir miissen noch die explizite Form der Transformation (E.31) bzw.
(E.34) fiir infinitesimale Lorentz-Transformation auffinden. Aus (2.34) folgt:

! _ v
T, = Ty+EwT

14 14
= T tEWT

= (G +Ew) 2"

= Apa”,
mit £, = —¢,,,. Fiir Gleichung (2.35) erhalten wir damit:
1
Ya(z’)  — Yl Zsaﬁwﬁ (@) =) <5aﬂ + e aﬂ) Vs (x*),

B

oder in Matrixform
B W) =50 = (14 Jeus ) v, B3)

mit antisymmetrischem S*. Wir formen nun die linke Seite von (E.32) um,
wobei wir (E.35) verwenden und nur Terme erster Ordnung in ¢,, behalten:

1 v
S = (1+§s,w5ﬂ>
_ 1 y
S 1= (1 — E‘SWSM )
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(1 + %st‘“’> 4 (1 - %@,,S’““’) = Y+ %SWS‘“’ A — %7)‘6,“,5“”
= ¥+ %EW, [S’“’,q/)‘] .
Ferner haben wir noch die rechte Seite von Gleichung (E.32) umzuformen:
(Afl))\,ﬂ" _ (g’\,, _ 8)‘1/) NV

— ,yug/\u . g/\uglw,yu

v

1
= ’Y)\ - g)\,u_ (6[“/ - 5uu) Y

2
1 1
— ,y/\ . _g)\ugwj,yu + _g)\uguu,yu
2 2
1 1,
= 7A - _g/\u‘guuf)/y + _g)\ 6;“/7”
2 2
1 v v
= 7+ gew (07— 9,
und zusammengefafit finden wir:
[S#, 7] = g™ — 4" g™,
mit der Losung
1
Sw — 57“7'/, (E.36)

was durch direktes Ausrechnen unmittelbar beweisbar ist, wenn man die
Vertauschungsrelation zwischen den -Matrizen beachtet.

Wir fithren nun die Matrizen
o = 2 "7 (E:37)
ein und erhalten:

14 Z v /L v

Ewot” = iguv’}’“’)’ — 9fw o
1 1

= — BV —

2%;7 Y +2

1 )

= — BV —

25,“,7 v+ 5

N v
= ienYty”.

et

Ew Y’
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Wir setzen nun (E.36) in (E.35) ein und erhalten:
1( 11 1 1724 i
") = (14 Lews™ ) v

= (1 + le,wlv“v”) b(")

2 2
= (1 + %su,/y“’y”> P(zH)
- (1 - %6,“,0“”) W(ah), (E.38)

womit das Transformationsgesetz fiir die Bispinoren aufgefunden wurde. Ganz
offensichtlich ist dies nicht das Transformationsverhalten eines Vierervektors.

Wir finden weiters die Kommutatoren:

BGW’ I- = 0 (E.39a)
[%0“”,75 = {7} =01 """ =9""9"} = 0;(E.39b)
% [%0“”, 7| = i [, 71,7
= i [y = 7"7*) ;7]
= i (PP = 7 = PP+ )
"} =2¢", 7"+ =2¢" — 4"
= i (Y™ = 287 + Ay
—PYY + 20" — YPytyY)
= % (Y = M)
= % [y = (20 = ") "]
= % (V"7 = 209" + 4" 7*y")
= % (V"7 = 299" + 429" — 4"y"Y)
= gV — oMy (E.39¢)
% [%O.uu’ ,Y)\,y5:| S N VNS (E.39d)
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und schliefllich

11 1 1 1 1 1
g |:§O'IW, 50_/\p:| — gu)\io_up _ gu)\io_up + gVPEO-/\IL _ gﬂpio-)\”_ (E39€)

Diese letzte Beziehung ist besonders interessant: setzen wir = 2, v = 3, \ =
3 und p =1, so folgt:

LAL 93 1 g] 0 33l 91 93l 51 g1 g9 51 55
i[zg’za = 9730 T9R0 TR0 T g0
1 1
= —50'21250'12. (E39f)
Scheiben wir nun fiir 012 £ 3, 62 £ 51 und 03 £ 62, so erhalten wir
171 ,1,] 1,
| Zgt 2 =_ E.39
i[QU’QJ] 27 (E-3%)

und dies ist offensichtlich die Vertauschungsrelation fiir Generatoren der drei-
dimensionalen Drehgruppe. Damit sind die o#”/2 Objekte, welche sich wie
Generatoren der homogenen Lorentz-Gruppe verhalten.

Die Gleichungen (E.39a) und (E.39b) zeigen, da T und ~° wie Skala-
re transformieren, wihrend die v* bzw. 7*~° wie Vierervektoren unter den
Operationen der o*” transformieren. Wir untersuchen nun:

P (") (@) = 1/2(1:“)5_1(/\)7“5(/\)1/)(96“)
= P (A" ¥ u(at)
=A%)y (). (E.30)
Ein Vergleich mit (A.24) zeigt, dal 1 (z*)y“4(x*) und damit (j#) wie ein
Vierervektor transformiert.

Wir betrachten noch die Raumumkehr als spezielle Lorentz-Transformation:
" = (2° —r) = A", 2.

Es ist also A% > 0 und detA#, = +1. Somit wird also die Zeit nicht um-
gekehrt, die Transformation kann aber rdumliche Inversion enthalten (oder
auch nicht). Es ist dann immer méglich eine nicht singulére Matrix der Form
(E.33) zu konstruieren, fiir welche

STHA) =181 (M)

ist. Wir erhalten weiter, da S(A) = °, und damit gilt fiir obige Transfor-
mation

Y (™) = A0y (a*).
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Wir verwenden dies nun dazu um zu zeigen, dafl

(@) e(et) = p(a)STHA)Y S(A)p(at)
(&)7° 77 (")

= —(a")7°7 " (")

— (a7 (")

ist, und damit ist ¢'(z'*)y°9(z*) ein Pseudoskalar. Weiters gilt:

V(@) ) = p(a”)S™ ( )7* S (M) ()
(a)7"y° ” “yp(at)
= =0y (")
= =)’ ST(A)y"S(A)gh(a")
= —APY Y (")
und damit ist ¥ (z")y>y*ep(x*) ein Pseudovierervektor. Auf idente Weise fin-

det man schlieBlich noch, daf ¥ (z*)o**+)(x*) wie ein antisymmetrischer Ten-
sor zweiter Stufe transformiert.

vl
e

v
g

E.3 Lo6sungen der Dirac-Gleichung

Es liegt nahe zur Losung der Dirac-Gleichung einen Ansatz zu machen, wel-
cher ebenen Wellen entspricht. Wir untersuchen zunéchst Lésungen negativer
Frequenz und verwenden den Ansatz

Ulat) = u(p)e e
und dieser fiihrt (E.16) in
(¥ —mo)u(p”) =0 (E.40)

iiber. Um leicht einen Uberblick iiber mdgliche Losungen erhalten zu kénnen
untersuchen wir zunéchst Losungen fiir ruhende Teilchen, also Teilchen mit
P = 0 und setzen

fir den Ruheviererimpuls, da ja p® = /p? + m2 gelten muf. Damit ergibt
aber (E.40):

0 0

0 u(pr) = 0. (E.41)

—2m0
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(In Gleichung (E.41) haben wir eine ‘Spinor-Schreibweise’ eingefiihrt.) Wir
zerlegen nun u(pg) in zwei Spinoren

o= (3 )

und erkennen unmittelbar, daf$ die Losungen n(pg) verschwinden, wéhrend
beliebige Losungen &(pg) Gleichung (E.41) befriedigen. Wir wihlen folgende
Losungen:

, 1
ur(Pr) = V2mg ( >6 ) , = :1:5 (E.42)

X%=<(1)), X‘%:G)' (E.43)

Fiir einen allgemeinen Viererimpuls p* erweitern wir obigen Ansatz zu

= (50 )

mit den Spinoren £(p#) und n(p*). Gleichung (E.40) hat nun folgende expli-
zite Gestalt:

(p"° — py — mo) u(p") = 0.

Hier wurde v = (7,72, v®) eingefiihrt. Wir erhalten weiters in Spinorschreib-

weise < 0 ;Umo } _p?iamg ) ( ggz; ) _0, (E.44)

was unmittelbar aus der Definition der y-Matrizen nach (E.9) folgt, wenn
man weiters o = (0!, 0%, 0%) einfiihrt. Wir 16sen (E.44) auf

(p° = mo) E(W") = (Po)n(p") = 0 (E.45a)
(po)E(@") = (0° +mo) n(@*) = 0, (E.45b)

und erhalten aus der zweiten Gleichung die Beziehung:

_ _bo
n(p") = p +mo£(p“)-

Dieses Ergebnis befriedigt auch bereits Gleichung (E.45a), wovon man sich
durch unmittelbares Einsetzen leicht iiberzeugen kann. Es ist somit auch in
diesem Fall die Wahl des Spinors £(p*) vollig beliebig. Man wéhlt folgende
Losung:

Xr 1
u, (p") = p°+mo( po X ) r=j:§. (E.46)



Villig analog sucht man nun nach den Losungen positiver Frequenz unter
Verwendung des Ansatzes

P(ah) = v(ph)eP",

was wiederum zu
(B+mo)v(p*) =0

fithrt. Es gibt, wie schon zuvor, zwei linear unabhéngige Losungen, welche
praktischer Weise wie folgt gewéhlt werden:

po
EXr 1
v (ph) = —/p° + mp ( p? + my X ), r=d+g. (E.A4T7)

EXr

)

Aus den beiden Losungen u,(p*) = u.(p) und v.(p*) = v.(p) ist ersicht-
lich, daf nur longitudinale Spinkomponenten parallel oder antiparallel zur
Ausbreitungsrichtung p zu den Lésungen beitragen.

Hier ist:

220



