Anhang D

D.1 Die Klein-Gordon Gleichung

Es wurde bereits auf die Invarianz des Skalarproduktes
alr, = t?—r-r

unter Lorentztransformationen hingewiesen. Damit ist aber weder der Orts-
vektor r ein lorentzinvarianter Vektor noch die Zeit ¢ ein Lorentz-Skalar. Wir
untersuchen noch das Wegelement:

N

ds = (dz,da*)? = [df* — dr - dr]’

dr dr 2
= | dt* — ——dtdt
(- G )
dr dr 2
= [(1-—=—)d
(%)™
= [0=v)ar]’
= dtv1 —v2.
Mit
Al =V1 =02 dr =~y 'dt

erhalten wir schlie3lich
ds =dr, (D.1)

was offensichtlich ein Skalar ist, und damit ist auch die Eigenzeit 7 ein Skalar.
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Wir fiihren nun die Vierergeschwindigkeit v* ein:

2 = (t,r)
dr e
ar  di
dr
= 1. —
7( , dt)
vt = (1, v), (D.2)

und daraus folgt unmittelbar der Viererimpuls p*:

B = o = (L) = (L)
— (m.p). (D.3)

my ist dabei die Ruhmasse und m die bewegte Masse des Teilchens. Damit
folgt weiters:

iy, = Y[l-v-V]
1— 2
= 1_752 = konst. (D.4)
und
P'pu = mgy* [1 —v - v] = m§ = konst. (D.5)

Wir {ibertragen nun das Newtonsche Gesetz
dv dp
m —=— =
dt dt
in die Lorentz kovariante Form

d
Ho— D.6
wobei mit F* die Vierer- oder Minkovskikraft eingefiihrt wurde. Aus (D.5)

folgt weiter:

d 1d
Lo — 2 i ) —
Pu dTp 2dr (P"pu) =0 (D.7)
~—
=F&
= p,F" =mou, F" =0. (D.8)

In der Elektrodynamik ist die Viererkraft durch

Ft=~(F . v,F) (D.9)
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gegeben, mit F der Lorentzkraft. Die nullte Komponente der Bewegungsglei-
chung (D.6) fithrt damit zu

d 0 0
el - F
dTp
%m = vF.v
t d t
/dtd—T - [m(t)—m(to)]z/th-v
to to

m(t) — m(to)] = /th%

to

= A=T(t) - T(t) = AT.

AT ist die Differenz in der kinetischen Energie des Teilchens beim Durchlau-
fen seiner Bahn im Zeitintervall ¢ — ¢y unter der Wirkung der Kraft F. Wir
wahlen nun die Ruhenergie Ey = myq als Nullpunkt und damit folgt:

Somit kénnen wir fiir den Viererimpuls auch
p* = (E,p) (D.11)

schreiben, da in (D.3) p° = m war. Wegen (D.5) folgt weiter:

(D.5)
pup' =mgy’ —p-p=E*—p-p = my=E,

E=+y/m+p-p, (D.12)

das relativistische Dispersionsgesetz des freien Teilchens.

oder

Im Limes |v| < 1 folgt fiir die kinetische Energie T die klassische Bezie-
hung
P-pP
2m0 ’

T=E—Ey= (D.13)

Eine Hamiltonsche Formulierung der relativistischen Mechanik kann nun er-
folgen, wenn man einen Lorentzskalar H auffindet, welcher die Bewegungs-
gleichungen

de¥  OH
dr  opr
(D.14)
dpt OH
dr — Ox
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erfiillt.
Fiir ein freies Teilchen erfiillt (entsprechend (D.13))

_ bt _ B

H =
2’]’)’L0 2

(D.15)

diese Bedingung, und wegen (D.5) ist H tatséchlich ein Lorentzskalar. Wir
erhalten weiter:

dz# OH 0 (pup"
dr opt  Opt \ 2myg

_ P (O | Pu
2mg \ OpH 2mg

o, _ 9 0

Nun gilt aber:

_ Q

ap“ - 8p'ugaupa = ga,ua—pup = Guu,

und es folgt weiter:

de = guwP" | P

dr  2mg 2myp
_ Guub” N GouD™
o 2m0 2m0 ’

In Komponenten aufgeschliilelt erhalten wir:

d_-TO _ goor” | Gaop® _ ﬁ
dr 2my 2my mo’
drt_ gup' | gap” P
dr 2m0 2m0 T)’L()7
etc.

Dies ergibt wieder zusammengefafit fiir die erste Gleichung von (D.14):

dz#  p
—_—= D.16
dr mo’ ( 3)

und das Teilchen bewegt sich mit konstanter Geschwindigkeit. Die zweite
Gleichung von (D.14) ergibt wiederum

dp* __OH _
dr ozt

da das freie Teilchen keinen Kriften ausgesetzt ist.

(D.16b)
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Die Quantisierung kann nun in gewohnter Weise ausgefiihrt werden:
p — Dp=-iV,
oder in kovarianter Form:
p' = pf=—10,, (D.17)

was fiir 4 = 1, 2, 3 ganz offensichtlich Bekanntem entspricht. Die Nullkompo-
nente ergibt:
P’=E — p’=-id,

oder
FE — —iao.

Somit folgt mit (D.17) und (A.31) aus (D.15):

__ L g Lo (D.18)

2m0 2

Der Teilchenzustand wird durch eine Wellenfunktion ¢(z#) im Raum-Zeitkontinuum
beschrieben. (D.18) fiihrt dann zu

o) = 2o

(Laﬂaﬁ@) sa") = 0,

2m0 2

oder
(0"0, + m3) ¢(z") = 0. (D.19)

Dies ist die Klein-Gordon Gleichung.

Die Interpretation von (D.19) als Einteilchengleichung fiihrt zu Schwie-
rigkeiten, da die Dispersionsrelation (D.12) auch Teilchen negativer Energie
zuldlt. Dies ist eine allgemeine Eigenschaft relativistischer Einteilchenglei-
chungen, welche hier aber nicht weiter behandelt werden soll, da die rela-
tivistische Dispersionsrelation im Rahmen der Quantenfeldtheorie nicht zu
Problemen fiihrt.
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