Kapitel 4

Das Dirac Feld

4.1 Ansatz zur Quantisierung

Um eine Quantisierung des Diracfeldes durchfiihren zu kénnen, wird das Feld
nach dem vollstindigen Satz von Losungen der Diracgleichung entwickelt und
danach werden den Entwicklungskoeffizienten passende Vertauschungsrela-
tionen aufgeprégt. Es ist daher zunéchst notwendig den orthonormalen Satz
von Losungen der Diracgleichung (E.16) aufzusuchen.

Wir betrachten wieder ein kubisches Volumen €2 mit periodischen Rand-
bedingungen. Man kann dann wieder einen vollstédndigen Satz von Zustdnden
ebener Wellen definieren: fiir jeden Impuls p, welcher von den periodischen
Randbedingungen zugelassen ist, und welcher die positive Energie

pM:(Epap)7 pOZEp:+\/mg+p2

hat. Fiir solche besitzt die Diracgleichung vier unabhéngige Losungen

~Puet —=eP o =1,2, (4.1)

ur(p)ﬁ , u(p) 70

wobei u,(p) und v,(p) konstante Bispinoren sind, welche folgenden Gleichun-
gen

(IO, — mo) Y(z*) = 0

¥(z*) = konst { Z:Egg } it

(9" 0y — mo) ur (p)e ™"
(7 (=i)p — m0) s ()
(’Yupu — mo) Up (p)

(# —mo) u,(p)

o O O O

(4.2)
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erfiillen, und analog
(B +mo) vr(p) =0 (4.3)

fiir r = 1, 2 gehorchen. Die Losungen (4.1) werden aufgrund ihrer Zeitabhin-
gigkeit als die Losungen positiver und negativer Energie bezeichnet. Dies wird
aber rein zur Bezeichnung der Losungen verwendet. Auf die tiefergehende
Analyse Diracs soll hier nicht eingegangen werden.

Die zweifache Entartung der zwei Losungen fiir positive und negative
Energien fiir ein gegebenes p folgen aus der méglichen Spinorientierung. Fiir
die Diracgleichung sind nur longitudinale Spinkomponenten (der Spin ist
parallel zu +p) Konstante der Bewegung und wir wihlen diese Spinzustinde
fiir die Losungen (4.1)

O'p’ o= (0_23’0_31’0_12), (44)

O, =
P p|

mit o*” aus (E.37). Wir wihlen dann die Spinoren mit

optur(p) = (—=1)""u.(p) _
optr(P) = (—=1)"v:(p) } r=1,2 (4.5)

Die hier willkiirlich eingefiihrte Asymmetrie in den u- und v-Spinoren wird
sich noch bewihren, wenn die Spineigenschaften der durch diese Spinoren
beschriebenen Teilchen und Antiteilchen untersucht werden.

Wir normieren schliefilich noch die Spinoren:
E
ul (p)ur(p) = v} (p)v:(P) = —5; (4.6)
myo
sie gehorchen dann den Orthonormalitétsrelationen:
ul(P)us(p) = v}(P)vs(P) = 72, (4.72)
ul(p)vs(—=p) = 0,

womit dann (4.1) tatsichlich ein vollstandiger, orthonormalen Satz von Losun-
gen der freien Diracgleichung ist, welche auf E,/mo im Volumen € normiert
sind.

Wir finden noch die wichtigen Beziehungen:

=9

i, (P)us(P) = =0, (P)vs(P) = O
% (p)2,(p) = 7, (D)us(p) = 0. (4.70)

und die Vollstédndigkeitsrelation:

2

Z [Ura(P)Urs(P) — vra(P)Vrs(P)] = dap- (4.7¢)

r=1
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4.2 Quantisierung des Diracfeldes

Um das Diracfeld quantisieren zu konnen, entwickeln wir es nach dem vollstandi-
gen Satz ebener Wellen (4.1) und schreiben:

p(at) = Prah) + ¢ (2")

> (é’;p) e (P)us (p)e ™" + df (p)or (p)e]

T,p (4.82)
und
Pat) = ol
= ¢ (") + ¢ (a#)
> (ngp) (4 (P)5 (p)e ™ + ¢l (p)i, (p)e "]
T,p (4.8b)
mit

i (p) = u}(p)7",
Die Gleichungen (4.8) sind den Entwicklungen des komplexen Klein-Gordon

Feldes sehr dhnlich, wir beschreiben aber hier Spin 1/2 Teilchen. Diese be-
folgen das Pauli Prinzip und wir postulieren daher folgende Vertauschungs-

relationen: X X
{er(p) @)} = {d(p), (D)} = 01,00, (4.9)

alle anderen Antikommutatoren verschwinden.

Wir definieren noch die Operatoren

i, (p) = ¢l (p)e,(p), 7ir(p) = di(p)d,(P), (4.10)

und die Interpretation all dieser Operatoren als Vernichtungs-, Erzeugungs-
und Teilchenzahloperatoren fiir zwei Arten von Fermionen folgt unmittelbar.
Der Vakuumzustand ist schliefllich durch

& (p)|0) = d.(p)[0) =0, Vp,r=1,2 (4.11)

definiert, oder analog durch

D) |0y =9 (a")[0) =0, ¥ (z). (4.12)
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Durch Wirkung von Erzeugungsoperatoren auf den so definierten Vakuum-
zustand konnen dann neue Zustéinde generiert werden, welche Teilchen ent-
halten.

Fiir Fermionen miissen wir die Definition des Normalproduktes modifi-
zieren. Im Normalprodukt wurden die Bosonenoperatoren so arrangiert, als
wiirden alle Kommutatoren verschwinden. Fiir Fermionen gilt gleiches, nur
daB man nun so vorgeht, als wiirden die Antikommutatoren verschwinden.
Wir verwenden also:

N [Ba@)ba@™)] = N {0 ) + g ()] [0 ") + 05 )] }
= P3(@)F (@) + df (@) df (@)
+g (@) (@) + by (@) (@)
= dd (@) (") — OF (@) ()
g (@) () + by (@) (™), (4.13)
was mit Gleichung (3.19) zu vergleichen ist. Besondere Vorsicht ist dann am
Platze, wenn Operatoren w und ¢ auftreten.

Im néchsten Schritt werden die Konstanten der Bewegung untersucht und
mit Hilfe der Teilchenoperatoren angeschrieben. Wir verwenden Gleichung
(E.25) und erhalten fiir den Hamiltonoperator:

H= /der{QZ(x“) [—i778; + my] 1/3(:5’“‘)} : (4.14)

Will man nun H unter Verwendung der Operatoren ¢ und d ausdriicken, so
mufl man die Entwicklung (4.8) in (4.14) einsetzen. Wir beginnen mit der
Bestimmung des Ausdruckes:

[—iy79; + mg] ™" = I(ip;) + mo) P+
Vp; +me) €
7P +mo — 7°po] €74

e

ipuTh

[—iv
[’
=
[
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Wir bestimmen dann etwa:

Y [0+ mo] T =
> () de)or )= . 1 oo (o)
- > () @)ool 2 [ ma — ] i) (p)e
= Z; ( $p> d,(p)v,(P) [~7°po] d'(p)vs(P)
[ﬁr(p) =l =1 olp)u(p) = i—‘;&s
-2 %dr(p)cil(p) [~po]
= %ZEpcil(p)dr(p)

At ~ a— N
Die Betriige proportional zu ¢ (z#)[...]¥~(z*) und zu ¢ (a*)[...]9¥ (z*)
liefern keinen Beitrag, da man hier die Eigenschaft @, (p)vs(p) = 0 ausniitzen
kann. Schliellich liefert noch

v (@) gt = ZE@*

und wir erhalten zusammengefafit:

H=>E, [ (p) +7:(p)] - (4.15)

™p

Aus Gleichung (2.47) folgt dann mit (E.24):
P =i [drii@) Vi),
und damit erhélt man unter Verwendung der friiheren Ergebnisse:

Zp i, (p) + 71 (p)] - (4.16)

SchlieBlich ist die Lagrangedichte (E.23) invariant gegeniiber Transformatio-
nen vom Typ (2.25) und damit fithrt die Gleichung (2.27) zur Erhaltung der
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Ladung:

~

Q = aErit@ie)
= _ez [ﬁr(p) - ﬁ'r(p)} ’ (417)

P

wie man sich durch Einsetzen von (4.8) unmittelbar iiberzeugen kann. Haben
nun beide Teilchensorten die Masse m, so konnen wir die Teilchen, welche
mit den ¢ bzw. den J—Operatoren beschrieben werden, als Elektronen bzw.
Positronen identifizieren.

Unter Verwendung von (E.38) findet man fiir den Raumanteil von (2.51):
M= [@riten) e (-iv)da) + [Erita) (5) b6, @)

mit o aus (4.4). Ganz offensichtlich beschreibt M nach (4.18) den Bahn-
und Spindrehimpuls von Teilchen mit Spin 1/2. Aus dem zweiten Teil von
Gleichung (4.18) isolieren wir den Operator

5}, = %/d?’r/\/ [W(m“)ap@@(x“) , (4.19)

mit o, aus (4.4). Damit folgt dann aus (4.5):

L ol
Sl 0) = (15 @)
(4.20)
A A Tl A
Spd}(p)[0) = (=1)"5di(p)[0).

Aus diesem Ergebnis ist zu ersehen, dafi sowohl der Elektronenzustand
¢l (p) |0), als auch der Positronenzustand d}(p) |0) die Spinkomponente in
Bewegungsrichtung mit dem Wert 1/2 fiir » = 1 und —1/2 fiir r = 2 hat.
Wir sprechen daher von parallelen bzw. antiparallelen Spinzusténden, welche

positive bzw. negative Helizitdt haben. Man bezeichnet den Operator S, of
auch als den Helizitdtsoperator.

4.3 Kovariante Vertauschungsrelationen

Wir stehen nun wieder vor der Aufgabe die Vertauschungsrelation
{dale®), sy} =7
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zu bestimmen, wobei o und 3 Bispinorindizes sind, welche von eins bis vier
laufen. Dazu bestimmen wir zunéchst unter Verwendung von (4.8):

{04, )} -

= PO a0 + by )05 ()
= Z NPNP'\CT p)c A( ) ( ) ( )] ura(p)ﬂsﬂ(pl)e_ipuxuap:‘yu

7,8,P,p’ :de
— N _Np’ Ep:Ep/’ pozplo
= 3 G tre(@)p ). (4:21)
mp

Eine weitere Umformung ist unmittelbar nicht moglich, da wir erst weitere
Eigenschaften der Bispinoren abzuleiten haben. Dazu fiihren wir die Projek-

tionsoperatoren
" 1
Ap)=— (£ p+m 4.22
(b) = o (& #+ mo) (122)
ein. Dafl dies tatsichlich Projektionsoperatoren sind, 148t sich unmittelbar

zeigen:

1

A (p)At(p) = s (15 +mg) (% + mo)

= 4%3(]4;4+2¢m0+m§).

Weiters gilt ganz allgemein:

AB = 2AB-B A
—~ A=BAA = 242 44
A4 = A

und

P = (Ep,p)= (", p)

P = y/m+p?

»°)? = mg+p
@) -p* = (@) =mp
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Damit folgt:

- N 1
MEAT (") = —5 (md+2 pme +ml)
4dmg
1
= 4—Tn(2)2m() (m0+ ﬁ)
_ ﬁ + my
N 2m0
oder ,
MRt ) = [A )] = A, (4.23)
mit einem analogen Ergebnis fiir A~ (p#). Weiters folgt:
« 1 4.4
AT (p")ur(p) = Py (# + mq) v (P) () 0,
mo
- 1
A ) = o= (- 5+ m0) u(p)
_ 1 (4.1)
= e (b= u(e) o
- 1
AT (p*)u,(p) = 20 (# + mo) ur(p)
1
T (¥ — mo + 2mo) u,(P) = u,(P)

A~ (@) 0. (P) = v.(p)-

Schliefilich erhalten wir noch:

A ) + A () = # (6 + mo) + i (= #+ma)

=1

Y

und durch Vergleich mit (4.7c) finden wir unmittelbar
AL = D ta(p)is(p)
T (4.24)
A = = vra(P)Trs(p).

Dies ergibt in (4.21):

) ) AL ()
— Mo af p —ipy, (zH—y*)
O} = T3 e e
B Q~ B
_ Mo (ld + mO)aﬂ e~ Pu(@h—yH)
Q D QmoEp
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Nun ist aber
(i7" 0 + mo) €™ P V) = (4 mg) e~ P V"),
und wir erhalten weiter:
{060,457 ()} =
1 . 1
= — (Z’yua +m0)a — e ipu(zt—yH)

1

2(2m)3 ( E,

Wir verwenden nun Gleichung (3.39) und erhalten schlieflich:
{959 @), 85" } =1 (70, + mo)y AT (2 — ),

und analog
(=) (et 2(+) © S (il — (bt ©
Vo (@), (¥") ¢ = 1 (000 + mo) s A7 (2" — "),
oder als Matrixgleichung
c @ oy 2T ok u o
P (at),  (yF) p =057 (@ =),

mit
SE(z) = (iv"0, + mg) AT (zH).
Wir fiihren nun noch
Sty = ST(z*)+ S (a)
= (i7"0, + mo) [AT(z*) + A (z")]
= (i7"0u + mo) A(z")

ein, was zur Vertauschungsrelation
{9a"), 0} =iS (@ —y")
fithrt. Verwenden wir noch (3.51), so finden wir:

1 p+mgy .
Cc*
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(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)



wobei die Pfade C* in der komplexen p’-Ebene im Gegenuhrzeigersinn ge-
schlossen werden. Sie umschliefien die Pole p® = +F,. Da nun

($ £ mo) (PF mo) =p° — m§

ist, so findet man auch hiufig die symbolische Schreibweise

Si(xl‘) = — (21)4 /d4p ;ipﬂwu . (4.32)
0 KA myo

4.4 Der Fermi Propagator

Wie schon in Kapitel 3.4 fiihren wir nun den Fermionen Propagator ein. Wir
definieren den Vakuumerwartungswert

(0 ‘ T {d@)") | ‘ 0) (4.33)
mit dem zeitgeordneten Produkt
T{d)b@™)} = 6t =) )ba") 0t — ("))
_ { Platyp(a™) fir t> ¢

~

(M)t fir ¢ >t

Um wiederum (4.33) bestimmen zu kénnen, untersuchen wir den Vakuumer-
wartungswert

= iSt(a" — ™), (4.34)

D™ () ‘0> — S (2" — oM. (4.35)



Daraus definieren wir den Fermionen Propagator:
iS}(x“——xW)::<0‘7'{¢Cﬂﬂikxm)}‘0>, (4.36)
und daraus folgt

Sp(a") = 6()ST(z*) — 0(—)S™ (z")

(iv"0, + mg) Ap(a"), (4.37)
und schliefllich
1 (ﬁ‘i‘ mo)e_ip"“
=g [ d : 4,
SF(x ) (27_‘_)4 /d p p2 . mg +ic ( 38)

4.5 Transformationen des Dirac-Feldes

Dieser Abschnitt hat die Aufgabe Invarianzeigenschaften des freien Dirac-
Feldes zu untersuchen.
4.5.1 Die Paritéitstransformation

Wir betrachten dabei den Ubergang von einem rdumlichen kartesischen Rechts-
zu einem Linkssystem. Dazu fiihren wir den Paritditsoperation P ein:

P: t = t'=t
r - r'=-r (4.39)
Wir untersuchen nun, ob und in welchem Sinn das Dirac-Feld unter solchen

Transformationen invariant ist. Aufgrund unserer bisherigen Erfahrungen mit
Lorentztransformationen machen wir folgenden Ansatz

P (x', ") = S(P)y(r,t),

und fragen uns, ob man S(P) so wéhlen kann, da8 fiir ¢'(r', t) wieder Glei-
chung (E.16) gilt, also

(i @ —mo)¥'(x',¢') = 0.
Wegen 1'# = S~1(P)vy*S(P) gilt weiter

SYP) (7°8) + 7’ &, — mo) S(P)(r, 1) = 0,
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und mit Hilfe von (7.52) erhalten wir:
S7YP) (i7°8y — iv70; — mo) S(P)(x, 1) = 0. (4.40)
Daraus folgt offensichtlich, daf} sich fiir
SPYS(P) =

STHP)YS(P) = —
Gleichung (7.53) wieder als Diracgleichung fiir ¢(r, t) schreibt. Wir setzen:
S(P) =7 (4.41)
Es folgt dann:
NUNON N

i i1 i
Y7 = () =,
entsprechend (E.17). Damit erfiillt (7.54) offensichtlich die aufgestellte For-
derung. Wir schreiben daher fiir den paritdtstransformierten Dirac-Spinor:

wl(rlv t,) = 701/1(1'7 t) = ’VOw(_rla tl)' (442)
Interpretiert man nun v'(r’,¢') als Feldoperator, so ist unmittelbar einzuse-
hen, daf (r',t") dieselbe Bewegungsgleichung und dieselben Vertauschungs-
relationen erfiillen wird wie die Operatoren @/A)(r, t). Man kann also vermuten,
daB die beiden Operatoren 1 (r,t) und 1[)(r, t) einander dquivalent sind, also
durch eine unitiare Transformation im Zustandsraum ineinander iiberfiithrbar
sind. Wir suchen daher den unitiiren Operator U(P), welcher

U(P)(x, )0 (P) = 4! (xr,1) =9 (x,1) (4.43)
erfiillt. Wir setzen die Entwicklung (4.8) ein:

SN, [O(PE )T (Pus (p)e

r.p
+U(P)di(p)U™" (P)v.(p)e™*
’ X . . .
=> M [CI(—p)v"ur (p")eP" 4+ A°dl (—p)v, (p™) e
P
mit p'* = (p°, —p). Aus der expliziten Gestalt der Spinoranteile
Xr 1
u(p) = VP’ +mo op , r=4g
pO + my Xr
op
0 EXr
P +my 1
u(p) = —vp'+mg , T=g
EXr
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mit

€= _1 0 ) X?‘_

folgen die allgemeinen Eigenschaften:

Your(p™) = ur(P)
YoUr (p'li) = U (p)

und es muf} gelten:

(4.44)
U(P)di(p)U '(P) = —di(-p).

Wir fordern schliefSlich noch die Invarianz des Vakuumzustandes unter Pa-
rititstransformationen:

U(P)[0) = |0).

Auf diese Weise haben wir tatséichlich mit (4.44) einen unitéiren Operator
im Raum der Elektron-Positron-Zustinde definiert. Fiir Einteilchenzustiande
gilt also:

UP)le (p,r)) = |e (—p,7))
(4.45)

0(P) |€+(p,’l‘)> = - |€+(—p,’f')> :

Elektron und Positron haben daher zueinander eine negative Paritit. U(P)
ist somit ein Parititsoperator mit den Eigenwerten +1, er ist weiter eine Sy-
stemerhaltungsgréfie und die Erhaltung der Paritét fiihrt zu beobachtbaren
Auswahlregeln bei radioaktiven Prozessen. Experimentelle Verifikation: Zer-
fall des wasserstoffihnlichen Bindungszustandes et und e~ (Positronium) in
zwei Photonen (y-Quanten).

Daraus folgt physikalisch: zu jedem Zustand freier Elektronen oder Po-
sitronen gibt es einen paritédtstransformierten Zustand, in welchem die Teil-
chenimpulse umgedreht sind, die Spins aber unveréndert bleiben (siehe auch
Abb. 4.1). Fiir jedes Positron tritt weiters ein Faktor (—1) auf. Wir kénnen
daher durch Beobachtung an einem System freier Elektronen und Positro-
nen ein rdumliches kartesisches Rechtssystem von einem Linkssystem nicht
unterscheiden.
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Abbildung 4.1: Paritétstransformation eines Elektron-Positronzustandes. Die
diinn gezeichneten Pfeile deuten die Impulsrichtungen an, die dick dargestell-
ten Pfeile die Spinorientierung.

4.5.2 Die Ladungskonjugationstransformation

Es stellt sich nun die Frage: findet der Beobachter, wenn er die Rolle von
Elektron und Positron vertauscht, andere Gesetze fiir das Verhalten der frei-
en Teilchen? Um diese Frage beantworten zu kénnen konstruieren wir eine
Ladungskonjugationstransformation.

Aus (4.8) wissen wir, da$§ der Operator () Elektronen vernichtet oder

Positronen erzeugt, wihrend der Operator 1)(z*) genau die umgekehrte Wir-
kung hat. Man wird also nach einer Invarianz der Dirac-Gleichung suchen,
welche 1) () mit 9 (z*) vertauscht. Aus den Eigenschaften der Dirac-Matrizen
v folgt zunéchst fiir ihre Transponierten:

= (=), (4.46)

wie man aus (E.8) unmittelbar ersieht. Damit befolgen auch die transponier-
ten Matrizen die Vertauschungsrelationen

{v", 7"} =2¢".

Nun gilt fiir die adjungierten Spinoren 1(2#) die Diracgleichung (E.22) und
damit gilt auch:

i (<7 8, — ma] 7 (o) = 0. (1.47)
Wir kénnen nun erwarten, da8 es eine Aquivalenztransformation der Form
STHOM"S(0) = ()" (4.48)
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gibt, welche Gleichung (4.47) unveridndert 1&8t. Eine solche Transformation
ist durch
S(C) =iy’ = ( _OE N )
gegeben. Wir erhalten dann mit (4.48) fiir (4.47):
STHC) [17"0u — mo] S(C)¥" (2") = 0. (4.49)
Wir bezeichen nun mit
YO(a") = S(C)p" (a") (4.50)

den ladungskonjugierten Spinor, welcher ebenfalls die Diracgleichung erfiillt.
Es ist nun leicht nachzuweisen, dafl nach der Quantisierung die Operato-
ren % (z#) dieselben Vertauschungsrelationen befriedigen wie die Operatorn

P(zh).
Um nun die Aquivalenz von Positronen und Elektronen in einer Theorie

freier Felder zeigen zu kénnen, miissen wir einen Operator U(C) aufsuchen,
welcher die Feldoperatoren 9 (z*) und ¢ (z#) ineinander iiberfiihrt:

U(C)d(a*)T71(C) () = SOV (o). (4.51)

Wir setzen wieder die Entwicklung der Feldoperatoren ein und finden unter
Beniitzung von

S@)ul(p) = vu(p)
S(C)vf(p) = u(p),
daB
UC)él)U(C) = di(p)
(4.52)
U(C)di(p)U'(C) = él(p)

gelten muf. Fordern wir schlieBlich noch die Invarianz des Vakuumzustandes
gegeniiber Transformationen vom Typ U(C), also

u(c) oy = 0y,

so haben wir wieder eine unitire Transformation aufgefunden, welche (4.51)
erfiillt. Es werden also Elektronen und Positronen vertauscht, ohne dafi Impuls-
oder Spinvariable vertauscht werden (siehe auch Abb. 4.2). Somit ist eine
Unterscheidung zwischen Elektronen und Positronen rein willkiirlich.

Diese Ladungskonjugationsinvarianz ist in der Natur nicht streng erfiillt.
Sie wird durch die schwache Wechselwirkung verletzt.
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Abbildung 4.2: Ladungskonjugationstransformation eines FElektron-
Positronzustandes. Sonst wie Abb. 4.1

4.5.3 Die Zeitumkehrtransformation

Wir wollen folgende physikalische Frage beantworten: kénnen wir durch Be-
obachtung am freien Dirac-Feld die positive von der negativen Zeitrichtung
unterscheiden? (Wenn wir also einen Film von freien Diracteilchen drehen
und ihn dann riickwérts laufen lassen, sehen wir dann einen physikalisch
moglichen oder einen physikalisch unméglichen Ablauf der Ereignisse?)

Wir untersuchen daher die Auswirkungen der Zeitumkehrtransformation:

T: t = t'=—t

r —» r'=r.

Es gilt die Dirac-Gleichung
0 -0
. 0_ . ]— - _
[17 o + iy o mo} Y(r,t) =0,

und entsprechend obiger Transformation gilt:

0 .0
[z'(—fma iy mo] b, —1) = 0.

Es ist wieder die Frage zu stellen, ob eine Transformation

g1 ’YO s’ 2z ,yo
(4.53)
Slflryi SI ; ,yi, 2
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existiert. Ausrechnen zeigt, dafl (4.53) von
S, = 7570:

befriedigt wird, und daraus folgt:

0 - 0

=110 N ! )
ST iy 5 + iy 507 Mo S'y(r,—t) = 0.
Wie bereits in den zuvor besprochenen Fillen kann man auch hier schliefen,
dafl der Spinor 3

1/)(13 t) = SIT/J(IU _t)

die Dirac-Gleichung erfiillt. Man kann schliefilich noch zeigen, daf &(r, t)
dieselben Eigenschaften wie 1 (r,t) hat. Da wir im vorigen Kapitel die La-
dungskonjugationsinvarianz gezeigt haben, muf} ferner

Y'(r,t) = S (r,—t)

S(T)" (x, —t) (4.54)
gelten, mit
S(T) = S'S(C) =ivs"v"y’
= i1 (1)) = —ivs7? = in?s (4.55)
wegen

Yys + 57" = 0.

Also erfiillt auch ¢'(r,t) die Dirac-Gleichung. Wir wollen '(r,t) als den
zeitumgekehrten Spinor bezeichnen. Er erfiillt natiirlich auch die iiblichen
Beziehungen, welche fiir Spinoren gelten. Im quantisierten System gehorchen
die Feldoperatoren ¢’ (z*) denselben Vertauschungsrelationen wie die Opera-
toren ().

Im quantisierten System miissen wir nun die Frage untersuchen, ob es
eine unitire Transformation
A ~ ? ~ QT

U(T)d(x, ) U(T) =/ (r,t) = S(T)Y (r,—t)

gibt, so wie wir bereits friiher dhnliche Transformationen aufgefunden haben.
Man findet aber einen Widerspruch, wenn man noch die Forderung nach der
Invarianz des Vakuums unter den Transformationen U(T') fordert.

Man kann aber eine antiunitire Transformation auffinden, welche &(r, t)
in ¢'(r, t) iiberfithrt und gleichzeitig den Vakkumzustand unverdndert 148t.
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Zuniichst ist der Operator V' antilinear, wenn fiir alle Zusténde |a) und |b),
und alle komplexen Zahlen ¢; und ¢, die Bedingung

Ve o) + ¢ b)) = &V [a) + &V |b) (4.56)
erfiillt ist. Den zu V hermitesch konjugierten Operator V1 definieren wir
durch R X

<a ‘ s ‘b> - <b ‘ V‘a>, (4.57)

und damit ist V1 auch antilinear. V ist auch antiunitir, wenn

P = Pt =1 (4.58)
gilt und V antilinear ist. Wir finden weiters:
@y =Vla)y,  [¥)=Vp), (4.59)

und daraus ergibt sich wieder:
@y = (a|7]o)
|Vt = (6] 717 |a)
= (bla) = {(a|b)". (4.60)

Man muf} also gegeniiber einer unitiren Transformation noch zusétzlich kom-
plex konjugieren, oder den “bra” mit dem “ket” Vektor vertauschen. Dies
bedeutet aber physikalisch, dafl der Anfangs- mit dem Endzustand zu ver-
tauschen ist.

Ist nun A ein beliebiger linearer Operator, und V ein antiunitirer Ope-
rator, so definieren wir den zu A antiunitéir transformierten Operator durch

A= (VAVHE, (4.61)

und daraus folgt fiir die Matrixelemente

alAlbY = (a|AV 'Y
(aA]p) = (a]Av[w)
(1)

bl

o
a'>. (4.62)
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Abbildung  4.3: Zeitumkehrtranstransformation  eines  Elektron-
Positronzustandes. Sonst wie Abb. 4.1

Die Matrixelemente bleiben somit durch die Transformation unverindert und
damit auch das physikalische Geschehen.

Existiert nun eine solche antiunitire Transformation

2T

S(T) (v, 1)

~

V@i v )] L 9

iiberhaupt? Man findet sie, indem man die Entwicklung der Feldoperatoren
einsetzt, es gilt dann

S(T)uy (p*) = (=1 zu_r(p™)

ST () = (-1 20, (p")

und damit folgt fiir die Teilchenzahloperatoren:

VD))V I(T) = (1) 2, (-p)
V(T)di(p)VHT) = (-1)"2d',(~p) (4.63)
V(T)[0) = |0).

Die hier eingefiihrte Transformation dreht also die Impulse und die Spins um.
Dieses Ergebnis ist physikalisch durchaus brauchbar: dem Anfangszustand |a)
des einen Beobachters entspricht dem “Endzustand” (a’| des anderen Beob-
achters, fiir welchen die Zeit riickwérts lduft. Der Observablen A des einen
Beobachters ist offensichtlich die Observable A’ des anderen Beobachters zu-
geordnet. Er ist aus den Feldoperatoren Qﬁ’ (z*) aufgebaut, und dieser Aufbau
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ist ident zum Aufbau des Operators A aus den Feldoperatoren t)(z*). Das
Meflergebnis ist fiir beide Beobachter ident, siche Gleichung (4.62). Damit
ist die Zeitinvarianz nachgewiesen.

All dies entspricht der Tatsache, dafi die im klassischen zeitumgekehrte
Lésung auch erhalten werden kann, indem man das elektrische Feld, die Ge-
schwindigkeiten, das Ladungsvorzeichen und die Richtung der Stromdichte
umdreht. Das magnetische Feld bleibt hingegen unverédndert.

In der Natur sind die Invarianzen C', P und T verletzt:

P: die schwache Wechselwirkung hebt die Aquivalenz von Rechts- und
Linkssystemen auf.

C: auch diese Invarianz wird durch die schwache Wechselwirkung verletzt.

T: diese Invarianz wird beim Zerfall neutraler K-Mesonen verletzt.

Theorem 4.1 In einer relativistischen Feldtheorie mit beliebiger Wechsel-
wirkung, mufl das Produkt © = C'PT eine Invarianztransformation sein.

In allen bisher bekannten Experimenten konnte dieses Theorem bestitigt
werden.

Schwache Wechselwirkung (eigentlich elektroschwache Wechselwirkung):
Diese Theorie erlaubt es, dal in einem weiteren Prozess bei der Elektron-
Positron Anihilation das virtuelle Austauschphoton durch ein Z-Boson er-
setzt wird. (Das Z-Boson wurde erst vor wenigen Jahren experimentell am
CERN nachgewiesen.)
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