Begriffe aus der Lehre von Funktionen, die auf vF iibertragbar sind

Trager einer vF

Sei N C R" offen. Man sagt: T verschwindet in N, wenn < 7', >= 0 gilt fiir alle ¢ mit
supp ¢ C N. Wie man zeigen kann, (Walter, S. 32), gilt folgender

Satz : Zu jedem T € D’ gibt es eine grofite (umfassendste) offene Menge M, auf der T
verschwindet.

Definition: Das Komplement der im obigen Satz genannten Menge M heifit der Triger von
T, bezeichnet als supp T := R"\ M.
Man kann zeigen, dass fiir durch regulére, stetige Funktionen erzeugte vF der oben ein-
gefithrte Begriff des Trigers dieselbe Menge kennzeichnet wie der fiir Funktionen {ibliche:
f e CR") = suppTy = suppf. Zum Unterschied von stetigen Funktionen kann jedoch der
Tréager einer vF auch aus einem oder endlich vielen Punkten bestehen.
Bsp.: Der Tréger von ¢ .

supp g, = T,

Rechenoperationen mit vF, die von gewoéhnlichen Funktionen iibertragbar sind
(Ersatz von Sk, S. 17 ff, 4.3 und 4.4, und S.21, 5)

vF entsprechen zwar i. allg., (wenn sie nicht regulér sind,) keinen Funktionen. Dennoch lassen
sich gewisse Rechenoperationen, die man von Funktionen her kennt, auf vF verallgemeinern.
Allen diesen Verallgemeinerungen liegt dieselbe Idee zugrunde:

Es sei eine Rechenoperation W gegeben, die Funktionen in andere iiberfiithrt, und die zu-
mindest auf C*°(R") erklért ist; in etlichen Fillen ist sie auf ganz L},.(R") definiert. In allen
Fillen sei W : C®(R") — C*(R") (bzw. W : L}.(R") — Lj,.(R™)) linear. Fiir reguldre
(ggf. von geniigend glatten f erzeugte) vF ist also W'(Ty) := Ty erklart. Um W’ fiir
beliebige vF einfiihren zu konnen, muss man ,,JW/ von f ablosen und auf ¢ umlegen* konnen.
Das heifit hier, dass sich eine W zugeordnete lineare, stetige Abbildung W : D — D finden

lassen muss, so dass fiir alle f € L], .(C™) und alle ¢ gilt:

loc

<W'(Ty), ¢ >=< Tw(p), p >=< T, W(p) >.
Man kann dann die Ubertragung von W auf ganz D’ definieren durch
<W'T), o >=<T,W(p) >
oder einfach als )
W\(T):=ToW
Die Linearitit und Stetigkeit von W ist notwendig, damit die Zusammensetzung 7' o W

wieder ein linear-stetiges Funktional auf D ist, also eine vF. W’ : D’ — D’ ist selbst linear.

Diese Uberlegungen zeigen, dass die Voraussetzung fiir die Ubertragung des fiir gew6hnliche
Funktionen erkliarten W das Vorhandensein eines zugeordneten W mit den angegebenen
Eigenschaften ist. Dieses W muss von der jeweiligen analytischen Gestalt von < Tws),p >=
JW(f) - pdm ausgehend bestimmt werden, so dass es fiir alle f und ¢ die Umlegung von
W oauf @ als [W(f)-@dm = [ f-W(p)dm ermoglicht.

Ein erstes Beispiel fiir die vorhin erlduterte Vorgangsweise ist die Erklarung der



Multiplikation einer vF mit einer C'*°-Funktion

S. Sk, S.20, 4.5. Die Umlegbarkeit der Multiplikation mit a von f auf ¢ verlangt hier a € C*°,
wie in loc. cit. unten erlautert ist.

Die der Abbildung W, : f — a - f zugeordnete Abbildung W, stimmt in diesem Sonderfall
mit W, tiberein, ihre Stetigkeit ist offensichtlich. Man schreibt kurz a - T := (W, ) (T).

Eine nur unwesentlich weniger einfache Umformung ist die

Ableitung einer vF (Ersatz von Sk, S.21 Mitte.)

Die Ableitung d, := % ist eine lineare Abbildung der auf R definierten differenzierbaren
Funktionen in die Menge aller reellen Funktionen, also ist W = d, ein mdéglicher Kandi-
dat. Dafiir, dass die Ableitung f’ einer Funktion f eine reguldre vF Ty = Ty (5 erzeugt,
ist es hinreichend, dass f’ € L}, ist. Das Umlegen von d, von f auf ¢ in [ f'(x)p(x)dx
geschieht hier mit einer Produktintegration. Ihre Ausfiihrbarkeit verlangt aber nun eine
Einschriinkung der zugelassenen f: f’ € L}, ist dafiir nicht ausreichend, f € C'(R) dagegen
schon und soll hier vorausgesetzt werden. (Wegen einer Verallgemeinerung dieser Bedingung
s. die Ergédnzung , Die Ableitung nicht stetig differenzierbarer Funktionen. .. “.) Dann gilt
[ f(@)p(x)de = — [ f(z)¢'(x)dx, und damit ist d, = —d, gefunden, das eine lineare und
stetige Selbstabbildung von D ist, wie aus der Definition der Konvergenz in D folgt. Damit
kann man 7" := (d,)(T) durch < 7", ¢ >= — < T,d,po >= — < T,¢’ > definieren. In
mehreren Verénderlichen setzt man fiir 0; (:= 0/dz;) entsprechend 0; = —0; und schreibt
fir (0;)'(T") einfach 0;T. Die Ableitung ist das einfachste Beispiel einer Operation, fir die
W £ W ist.

Aus der Def. Sk. (14) (S. 22) folgt, dass das Ergebnis einer Ableitung hoherer Ordnung von
der Reihenfolge der Ableitungen unabhéngig ist.

Produktregel fiir a - T'

Es sei a € C*°(R"), T' € D'. Dann gilt die
Produktregel

Beweis:
Der Beweis fiir die Giiltigkeit der Produktregel besteht in einer Zusammenfithrung der beiden
soeben in D’ eingefiihrten Operationen: Fiir alle ¢ € D gilt:
<0Oia-T),p>=—<a -T,0p>=—<T,a0;p >= — < T,a0;p + (0;a)p — (Gja)p >=
< (0a)-Typ >—<T,a0;p+ (0;a)p >=< (0;a) - T,p > — < T,0i(ap) >=
<(0ia) T, >+ <a-0T,p>

Transformation der unabhéngig Verdnderlichen einer vF

Es sei U : x +— y = U(x) eine glatte (in allen Komponenten beliebig oft differenzierbare)
bijektive Selbstabbildung des R™ mit glatter Umkehrung U~!. Die fiir gewohnliche Funktio-
nen sich daraus ergebende Rechenoperation ist (Wy f)(z) := f(U(x)). Zur Bestimmung von
Wy legt man die Koordinatentransformation U nach der aus der Analysis bekannten Regel
fiir die Transformation von Integralen von f nach ¢ um:

[ s et = [ o) |5 tim, = [ 1) (Fiste)iam, 2

Das ergibt also

(@)U (x)) (3)




Damit wird nun die Transformation der unabhéngig Verdnderlichen von beliebigen vF T
definiert durch

Wy(T) =T oWy, (4)
also < WH(T),¢ >=< T,Wy(yp) >. Ein Sonderfall davon ist die lineare Substitution der
Verénderlichen einer vF, die wiederum die beiden in Sk, S. 18 ... 20 angegebenen Umfor-

mungen als Sonderfille enthalt.

Lineare Substitution der Verénderlichen einer vF

Es sei A eine reelle, reguldre n x n-Matrix, b € R". Durch diese beiden Groflen ist die
inhomogen lineare (affine), bijektive Selbstabbildung Usyp des R™ @y = Ugp(x) = Az + b
bestimmt. Die Spezialisierung von (2) auf diesen Sonderfall ergibt

< Tf(AaH—b) /f A:L‘+b ( )dm = |d(j§A| /f(y)sp[A_l(y _ b)] dm = (5)
o < Tl =)

Das zugehérige Wy 4, gemaf (3) ist daraus unmittelbar ablesbar. Fiir beliebige 7" ist dann
die affine Transformation der Verdnderlichen durch Wy, (T):=T o Wy 1, () gegeben.

Die Kettenregel fiir umkehrbare affine Transformationen der Verédnderlichen in vF

Es sei B = A7!, also mit y = Az + b : 2 = B(y — b) oder in Komponenten

Yi = Zaz‘jiﬂj +b = Z bjr(yr — bp);

j=1 r=1

und deswegen 3 3‘” = by; .Dann gilt die
Kettenregel:

Do T(Az 4+ 1) = 0, Wi (T) =Y au Wiy, ,(0,T) = X aw w0, T(Az +5)* . (6)

Der Beweis erfolgt durch Anwenden beider Seiten auf ein ¢ € D unter Beachtung der
Festsetzungen. Die linke Seite ergibt wegen 1/|detA| = |detB]

< Opy T(Az +0)“ 0 >= — < T(Az + b)“, 0,0 >= — < T, 0., p(B(y — b)) > |detB|
Die rechte Seite von (6) ergibt unter Verwendung von Y, bj;a;x = iy,

Zazk < 0, T(Ax 4+ b)“ o >= Z“ik < 9, T,p(B(y — b)) > |detB| =

ox;
- Zaik < T; Zawz@<B(y - b))@y
7 1 )

Zthalk <T,0.,p(B(y — b)) > |detB| =
— < T,0,,¢(B(y — b)) > |detB|

Die beiden Seiten sind also dieselben Abbildungen D — D, was die Behauptung beweist.



