Konvergenz in D und die Stetigkeit linearer Funktionale auf D
(Ergénzung zu Sk, S. 9 u. 11)

Wenn man in einem linearen Raume X die Konvergenz von Folgen erklidren will, méchte man
das so tun, dass die Konvergenz mit der Vektorraumstruktur in folgendem Sinne vertréglich
ist: Die Konvergenz einer Folge gegen ein Grenzelement soll gegeniiber der Verschiebung mit
einem beliebigen Vektor unempfindlich sein. Das heifit genauer, dass wenn man zu den Glie-
dern einer konvergenten Folge und zum Grenzpunkt denselben festen Vektor addiert, man
wieder eine konvergente Folge erhilt, die gegen das verschobene Grenzelement konvergiert.

Das bedeutet dann in der Umkehrung, dass fiir z;,x € X genau dann lim; ., z; = z gilt,
wenn lim; . (z; — x) = Oy ist. Es geniigt also dann, die Konvergenz einer Folge gegen den
Nullvektor Ox von X zu definieren, um die Konvergenz gegen beliebige Vektoren erklért zu
haben. Deswegen wird auch in C° nur die Konvergenz gegen das Nullelement des Vektor-
raumes, ndmlich die Nullfunktion, definiert. Der lineare Raum C$°(R"), versehen mit dem
in Sk, S. 9 eingefiihrten Konvergenzbegriff, wird mit D(R™) bezeichnet.

Diese Festsetzungen sind in der Anwendung auf lineare Abbildungen zwischen linearen
Raumen mit Konvergenzerklarung erfolgreich. Lineare Abbildungen eines linearen Raumes in
einen anderen sind ja gerade solche, die mit der Vektorraumstruktur der R&ume vertréglich
sind. Dies und die Invarianz der Konvergenz in linearen Rdumen gegeniiber Verschiebun-
gen fiihrt dazu, dass die Stetigkeit einer linearen Abbildung eine verschiebungsunabhéngige
Eigenschaft ist, oder konkreter ausgedriickt: Eine lineare Abbildung eines linearen Raumes
mit vertraglichem Konvergenzbegriff in einen ebensolchen ist entweder iiberall stetig oder
nirgends. Das bedeutet, dass es geniigt, die Stetigkeit einer linearen Abbildung in einem ein-
zigen Punkte des Vektorraumes zu untersuchen, und es liegt nahe, dies im ausgezeichneten
Punkte eines jeden Vektorraumes, in seinem Nullvektor, zu tun.

Dies sieht man wie folgt: Seien X, Y lineare Rdume der besprochenen Art, T': X — Y sei
linear und im Nullpunkt stetig; es gilt also fiir alle Folgen, fiir die lim; .., z; = Ox ist, auch
lim; . T'(z;) = Oy. lim; . v; = v bedeutet definitionsgemaB lim; .., (v; — v) = 0x. Nun ist
T(v;) =T(v;—v+v) =T(v; —v) +T(v), und wegen der Stetigkeit von T" in Ox folgt daraus
lim; o T'(v;) = T'(v).

Dies trifft natiirlich insbesondere auf lineare Funktionale zu, weswegen in Sk. S. 11 nur
ihre Stetigkeit im Nullpunkt (Nullvektor) von D(R") verlangt wird. Der Raum aller linear-
stetigen Funktionale auf D(R™), also definitionsgem&f aller vFn oder Distributionen, wird
mit D'(R™) bezeichnet.

Regulire Distributionen, die Abbildung ¥, (zu Sk, S. 12):

Nach Sk. S. 12ff erzeugt jedes f € L}, iiber (vgl. (1) in der Ergéinzung zur Einleitung)

< Tf, 0 >=T¢(p) = [ f(x)p(x)dm eine Distribution, die in diesem Falle regulér genannt
wird. Die Abbildung ¥, : L,.(R") — D'(R"), die durch ,.(f) = T} definiert ist, ist wegen der
Linearitéit des Integralausdrucks in f eine lineare Abbildung des linearen Raumes L, (R")
auf die mit D/, (R"™) bezeichneten vFn:
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