Kapitel 2

Numerische Methoden zur
LOosung linearer, inhomogener
Gleichungssysteme

2.1 Das grundsitzliche Problem
Gegeben sind die n Gleichungen

a11T1 + A12T + - + ATy = bl
a21T1 + A29T9 + -+ AonLy — bg

(2.1)

Ap1T1 + ApaZo + -+ + AppTy = bn

wobei die a;; und die b; reellwertige Grofien sind. Auflerdem soll gelten:

[ br [+ b2 [+ + [ bn [#0

Unter diesen Voraussetzungen stellt (2.1) ein reellwertiges, lineares, inho-
mogenes Gleichungssystem n-ter Ordnung dar. Die Gréflen x4, ..., x,, welche
die gegebenen Gleichungen simultan erfiillen, nennt man die Ldsungen des
Systems.

(2.1) wird gewohnlich in Form der Matrixgleichung

A-x=b (2.2)

angeschrieben.

Die Losung derartiger Systeme stellt ein zentrales Problem der numerischen
Mathematik dar, weil eine ganze Reihe von numerischen Verfahren, wie z.B.
die Interpolationsverfahren, die Least-Squares-Verfahren, die Differenzenver-
fahren usw. auf die Losung inhomogener linearer Gleichungssysteme zuriick-
gefithrt werden koénnen.

Vom theoretischen Standpunkt aus bereitet die Losung von (2.1) keinerlei
Schwierigkeiten, solange die Determinante der Koeffizientenmatriz A nicht
verschwindet, solange also das Problem nicht singuldr ist:
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det(A) #0

In diesem Fall kann das Problem mit Hilfe der Cramer’schen Regel an-
gegangen werden. In der Praxis zeigt sich jedoch, dal die Anwendung dieser
Regel fiir n > 4 recht kompliziert und aus verschiedenen Griinden fiir die
Anwendung am Computer ungeeignet ist.

Wie auch in anderen Bereichen der numerischen Mathematik gibt es auch
hier zwei Gruppen von Methoden:

e Direkte Methoden:

Diese enthalten keine Verfahrensfehler und fiithren deshalb - abgesehen
von Rundungsfehler-Einfliissen - stets zur exakten Losung. Allerdings
kénnen Rundungsfehler gerade bei direkten Verfahren, die haufig sehr
rechenintensive Algorithmen aufweisen, massiv in Erscheinung treten.

Als Beispiel dazu wird im folgenden das FEliminationsverfahren von
Gauss in der Formulierung von Doolittle und Crout (LU decomposi-
tion) behandelt.

e Iterative Methoden

zeichnen sich oft durch einen besonders einfachen Rundungsfehler-
stabilen und Speicherplatz-sparenden Algorithmus aus, sie haben je-
doch den Nachteil, daf3 sie nicht in jedem Fall konvergieren, also nicht
auf alle an sich losbaren linearen Gleichungssysteme angewendet wer-
den konnen.

Auflerdem erhilt man auch im Falle der Konvergenz nie die exakte
Problemlésung, sondern nur eine mit einem Abbruchfehler behaftete
Néherungslosung.

Als Beispiel fiir ein Iterationsverfahren zur Losung linearer Glei-
chungssysteme steht in diesem Kapitel das Gauss-Seidel-Verfahren.

2.2 Ziel der direkten Methoden: Uberfiih-
rung der Koeffizientenmatrix in eine obe-
re Dreiecksmatrix.

Bei allen direkten Methoden geht es letzten Endes darum, das gegebene
System

A-x=Db
in ein dquivalentes (d.h. denselben Losungsvektor aufweisendes) System
U-x=y (2.3)
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iiberzufiihren, wobei U eine sogenannte obere Dretecksmatriz mit der Eigen-
schaft

darstellt. Der Grund dafiir ist einfach: Systeme der Art (2.3) sind durch
Riick-Substitution (s. Glg.en (2.12)und (2.13)) leicht aufzulésen.

2.3 Das Eliminationsverfahren von Gauss
in der Formulierung von Doolittle und
Crout (LU-Aufspaltung).

Die Gauss’sche Elimination besteht im wesentlichen aus zwei Schritten,
néamlich aus der Uberfithrung von Ax = b in das dquivalente System
Ux =y und der Losung dieses Systems mittels einer Riick-Substitution.

Das Verfahren beruht auf einem Satz aus der linearen Algebra:
Ein lineares Gleichungssystem bleibt unverdndert, wenn zu einer seiner Glei-
chungen eine Linearkombination der restlichen Zeilen addiert wird.

Doolittle und Crout haben nun gezeigt, dafi der Gauss’sche Algorithmus
wie folgt formuliert werden kann: Eine reelle Matrix A kann stets als Produkt
zweier reeller Matrizen L und U dargestellt werden, also

A=L-U (2.4)

wobel U eine obere Dreieckmatrix ist:

U1 U122 .eenee Uin,
0 U929 wovnnn. Uin

U =
0 0 ... Unn

1 0 0 ... 0
mao1 1 ... 0
ms31 139 1 ... 0
L =
Mnp1 Mp2 Mp3 ... 1

dar.

Man nennt die Zerlegung (2.4) einer Matrix A die LU- Zerlegung (LU de-
composition) von A.

Ohne Ableitung: ein einfacher Formelapparat fiir die LU-Zerlegung.
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Die Umformung erfolgt spaltenweise, also 7 =1,2,...,n :

1—1
uij:aij_zmikukj 1=1,...,7—1 (2.5)
k=1
j—1
Yij = Qi5 — Z MU 1=7,...,Mn (2,6)
k=1
Wjj = Vjj (2.7)
my =2 i=j+1,....n (2.8)
Yij

Da die Hauptdiagonalelemente von L stets Einser sind, braucht man diese
Werte (die m;;) nicht extra abzuspeichern, sondern man kann alle relevanten
Werte in einer n x n-Matrix (der 'LU-Matrix’) unterbringen:

U1 U12 U3 eeeennn U1n
Mo1 Ug2 U23  ennnnn Uon
M3 M3y U333  ....... U3
LU-Matrix : . . (2.9)
Mp1 Mp2 Mp3 ... Unn

Die Aufspaltung der Matrix A in die Matrizen L und U kann nun zur Be-
rechnung des Losungsvektors herangezogen werden:

A-x=L-U-x=L-(U-x)=b

Mit U - x = y erhélt man das System L -y = b, das wegen der beson-
deren Form der Matrix L (untere Dreiecksmatrix) mittels einer Vorwdrts-
Substitution gelost werden kann:

Y1 ="0b (2.10)
i—1
j=1

Da U eine obere Dreiecksmatrix ist, ist bei Kenntnis des Hilfsvektors y das
System U - x =y durch Riickwdrts-Substitution ebenfalls leicht zu losen:

Yn
unn

Ty =

(2.12)

i=n—1n-2,...,1 (2.13)

1 n
Ti = — [yz - Z Uij 5

Ui j=it1

Bei der konkreten Anwendung des Doolittle-Crout-Verfahrens geht man am
besten so vor, dafl man zwei Programme verwendet, von denen eines die
LU-Zerlegung der Koeffizientenmatrix durchfiihrt, wihrend das zweite den
Losungsvektor unter Verwendung der Formeln (2.10-2.13) berechnet.

23



2.3.1 Demonstration einer speicherplatz-sparenden
LU-Decomposition

an Hand einer allgemeinen 3x3-Matrix.

Gegeben:

ailr a2 as
a1 Q22 (23
a31 32 Q33

j = 1: erste Spalte

(26) i=1 Y11 = Q11

1=2 Y21 = A21
1=3 Y31 = a3
(2.7) U1 = Y11

(28) 1=2 mo1 = ’721/’)/11
1=3 m3 = ’)/31/711

Speichert man nun die eben berechneten Koeflizienten wq1, mo; und ms;
anstelle der entsprechenden und nie wieder gebrauchten Koeffizienten der
Matriz A ab, so ergibt sich die Matrix

U1 G2 a3

ma1 dAg2 (23
m31 Q32 as3

j=2: zweite Spalte

(25) i=1 U2 = Q12

(2.6) 1=2 99 = a9y — MarUyo
1=3 732 = a3z — M31U12

(2.7) Ug2 = 722

(2-8) 1=3 mga = ’732/’722

Up U2 A13
Ma1 U2 A23
m31 M3z a3s3
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j=3: dritte Spalte

(2.5) i=1 Uz = a3
1=2 Ug3 = A23 — M21U13
(2-6)123 733 = A33 — MM31U13 — M32U23
(2-7) U33 = Y33

Uy;p U2 U3
Mo1 U ugg | = LU-Matrix [s. Glg.(2.9)]
ms31 1M32 U33

Entscheidend ist also, daB durch die sukzessive Uberspeicherung der gegebe-
nen Koeffizientenmatrix A durch die Spalte fiir Spalte entstehende LU-Matrix
zu keiner Zeit ein Informationsmanko entsteht!

Da andererseits auch die neuen w;;- bzw. m,;-Werte stets verschiedene
Speicherpléitze einnehmen, kann im Programm auf eine unterschiedliche Be-
zeichnung der Elemente a;;, wi;, vi; und my; tberhaupt verzichtet werden,
und alle diese Elemente werden im Struktogramm 3 (LUDCMP) auf einem
Feld A(,) abgespeichert!

Man spart damit sehr viel Speicherplatz, allerdings auf Kosten der Lesbarkeit
des Programms.

2.3.2 Rundungsfehler-Optimierung durch partielle Pi-
votisierung.

Angenommen, es existiert ein Programm, das die Auswertung eines inho-
mogenen Gleichungssystems nach der LU-Zerlegung durchfiihrt. Die mittels
dieses Programmes erhaltenen numerischen Ergebnisse enthalten keine Ver-
fahrensfehler (direktes Verfahren!); jede Abweichung von den ’wahren’ Er-
gebnissen mufl daher auf Rundungsfehler zuriickgehen.

Dazu ein konkretes Beispiel: Gegeben sei das folgende System von 3 Glei-
chungen:

21 + 59231812 + 160825 = 5924790
59231811 + 33711635 — T3 = 6260290 (2.14)
611421 + 275 + 910137225 = 9107488

Dieses System hat die exakte Losung x1 = x5 = 23 = 1.

Die numerische Auswertung (FORTAN, einfache Genauigkeit, d.h. 4 Byte pro
reeller Zahl) liefert die folgende LU-Matrix und den folgenden Losungsvektor:
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0.1000000E+4-01 0.5923181E407 0.1608000E+-04
LU-Matrix: 0.5923181E+07 -.3508407E+14 -.9524475E+10
0.6114000E+404  0.1032216E-02 0.9101371E407

0.9398398E4-00
X: 0.1000000E+01
0.9995983E4-00

Wie man sieht, ist der Rundungsfehler-Einfluf§ (besonders beim z4) betracht-
lich!

Wenn man nun die Reihenfolge der Gleichungen in (2.14) abéandert (was
theoretisch natiirlich keinen Einfluf auf den Losungsvektor hat), und zwar so,
daB die urspriingliche Reihenfolge 1/2/3 {ibergeht in die Reihenfolge 2/3/1,
so ergibt dasselbe Programm:

0.5923181E+07 0.3371160E+06 -.7000000E+-01
LU-Matrix:  0.1032216E-02 -.3459764E+03 0.9101372E4-07
0.1688282E-06 -.1712019E+05 0.1558172E+12
mit
0.9999961E+00
X: 0.1000068E+-01
0.1000000E+-01
bereits wesentlich kleineren Rundungsfehlern. Mit der Zeilenfolge 2/1/3
erhélt man den korrekten Losungsvektor in Maschinengenauigkeit:

0.5923181E+07 0.3371160E+06 -.7000000E4-01
LU-Matrix:  0.1688282E-06 0.5923181E+07 0.1608000E4-04
0.1032216E-02  -.5841058E-04 0.9101372E+07

0.1000000E+01
X: 0.1000000E+01
0.1000000E+01

Das bedeutet also, dafl die richtige Zeilenfolge eines linearen Gleichungssy-
stems einen entscheidenden Einflufl auf die Gréfle der Rundungsfehler und
somit auf die Qualitdt der numerischen Losung hat!

Was bedeutet nun 'richtige’ Reihenfolge? Vergleicht man die m;;-Werte
in den LU-Matrizen, so erkennt man sofort, dal die Rundungsfehler dann
am geringsten sind, wenn die Betrdge der m;;- Werte maglichst klein sind.
Um die m;; so klein als moglich zu halten, miissen die in der Gleichung (2.8)
auftretenden v;;-Werte dem Betrage nach moglichst gro8 sein. Dies kann
einfach dadurch erreicht werden, dafl man aus allen 7;; nach Glg. (2.6) das
betragsgrofite Element bestimmt und jene Zeile, in welcher dieses Element
vorkommt, mit der j-ten Zeile vertauscht. Erst danach werden die Gleichun-
gen (2.7) und (2.8) ausgewertet.

Eine derartige Strategie nennt man eine LU-Zerlegung mit teilweiser Pivoti-
sierung. In der Regel hat man — vor allem bei Systemen hoherer Ordnung —
ohne Pivotisierung keine Chance auf korrekte Ergebnisse. Es gibt aber auch
(s. [2], S. 56) Gleichungssysteme, bei welchen die LU-Decomposition auch
ohne Pivotisierung numerisch stabil ist, ndmlich dann, wenn die Koeffizien-
tenmatrix symmetrisch, tridiagonal, zyklisch tridiagonal, diagonal-dominant
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Abbildung 2.1: Gut und schlecht konditioniertes 2x2-System (aus: [22], S.
298).

bzw. allgemein positiv definit ist.

Es ist klar, dafl mit der Strategie der teilweisen Pivotisierung auch das
Nullwerden eines Diagonalelementes «y;; und die damit auftretenden Proble-
me in Glg.(2.8) vermieden werden koénnen. Stellt sich ndmlich heraus, dafl
wahrend der Rechnung alle v;5, 1= j,...,n simultan verschwinden, ist die
Koeffizientenmatrix singuldr und das Gleichungssystem mit dem gegebenen
Verfahren nicht 16sbar!

2.3.3 Kondition eines Gleichungssystems.

Die mit Hilfe direkter Methoden ermittelte Losung eines linearen Glei-
chungssystems ist meist nicht die exakte Losung, weil

e im Verlauf der Rechnung Rundungsfehler auftreten, deren Akkumula-
tion zur Verfalschung der Ergebnisse fithren kann.

e Ungenauigkeiten in den Ausgangsgrofien bestehen konnen, die Unge-
nauigkeiten in den Loésungen hervorrufen.

Wenn kleine Anderungen in den Ausgangsdaten grofie Anderungen in der
Losung hervorrufen, spricht man von einem schlecht konditionierten System
(s. Abb. 2.1).

Die sog. Konditionszahl der Koeffizientenmatrix kann dabei als Maf fiir die
Giite der erhaltenen Niherungslosung fiir den Losungsvektor verwendet wer-
den.

In der mathematischen Literatur wird eine Reihe von Konditionszahlen dis-

kutiert. Im folgenden Programm LUDCMP ist die Berechnung der sog. Ha-

damarschen Konditionszahl der Matrix A inkludiert, welche in der Form [2]
|det(A)]

109 -+ - Oy

Ky(A) = mit ai:\/a?1+a$2+...+agn
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gegeben ist. Fiir die Praxis gelten die Erfahrungswerte
o Ky(A) <0.01 schlechte Kondition,
o Ky(A)>0.1 gute Kondition,

e 0.01 < Ky(A) <0.1 keine Aussage.

2.3.4 Das Programm LUDCMP

Quelle: [9], S.38f; [10], S. 46f (mit geringen Anderungen).
Das Programm LUDCMP (LU DeCoMPosition) fiihrt eine LU-
Aufspaltung einer reellen quadratischen Matrix durch.

INPUT Parameter:

A(,): Koeffizientenmatrix des linearen Systems.

N: Ordnung des Systems = Anzahl der Zeilen und Spalten von A.

OUTPUT Parameter:

A(,): 'LU Matrix’” der urspriinglichen Matrix A (s. Anmerkung 1).

INDX( ): Indexvektor, der die Zeilenvertauschungen auf Grund der parti-
ellen Pivotisierung speichert.

D: Determinante der Koeffizientenmatrix (s. Abschnitt 2.3.6).

KHAD: Hadamardsche Konditionszahl (s. Abschnitt 2.3.2).
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Struktogramm 3 — LUDCMP(A,N,INDX,D,KHAD)

KHAD:=1.0

SUM:=SUM + A(IJ)**2

KHAD:=KHAD*SQRT(SUM)

SUM:=A(1,J)

K=1(1)I-1

SUM:=SUM-A(L,K)*A(K,J)

A(L,J):=SUM

AAMAX:=0.0

1=J(1)N

SUM:=A(LJ)

K=1(1)J-1

SUM:=SUM-A(L,K)*A(K,J)

A(,J):=SUM DUM:=| SUM|

DUM > AAMAX
Y e

IMAX:=I AAMAX:=pDUM [

VN # IMAX

K=1(u~

DUM:=A(IMAX,K)
A(IMAX K):=A(J,K)
A(J,K):=DUM

D:=-D

INDX(J):=IMAX

VN AU =00

A(JJ):=TINY |
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DUM:=1.0/A(J,J)

I=J+1(1)N

A(L,J):=A(I,J)*DUM

D:=D*A(J,J)

KHAD:=| D |/KHAD

(return)

Anmerkungen zum Programm LUDCMP:

1. Um Speicherplatz zu sparen, werden die Koeffizienten der LU Matrix
sukzessive auf den entsprechenden Speicherplatzen der gegebenen Ma-
trix A abgespeichert. Dies hat allerdings den Nachteil, dafl die gegebene
Matrix zerstort wird und daher gegebenenfalls (z.B. wenn A fiir spétere
Rechnungen wieder gebraucht wird) vor Aufruf von
LUDCMP gesichert werden muf.

2. Der Output-Parameter D hat Bedeutung bei der Berechnung der De-
terminante von A.

3. Die Konstante TINY ist in [9] mit 1072° definiert. Wie aus dem Struk-
togramm 3 hervorgeht, verhindert sie ein crash-down des Programmes,
wenn ein Divisor in Glg.(2.8) exakt Null wird. Zu diesem Thema siehe
Kap.2.5.

4. In [9] werden die Matrixkoeffizienten fiir die Pivotsuche zeilenweise ska-
liert. Da optimale Skalierungen von linearen Systemen ein iiberraschend
schwieriges Problem darstellen (s. z.B. [7], S.140ff und [12], S.41ff),
wurde diese Skalierung aus dem hier présentierten Programm heraus-
genommen.
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2.3.5 Das Unterprogramm LUBKSB

Quelle: 9], S. 39; [10], S. 47 (mit Anderungen).

Das Programm LUBKSB (LU BacKSuBstitution) berechnet den
Losungsvektor x des Systems LUx = b unter Verwendung der Gleichungen
(2.10 - 2.13).

INPUT-Parameter:

A(,): LU-Matrix der Koeffizientenmatrix, wie sie z.B. vom Programm
LUDCMP berechnet wird.

N: Ordnung des Systems = Zeilen und Spalten von A.

INDX( ): Indexvektor, der Informationen iiber die von LUDCMP vorge-
nommenen Zeilenvertauschungen enthélt.

B( ): inhomogener Vektor des Systems.

OUTPUT Parameter:

X( ): Losungsvektor.

Interner Vektor:

Y(): .
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Struktogramm 4 — LUBKSB(A N,INDX,B,X)

=1(1)N

[=1(1)N

LL:=INDX(I)
SUM:=BB(LL)
BB(LL):=BB(I)

J=1(1)I-1

SUM:=SUM-A(I,J)*Y(J)

Y(I):=SUM

[=N(-1)1

SUM:=Y(I)

J=I+1(1)N

SUM:=SUM-A(I,J)*X(J)

X(I):=SUM/A(L])

(return)
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2.3.6 Die Verwendungsmoglichkeiten fiir die Program-
me LUDCMP und LUBKSB.

Losung eines inhomogenen Gleichungssystems Ax = b:

Ein wesentlicher Vorteil des hier vorgestellten Verfahrens besteht darin, dafl
bei Auftreten verschiedener inhomogener Vektoren by, bs, ..., aber gleich-
bleibender Koeffizientenmatrix A die LU-Zerlegung nur einmal durchgefiihrt
werden muf3:

|
LUBKSB(A,N,INDX,B1,X1) ||
LUBKSB(A,N,INDX,B2,X2) ||
|

| |

|

Invertierung einer Matrix:

Mit Hilfe der Programme LUDCMP und LUBKSB kann eine gegebene Ma-
trix A Spalte fiir Spalte invertiert werden:

A X=F FE = Einheitsmatrix X=A"

Diese Matrixgleichung kann man nun in eine Reihe von inhomogenen linearen
Gleichungssystemen der Art

11 1 Tin 0
0 0

A - A =
Tnl 0 Tnn 1

zerlegen, d.h. man hat n Systeme mit gleicher Koeffizientenmatrix A und mit
wechselnden inhomogenen Vektoren (= Spaltenvektoren der Einheitsmatrix)
zu berechnen:
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Struktogramm — Invertierung einer Matrix

LUDCMP (A,N,INDX,D,KHAD)

J=1(1)N

=1(1)N

VEKTOR(I):=0.0

VEKTOR(J):=1.0

LUBKSB (A,N,INDX,VEKTOR,X)

[=1(1)N

AINV(I,J):=X(I)

Berechnung der Determinante einer Matrix:
Fiir die Determinante der Matrix A gilt
det(A) =det(L - U) = det(L) det(U) .

Weil beide Matrizen L und U Dreiecksmatrizen sind, sind deren Determi-
nanten gleich den jeweiligen Produkten der Diagonalelemente. Weil aber alle
Diagonalelemente der L-Matrix den Wert 1 haben, gilt

det(L) =1,
und es ergibt sich
det(A) = det(U) =D ui; .
i=1
Die Berechnung von det(U) erfolgt wihrend der LU-Dekomposition im Pro-

gramm LUDCMP; dabei ist zu beriicksichtigen, dafl bei jeder Zeilenvertau-
schung sich das Vorzeichen der Determinante dndert.

2.3.7 Testbeispiele fiir die Programme LUDCMP und
LUBKSB.

Gegeben ist die Matrix mit vier Zeilen und Spalten

1.1161 0.1254 0.1397 0.1490
0.1582 1.1675 0.1768 0.1871
0.1968 0.2071 1.2168 0.2271
0.2368 0.2471 0.2568 1.2671

A=
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Die Konditionszahl lautet Ky = 0.752, das System ist also gut konditioniert!

o Wie lautet der Losungsvektor x des linearen inhomogenen Gleichungs-

systems

A-x = (—1.8367,1.1944,3.2368, —0.7232)T ?

Das numerische Ergebnis ist bis auf Maschinengenauigkeit exakt:

x = (—.2000000E£4-01,0.1000000 £+01,0.3000000 5+01, —.1000000 E+01)”

e Wie lautet die inverse Matrix von A?

Das numerische Ergebnis ist fast bis auf Maschinengenauigkeit exakt
(bis auf maximal zwei Einheiten in der siebenten Stelle hinterm Kom-

ma) und lautet:

Invertierte Matrix:

.9379443E+00  -.

-.8852433E-01

Test-Matrix:

.9999999E+00
-.4888310E-08
-.2647183E-08

6843720E-01

.9059826E+00
-.1113511E+00  -.
-.1354557E+00  -.

1169667E+00
1401826E+00

.1126516E-07
.1000000E+01
.5092004E-08
.7356128E-08  -.

1727934E-07

.7960770E-01
.9919081E-01
.8784252E+00
.1438075E+00

.2518815E-08
.6621389E-08
.9999999E+00
.1442864E-07

.8592076E-01
.1065899E+00
.1270733E+00
.8516058E+00

.1120211E-08
.3829147E-08
.1665558E-07
.1000000E+01

Die Test-Matrix stellt einfach das Multiplikations-Ergebnis: gegebene
Matrix mal (numerisch) invertierte Matrix dar. Zu erwarten wire im
Idealfall die Einheitsmatrix.

e Welchen Wert hat die Determinante der Matrix A?

Das numerische Ergebnis (auf Maschinengenauigkeit exakt) lautet

Determinante = 0.1758306F + 01
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2.4 Verbesserung eines Losungsvektors
durch Nachiteration.

Es ist klar, daf§ die Genauigkeit der numerischen Losung eines linearen Glei-
chungssystems durch die Maschinengenauigkeit begrenzt ist. Leider ist es in
vielen Féllen so, dafl diese Genauigkeit wegen auftretender Rundungsfehler-
Kumulationen nicht erreicht wird.

In solchen Féllen gibt es die Moglichkeit einer iterativen Verbesserung der
numerischen Losung, deren (sehr einfache) Theorie nun kurz erlautert wird:

Die numerische Losung des Systems
A-x=Db

sei der durch Rundungsfehler verfilschte Vektor x = x 4 dx. Setzt man nun

x in das Gleichungssystem ein, so erhélt man den verfélschten inhomogenen
Vektor b + db:
A-x=A(x+dx)=b+b

bzw.

(Ax —b)+A - 6x = 6b.
=0

Somit ergibt sich der Fehlervektor x als Losung des Systems
A-ox=0b |,
wobei A die unverdnderte Koeffizientenmatrix und db den sogenannten Re-

stduenvektor AxX — b darstellt.

Das Struktogramm 5 zeigt die Losung eines linearen Gleichungssystems mit
anschlieffender iterativer Verbesserung des Losungsvektors:

X=X-—0X

Dazu noch einige Anmerkungen:

1. Da beim ersten Aufruf von LUDCMP die Matrix A zerstort wird, mufl
diese Grofle rechtzeitig gesichert werden.

2. Wegen der groflen Gefahr einer subtractive cancellation sollte die Be-
rechnung des Residuenvektors - wenn irgend moglich - mit doppelter
Genauigkeit erfolgen.

3. Manche Programm-Bibliotheken (z.B. NAG) enthalten Programme zur
Losung inhomogener Gleichungssysteme, die eine iterative Verbesse-
rung bereits inkludiert haben.
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Struktogramm 5 — Iterative Verbesserung des Losungsvektors

I=1(1)N

J=1(1)N

ASP(L,J):=A(1J)

LUDCMP (A,N,INDX,D,KHAD)

LUBKSB (A,N,INDX,B,X)

SUMDP:=SUMDP + DBLE(ASP(LJ))*DBLE(X(J))

RES(I):=SUMDP

LUBKSB (A,N,INDX,RES,DELX)

I=1(1)N

X (I):=X(I)-DELX(I)

(Bedingung, unter welcher die Iteration
verlassen wird)

(Ausgabe und return)

2.5 Rundungsfehler-Probleme mit schlecht
konditionierten bzw. singuliren Syste-
men.

Die Methode der partiellen Pivotisierung bewirkt eine entscheidende Reduk-
tion der beim Gauss’schen Verfahren auftretenden Rundungsfehler. Dennoch
kann bei schlecht konditionierten Gleichungssystemen der numerisch ermit-
telte Losungsvektor deutlich fehlerbehaftet sein, wie das folgende Beispiel
zeigt:
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0.10000E+01 0.50000E+00 0.33333E+00 0.25000E+00 0.20000E+00
0.50000E+00 0.33333E+00 0.25000E+00 0.20000E+00 0.16667E+00
0.33333E+00 0.25000E+00 0.20000E+00 0.16667E+00 0.14286E+00
0.25000E+00 0.20000E+00 0.16667E+00 0.14286E+00 0.12500E+00

0.20000E+00 0.16667E+00 0.14286E+00 0.12500E+00 0.11111E+00

Die Koeffizientenmatrix stellt eine Hilbert-Matriz 5. Ordnung mit den auf
signifikante Stellen gerundeten Komponenten

1
i1

Qi
dar, und der inhomogene Vektor ist so gewéhlt, dafl die exakte Losung

1’1:.1’2:333:234:335:1

0.228333E+01

0.145000E+01

0.109286E+01

0.884530E+00

0.745640E+00

5

lautet. Die Konditionszahl lautet Ky = 0.55-1071°; es liegt also ein sehr

schlecht konditioniertes System vor, und Schwierigkeiten sind zu erwarten!

Das exakte Ergebnis wird im folgenden dem numerischen Ergebnis x ge-
geniibergestellt (FORTRAN, single precision). Weiters ist zur Kontrolle der

Vektor A - X ausgegeben:

x (exakt) X (numerisch) A-x
1. 0.9999459E+00 0.2283330E+01
1. 0.1000955E401 0.1450000E4-01
1. 0.9960009E+00 0.1092860E+01
1. 0.1005933E+01 0.8845300E4-00
1. 0.9971328E+00 0.7456400E+00

Das Dilemma ist deutlich zu sehen: Obwohl einige Komponenten des nume-
risch erhaltenen Losungsvektors betréchtlich vom exakten Wert abweichen,
ist das lineare Gleichungssystem mit Maschinengenauigkeit erfiillt! Auch eine
Nachiteration bringt keine Verbesserung der Ergebnisse.

Dieses Beispiel enthiillt noch ein weiteres ernstes Problem bei der Ver-
wendung numerischer Methoden zur Losung linearer Systeme: Es gibt trotz
zahlreicher theoretischer Untersuchungen (s. z.B. [12], S.109ff) keine einfache,
also in der Praxis einsetzbare Abschatzung des im Losungsvektor enthaltenen
Rundungsfehlers.

Eine weitere unangenehme Rundungsfehler-Konsequenz besteht darin,
daB es bei der numerischen Auswertung praktisch unmoglich ist, klar zwi-
schen singuldren und fast-singuldren Koeffizientenmatrizen zu unterscheiden.
Im Programm wird eine Matrix dann als singulér erkannt, wenn alle Elemen-
te einer Pivot-Spalte exakt Null sind. Da aber diese Elemente ihrerseits Er-
gebnisse arithmetischer Operationen sind, ist wegen der dabei auftretenden
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Rundungstehler auch im Falle der Singularitit der Koeffizientenmatriz nicht
mit exakten Nullen zu rechnen (das folgende aus [12], S.63):

Die Lage wird dadurch besonders kompliziert, daf§ die scharfe mathemati-
sche Unterscheidung von singuldren und nicht-singuldren Matrizen nur in der
Idealwelt des Mathematikers existiert. Sobald wir mit Matrizen in gerundeter
Arithmetik arbeiten, wird die Unterscheidung notwendigerweise ungerechtfer-
tigt. So kénnen gewisse nicht-singulire Matrizen als Ergebnis von durch die
Rundungsfehler eingefiihrten Storungen singuldr werden. Noch wahrschein-
licher wird eine wirklich singuldre vorgegebene Matrix durch den Rundungs-
fehler in eine benachbarte nicht-singuldre Matriz abgedndert.

Aus diesem Grund verzichten viele Programme auf eine Singularitéts-
Diagnose und iiberlassen diese dem Benutzer.
Im Programm LUDCMP wird zwar abgefragt, ob im Laufe der Rechnung
irgendein Diagonalelement ~;; exakt(!) Null ist, aber nur, um in diesem (un-
wahrscheinlichen) Fall eine Division durch Null zu verhindern!

2.6 Direkte Losungsverfahren fiir Systeme
mit speziellen Koeffizientenmatrizen.

Nachdem direkte Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme relativ
rechen- und speicherplatz-intensiv sind, ist es in der Praxis von sehr grofler
Bedeutung, spezielle Koeffizientenmatrizen auszunutzen, um vereinfachte Al-
gorithmen zu formulieren.

2.6.1 Losung von Gleichungssystemen mit tridiagona-
ler Koeffizientenmatrix.

Eine Reihe wichtiger numerischer Verfahren (z.B. die Spline-Interpolation)
fithren zu linearen Gleichungssystemen der Form

b1 C1 0 o .- 0 I T1

(05} b2 Co o - 0 To T2

0 as b3 Cg ~--- 0 I3 Ts
= . (2.15)

. Cpn—1 . .

O 0 0 0 --- b, Tn Tn

wobei die tridiagonale Koeffizientenmatrix eindeutig durch die drei Vektoren
b (Hauptdiagonale) sowie a und ¢ (untere bzw. obere Nebendiagonale) ge-
geben ist. Wendet man in diesem Fall die LU-Zerlegung (ohne Pivotisierung,
s.u.) an, so erhédlt man die Struktur
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1 0 0 0 Uy C o .- 0 T T
my 10 0 0 wuy c 0 T T
0 my 1 - 0 2 C2 2 2
Cn—1
0 0 0 1 0O 0 O U, Tn Tn
=y

wobei sich bei Anwendung der Glg.en (2.5-2.13) die folgenden einfachen For-
meln ergeben:

uy = b1

N o= N

m; = aj/uj

u; = bj—mj-cj_l j:2,...,n (216)
Yy = i —my Y

Die Komponenten des Losungsvektors ergeben sich wieder mittels Riick-
Substitution:

Ty = yn/un

Ty = (yj—Cj‘QZj+1)/'U,j j:n—l,,l (217)

Diese Gleichungen sind die Basis fiir das folgende Programm.

2.6.2 Das Programm TRID.
Quelle: [9], S. 43 (mit Anderungen).

Das Programm TRID berechnet den Losungsvektor eines linearen, inho-
mogenen Gleichungssystems mit tridiagonaler Koeffizientenmatrix.

INPUT-Parameter:

A(),B(),C(): Vektoren der tridiagonalen Matrix.
R( ): inhomogener Vektor.

N: Ordnung des Systems.
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OUTPUT-Parameter:

X( ): Losungsvektor.

Interne Vektoren:

U(), Y(): .

Struktogramm 6 — TRID(A,B,C,R,N,X)

(Abbruch mit Fehlermitteilung!)

J=2(1)N

M:=A(J)/U(J-1)
U(J):=B(J)-M*C(J-1)

S U =00

(Abbruch mit Fehlermitteilung!)

Y(J):=R(J)-M*Y(J-1)

X(N):=Y(N)/U(N)

J=N-1(-1)1

X(J):=(Y(J)-C(J)*X(J+1))/U(J)

(return)
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Anmerkungen zu TRID:

1. Der Hauptvorteil von TRID liegt natiirlich in einer betrachtlichen
Speicherplatz-Ersparnis, da ja als Input-Informationen nur die vier ein-
dimensionalen Felder A, B, C und R eingegeben werden miissen. Im
Programm kommen dazu noch die ebenfalls eindimensionalen internen
Felder U und Y sowie der Losungsvektor X. Bei einem Problem n-
ter Ordnung bedeutet das einen Speicherplatzbedarf von 7n gegeniiber
n? + n beim normalen LU-Verfahren.

2. Ein weiterer Vorteil gegeniiber dem normalen LU-Verfahren ist die be-
trachtlich verminderte Rechenzeit.

3. Allerdings bedeutet der Verzicht auf die Pivotisierung, daf} es auch bei
nicht-singuldren Problemen zu einem Abbruch des Verfahrens kommen
kann! Prinzipiell wiirde der Einbau einer Pivotisierung ins Programm
TRID moglich sein, es wiirde sich jedoch dabei die Bandbreite der
Matrix erhohen (und zwar im ungiinstigsten Fall verdoppeln).

Es kann jedoch gezeigt werden, daf3 bei allen sogenannten diagonal- do-
minanten tridiagonalen Matrizen, d.h. bei solchen, die die Eigenschaft
| by |>] a; | + | ¢; | fiir alle j = 1,...,n haben, keine derartigen
Probleme auftreten. Diese Feststellung ist von Bedeutung, weil viele in
der Praxis auftretenden tridiagonalen Matrizen diese Eigenschaft der
Diagonal-Dominanz haben!

4. Viele Programmbibliotheken enthalten Programme fiir die Losung li-
nearer Gleichungssysteme mit tridiagonalen Koeffizientenmatrizen: sie-
he z.B. [2], S.304 und [9], S.42.

2.6.3 Weitere Sonderformen der Koeffizientenmatrix.

In der Literatur findet man noch eine grofie Anzahl von Algorithmen bzw.
Programmen fiir die numerische Behandlung von linearen Gleichungssyste-
men, deren Koeffizientenmatrizen besondere Strukturen haben. Insbesondere
soll auf [2] und auf [9] hingewiesen werden, wo man Informationen zu den
Themen: symmetrische Matrizen (Cholesky-Verfahren), zyklisch-tridiagonale
Matrizen, fiinfdiagonale Matrizen, allgemeine Bandmatrizen, Blockmatrizen
usw. erhélt.
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2.7 Das Gauss-Seidel-Verfahren.

2.7.1 Allgemeines.

Das Gauss-Seidel- Verfahren (sowie seine Variationen, die in der Literatur un-
ter den Namen FEinzelschrittverfahren, Gesamtschrittverfahren, Relaxations-
verfahren, SOR-Verfahren usw. zu finden sind) ist ein iteratives Verfahren
zur Losung von linearen inhomogenen Gleichungssystemen.

Wie schon zu Beginn dieses Kapitels erwéhnt wurde, weisen iterative Ver-
fahren gegeniiber den direkten Verfahren einige Vorteile (Einfachheit des Al-
gorithmus usw.), aber auch Nachteile (eventuell Konvergenzprobleme) auf.

Der wichtigste Vorteil der iterativen Verfahren liegt aber wohl in der Tat-
sache, daf3 die gegebene Koeffizientenmatrixz wihrend des Iterationsprozesses
nicht verdndert wird. Dieser Vorteil wirkt sich - wie im folgenden gezeigt
wird - ganz besonders positiv aus, wenn man lineare Gleichungssysteme von
hoher Ordnung auszuwerten hat, die schwach besetzte Koeffizientenmatrizen
haben.

Fine Matrix heifit schwach besetzt, wenn nur wenige ihrer Koeffizienten von
Null verschieden sind.

Da sich einige sehr wichtige Probleme der Numerischen Mathematik (z.B. die
Losung von Randwertproblemen mittels der Differenzenmethode) auf lineare
Gleichungssysteme mit schwach besetzten Matrizen zuriickfithren lassen, soll
im folgenden vor allem auf derartige Probleme eingegangen werden.

2.7.2 Die Grundprinzipien des Gauss-Seidel-Verfah-
rens.

Ausgangspunkt ist wieder das lineare System (2.1):

a1121 + @122 + - + a1, Ty, = f1
211 + Q22%2 + -+ + Qop Ty = fo

Ap1T1 + ApaZo + -+ - + AppTy = fn

Unter der Voraussetzung, dal alle Diagonalelemente der Koeffizientenma-
trix ungleich Null sind, kann nun jede Gleichung des Systems nach der zum
jeweiligen Diagonalelement gehoérenden x-Komponente aufgelost werden:

1

T = T [a12%2 + @133 + - - - + a1, — fi]
11
1

Ty = . [ag1 21 + agss + - - - + a2y, — fo]
22

bzw. allgemein

Qii | j=1(ji)
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Das so umgeformte Gleichungssystem kann als Matrixgleichung
x=C-x+b
mit

C = {Cij} mit Cij = { _aié/aii z i; sowie b, = af_z (219)

geschrieben werden. Mit der trivialen Umformung von Glg. (2.18)

ii
erhélt man sofort die [terationsvorschrift fiir das Gauss-Seidel-Verfahren.
Setzt man namlich in die rechte Seite der obigen Gleichung irgendwelche
Néherungswerte fiir die z; ein, so ergeben sich - Konvergenz vorausgesetzt -
verbesserte Naherungswerte fiir die Komponenten des Losungsvektors:

n
Y i~ fi
J=1(#i)

Z Z g _AdD (= 1,....m) (2:20)

]

1
Azl = L —
Q4

J=1(j#0)

Auf diese Weise kann im Falle einer Konvergenz eine Folge von Ndiherungs-
vektoren
x®)

Do
fiir den exakten Losungsvektor x berechnet werden, wobei man diesen zwar

niemals erhélt, sich aber - abgesehen von Rundungsfehlern - beliebig nahe
an ihn ’heranarbeiten’ kann:

lim x® — x
t—o0

Der Vektor x(© heifit der Startvektor der Iteration.

Typisch fiir alle Iterationsverfahren sind die sogenannten Abbruchbedin-
gungen, die festlegen, wann eine Iteration zu beenden ist.

In jedem Iterationsprogramm sollten zumindest die beiden folgenden Ab-
bruchbedingungen enthalten sein:

e Die Iteration ist zu beenden, wenn die Ergebnisse eine vorgegebene
Genauigkeit erreicht haben.

e Die Iteration ist in jedem Fall zu beenden, wenn eine vorgegebene ma-
ximale Zahl von Iterationsschritten erreicht ist ('Notausgang’ im Falle
einer Divergenz bzw. einer sehr langsamen Konvergenz).
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1-Ye feTt

e,

Abbildung 2.2: Zur Abspeicherung einer Bandmatrix.

2.7.3 Das Gauss-Seidel-Verfahren fiir Bandmatrizen.

Eine Bandmatrix ist eine Matrix, die nur entlang einiger Diagonalen Kom-
ponenten enthilt, die von Null verschieden sind (s. Abbildung 2.2 (oben)).

Es ist sofort einzusehen, daf es vom Standpunkt der Speicherplatz-Okono-
mie ein Nonsens ist, eine solche Matrix als (n x n)-Matrix abzuspeichern. Die
gesamte Information kann néamlich viel platzsparender abgespeichert werden,
wenn man die Diagonalen als Vektoren speichert und tiber die Lage der ein-
zelnen Diagonalen innerhalb der Matriz buchfiihrt.

Wie dies z.B. geschehen kann, ist in der Abbildung 2.2 (unten) schematisch
dargestellt:

z sei die Anzahl der in der Matrix vorkommenden Diagonalen. Die Lage
jeder Diagonale wird nun durch eine ganze Zahl angegeben, die angibt, wo
sich diese Diagonale relativ zur Hauptdiagonale befindet. Damit kann die
Abspeicherung der gesamten Information in einem zweidimensionalen Feld
d;i. erfolgen, wobei der Index ¢ die jeweilige Matrixzeile bedeutet. Der zweite
Index (k) gibt an, um welche der z Diagonalen es sich handelt. Zusétzlich
wird ein INTEGER-Feld s(k) mit den relativen Positionen definiert:

e}

Hauptdiagonale
s(k) = ¢ +(—)1 erste obere(untere) Nebendiagonale
+(—)t t-te obere(untere) Nebendiagonale
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Da beim Gauss-Seidel-Verfahren die Elemente der Hauptdiagonale eine be-
sonders wichtige Rolle spielen, soll der Index k, der die Hauptdiagonale be-
zeichnet, als k, hervorgehoben werden. Es gilt also

Die Zuordnung der Matrixelemente a;; (i-te Zeile, j-te Spalte) zu den Ele-
menten d;; ist somit gegeben durch

wobeii=1,...,.nund k=1,...,z2.

Auf Grund all dieser Uberlegungen ist es kein Problem, die Iterationsvor-
schrift (2.21) im Hinblick auf (2.22) zu variieren:

2 = :UZ(»t) — Axgt) (2.23)

(2

Z dikxgt()k)+i — fi (2.24)
k=1(k#ko)

d; k,

Anmerkung: In der Summe in Glg.(2.24)werden nur jene Summanden zuge-
lassen, fiir welche gilt:
0<s(k)+i<n

2.7.4 Konvergenzkriterien und Fehlerverhalten.

Es erhebt sich nun die wichtige Frage, ob man es einem gegebenen linearen
Gleichungssystem schon a priori ’ansieht’, dal es Schwierigkeiten bei der
Konvergenz geben wird.

Nun gibt es in der Literatur in der Tat eine ganze Reihe von Konvergenz-
Kriterien, d.h. von Bedingungen, die im Falle ihrer Erfiillung die Konver-
genz der Gauss-Seidel-Iteration sicherstellen. Solche Kriterien sind zwar hin-
reichend, aber i.a. nicht notwendig, d.h. auch manche Systeme, die diese
Kriterien nicht erfiillen, konnen mittels des Gauss-Seidel- Verfahrens gelost
werden.

Aus diesem Grund mochte ich hier auf die Angabe von mathematisch for-
mulierten Konvergenz-Kriterien verzichten und mich auf eine in der Praxis
bewéahrte Faustregel beschrinken:

Alle linearen Gleichungssysteme, in deren Koeffizientenmatrizen die Haupt-
diagonalelemente die anderen Matrizelemente dominieren, haben gute Chan-
cen auf eine Gauss-Seidel-Konvergenz.

Ein konvergentes Verhalten der Iteration bedeutet natiirlich, daf§ der auf-
tretende Verfahrensfehler ey, mit fortschreitender Iteration immer kleiner
wird, dafl also gilt:

lim eg) — 0

t—o00
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In der Praxis wird solange iteriert, bis der Korrekturvektor Ax [Glg. (2.24)]
geniigend klein geworden ist. Man verwendet in diesem Fall als Abbruchkri-
terien die absolute Fehlerabfrage

max | Az; |[< GEN

bzw. die relative Fehlerabfrage

Al‘i

|< GEN

max |

7

wobei GEN eine vom Programmbenutzer festgesetzte Fehler-Toleranz ist.

Achten Sie darauf, die Grofle GEN nicht zu klein anzusetzen, da im Falle
von schlecht konditionierten Problemen die entsprechende Rechengenauigkeit
durch auftretende Rundungsfehler nicht erreicht werden kann!

Nun gibt es jedoch die Aussage, daf} iterative Methoden i.a. wesentlich ge-
ringere Rundungsfehler aufweisen als die direkten Methoden. Es ist insbe-
sondere eine Eigenschaft von Iterationsmethoden, dafl jeweils nur die Run-
dungsfehler des letzten Iterationsschrittes einen Effekt haben: es gibt also
keine er-Kumulation iiber alle Iterationen hinweg! Auf Grund dieser Tatsa-
che ist die Verwendung des Gauss-Seidel-Verfahrens in manchen Féllen auch
dann einem direkten Verfahren vorzuziehen, wenn es héhere Rechenzeiten
erfordert.

2.7.5 Das Unterprogramm GAUSEI.

Das Programm GAUSEI (GAUss-SEldel) berechnet den Losungsvektor eines
inhomogenen linearen Gleichungssystems mit einer allgemeinen Bandmatrix
als Koeffizientenmatrix.

INPUT-Parameter:

N: Ordnung des Systems.
NDIAG: Anzahl der in der Bandmatrix vorkommenden Diagonalen.
S( ): INTEGER-Feld mit den relativen Positionen der Diagonalen.

DIAG( , ): Feld mit den Matrix-Koeffizienten: der erste Index spezifiziert
die Matrixzeile, der zweite die Diagonale.

F( ): inhomogener Vektor des Systems.
TMAX: maximale Anzahl der Iterationsschritte.
W: Relaxationsparameter (s. Abschnitt 2.7.6).

IREL: IREL # 1: absolute Fehlerabfrage,
IREL = 1: relative Fehlerabfrage.

GEN: absoluter oder relativer Fehler, der im Laufe der Iteration zu unter-
schreiten ist.
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OUTPUT-Parameter:

LOES( ): Losungsvektor.
T: Anzahl der von GAUSEI durchgefiihrten Iterationsschritte.

FEHLER: logische Variable zur Fehlerdiagnostik:
FEHLER hat nach der Exekution von GAUSEI den Wert 'falsch’, wenn
die geforderte Genauigkeit erreicht wurde, und den Wert 'wahr’, wenn
e nicht alle Werte der Hauptdiagonalen von Null verschieden sind.

e innerhalb von TMAX Iterationsschritten die geforderte Genauig-
keit nicht erreicht wurde.

wichtige interne Variable:

KO: Index der Hauptdiagonalen.
DX: Iterations-Korrekturwert gemifl Glg.(2.24).

ISCH: Steuervariable bei der Genauigkeitsiiberpriifung.

Programmstruktur von GAUSEI:

1. Check, welche der iibergebenen Diagonalen die Hauptdiagonale ist. Der
entsprechende Index k£ wird als KO abgespeichert. Ist keine der iiberge-
benen Diagonalen eine Hauptdiagonale, wird das Programm abgebro-
chen.

2. Check, ob die Hauptdiagonale Nullen enthélt. Wenn ja, wird das Pro-
gramm abgebrochen. Gleichzeitig wird der Startvektor der Iteration (=
Nullvektor) definiert.

3. Durchfithrung der Gauss-Seidel-Iteration mit Fehlerabfrage.
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Struktogramm 8 — GAUSEI(N,NDIAG,S,DIAG,F, TMAX,W IREL,GEN,
LOES, T,FEHLER)

FEHLER:= .false.
K0:=0

K=1(1)NDIAG

S(K) = 0

K0:=K

Y KO=0

FEHLER:= .true.
(return ’Keine Hauptdiagonale’)

I=1(1)N
LOES(I):=0.0
DIAG(I,K0) = 0.0
Y (1,K0)
FEHLER:= .truee. |77
(return ’Hauptdiagonale enthaelt Null’)
T:=0
ISCH:=0
I=1(1)N
S$1:=0.0
K=1(1)NDIAG
J:=S(K)+I
K # KO .and. J > 0 .and. J < N
Y
S1:=S14+DIAG(LK)*LOES(J)  |™~
DX:=W*((S1-F(1))/DIAG (I,K0)+LOES(I)
LOES(I):=LOES(I)-DX
Y IREL =1
ERR:=| DX/LOES(I) | ERR:= | DX |
ERROR > GEN
Y >
Is¢cCk;(=2 |
T:=T+1

T > TMAX .or. ISCH=0

Y ISCH=0

print: 'Keine Konvergenz’
FEHLER:= .true.

(return)
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2.7.6 Eine Variation des Gauss-Seidel-Verfahrens.
Die Iterationsvorschrift (2.23)

LD — 30 _ Ax®

kann durch die formale Einfiihrung eines Faktors w im Sinne von
xtD) — x® _ . Ax® (2.25)

erweitert werden. Im Falle von w = 1 liegt also die normale Gauss-Seidel-
[teration vor, bei w > 1 spricht man von einer Uberrelazationsmethode, bei
w < 1 von einer Unterrelaxationsmethode.

Durch die richtige Wahl des Relaxationsparameters w kann in manchen
Féllen die Konvergenzgeschwindigkeit auflerordentlich erhoht werden. Ein
gutes Beispiel fiir diesen Effekt findet man in [7], S.192ff. Iteriert man das
einfache lineare System

r+2y=3
r—4y = -3
bis zum Unterschreiten des absoluten Fehlers GEN=10"8 (C, double preci-

sion), so erhilt man die folgende Abhéngigkeit der erforderlichen Zahl von
Iterationsschritten ¢ von w:

w t
0.65 20
0.70 18
0.75 15
0.8 14
0.85 12
09 12
0.95 21
1.0 31
1.05 48

Es wére eine enorme Effizienzsteigerung der Gauss-Seidel-Methode, wenn
man den tdealen Relaxationsparameter wigear @ priori bestimmen konnte. Zu
diesem Thema folgen nun einige Anmerkungen:

e Die Relaxationsmethode ist nur konvergent fiir 0 < w < 2.

e 'Unter gewissen mathematischen Restriktionen’, die i.a. von Matrizen
erfiillt werden, welche bei der Anwendung von Differenzenverfahren (s.
Kap. 9) zur Losung von (insbesondere elliptischen) Randwertproblemen
auftreten, liegt wigqear stets im Bereich zwischen 1 und 2, d.h. es liegt
immer eine Uberrelaxation vor.

e In solchen Féllen gilt:
2

Wideal = — ——,
1+ 4/1— )}

wobei A\; den grofiten Eigenwert der Matrix C' [Glg. (2.19)] darstellt.

(2.26)
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e Da jedoch die genaue Berechnung von \; héufig zu aufwendig ist, ver-
weise ich auf einen Vorschlag in Ref. [14], S. 63, der sich in der Praxis
gut bewéihrt hat und sehr einfach ins Programm GAUSEI eingebaut
werden kann:

Man kann zeigen, dafl der Ausdruck

[Ax®)]

fir ¢ — oo den Grenzwert A? hat. Wenn man z.B. im Programm
GAUSEI die Iteration mit w = 1 beginnt und die ersten ¢, Iterationen
durchfiihrt!, so kann man mittels Glg. (2.27) in vielen Fillen schon eine
ausreichend gute Approximation fiir A2 und damit mittels Glg (2.26)
auch fir wiges erhalten. Mit diesem w-Wert wird dann die Iteration
fortgesetzt.

Wie gut diese Strategie funktioniert, wird in den Ubungen zu dieser Vorlesung
demonstriert.

2.7.7 Effizienz des Gauss-Seidel-Verfahrens

In den vorigen Abschnitten wurde als Vorteil der Gauss-Seidel-Methode an-
gegeben, dafl die Koeffizientenmatrix sich wihrend der Iteration nicht éndert,
was vor allem im Falle schwach besetzter Bandmatrizen giinstig ist, weil man
nur die besetzten Diagonalen abspeichern mu#.

Dies soll an Hand eines konkreten Beispiels dokumentiert werden, und
zwar fiir die numerische Auswertung einer sehr bedeutenden partiellen Dif-
ferentialgleichung, nédmlich der Laplace-Gleichung. Unter Verwendung der
Differenzenmethode wird diese Differentialgleichung samt ihren Nebenbedin-
gungen in ein System von linearen Gleichungen umgewandelt. Die Ordnung
dieses Systems ergibt sich dabei aus der Zahl der Stiitzpunkte im Grund-
gebiet der zu losenden Laplace-Gleichung. Die folgende Abbildung 2.3 (a)
zeigt, wie viele Prozent der Elemente der Koeffizientenmatrix als Funktion
der Stiitzpunktzahl tatsédchlich besetzt sind. Man sieht, daf§ dieser Wert ab
etwa 200 Stiitzpunkten deutlich unter 10 Prozent liegt.

Wie sich das auf die im Arbeitsspeicher des Computers notigen Speicher-
plétze auswirkt, ist in Abb. 2.3 (b) dargestellt.

Uberhuber ([22], S. 392) gibt ein Beispiel aus der industriellen Anwendung
linearer Methoden (Karosserie-Festigkeitsberechnung im Automobilbau): Ei-
ne Matrix BCSSTK32 hat die Ordnung 44609, also 2 - 10° Elemente; von
diesen sind aber 'nur’ 1029655 Nicht-Nullelemente, d. h. der Besetzungsgrad
betragt 0.05 %.

In der Praxis wird fiir ¢y ein Wert zwischen 20 und 100 genommen.
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(a) (b)

x10®

[ | E&——a Gzucs-Seidel
r | o—o LU

10°

2a0°

Prozent

Zahl der Speicherplaetze

1x10°

Zahl der Stuetzpunkte

Zahl der Stuetzpunkte

Abbildung 2.3: (a) Prozentueller Anteil der besetzten Matrixplitze als Funk-
tion der Zahl der Stiitzpunkte. (b) Erforderliche Speicherplétze als Funktion
der Zahl der Stiitzpunkte.
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2.8 Software-Angebot

Am Ende jedes Hauptkapitels dieses Skriptums finden Sie unter dem Titel
"Software-Angebot’ Hinweise auf Programme, die Sie sich entweder kostenlos
iibers Internet beschaffen kénnen (public domain (p.d.) Programme), oder
die kommerziell vertrieben werden.

Quellen: (1) Biicher von Ch. Uberhuber [21], [22].
(2) Erfahrungen des Autors dieses Skriptums.

Diese Anmerkungen konnen auf Grund des riesigen Software-Angebotes nur
erste Anregungen fiir Sie sein, dieses Angebot zu nutzen.

Zitat aus [21], S. 322:

Von herausragender Bedeutung fiir die rasche, einfache und effiziente Be-
schaffung von frei erhdltlicher (public domain)-Software aus dem Numerik-
Bereich ist der Internet-Dienst NETLIB (Dongara, Grosse, 'Distribution of
Mathematical Software via Electronic Mail’, Comm. ACM 30 (1987), 403).

Auf Programme aus dem NETLIB kann {iber verschiedene Internet-Dienste
zugegriffen werden (email, FTP, Internet); am einfachsten ist ein 'Downladen’
aus dem www-System. Ich werde mich im folgenden auf diese Mdoglichkeit
beschranken.

Zuvor noch ein weiteres Zitat ([22], S. 183) mit speziellem Bezug auf das
Kap. 2 dieses Skriptums:

Fiir die numerische Lésung linearer Gleichungssysteme gibt es, mehr als in
jedem anderen Gebiet der Numerischen Datenverarbeitung, eine Fille qua-
litativ hochwertiger Softwareprodukte: LAPACK, TEMPLATES, ITPACK,
NSPCG, SLAP, UMFPACK, Teile der IMSL- und NAG-Bibliotheken. Die
eigene Entwicklung von Software zur Losung linearer Gleichungssysteme wdre
aus diesem Grund ein sehr undkonomisches Unterfangen.

e Zugriff auf NETLIB: www.netlib.org

e Einen ersten Uberblick iiber das Angebot:
Klick auf Browse the Netlib repository

Die wichtigsten Libraries fiir den Problemkreis Lineare Gleichungssyste-
mefind die folgenden:

LAPACK:

Umfangreiche Sammlung von F77-Programmen zu den Themen ’Lésung li-
nearer Gleichungssysteme’, 'Eigenwertprobleme’ u.a.

Die komplette aktuelle Bibliothek (31.5.2000) inklusive aller sog. BLAS-
Hilfsprogramme? umfafit ca. 5 MByte und kann durch Anklicken von
lapack.tgz downgeladen werden. Danach einfach auf Threm LINUX-Rechner
dekomprimieren und in die einzelnen Programme aufteilen:

2BLAS: Basic Linear Algebra Subprograms.
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gunzip -c lapack.tgz | tar xvf -

Achtung: Alle Programme (ohne OBJ- und EXE-Files) in den 4 Datentypen
REAL, DOUBLE PRECISION, COMPLEX und COMPLEX*16 benotigen
ca. 34 MByte.

e Wenn Sie LAPACK-Programme intensiv verwenden wollen, ist es
verniinftig, sich den LAPACK Users’ Guide (E. Anderson et al, Society
for Industrial and Applied Mathematics, 1999) zuzulegen. Dieses Manu-
al ist auch im Internet unter www.netlib.org/lapack/lug/lapack_lug.html
erhéltlich.

e Wenn Sie das ganze LAPACK auf Thren Rechner installieren wollen, ist
es auch niitzlich, den LAPACK Installation Guide (ps-File, 232 kByte,
25 Seiten) downzuladen.

e Wenn Sie eine bestimmte LAPACK-Routine laden wollen, ge-

hen Sie wie folgt vor: Klicken Sie im LAPACK-Verzeichnis net-
lib.org/lapack/index.html die entsprechende Eintragung in den Indivi-
dual Routines an.
Angenommen, Sie wollen ein DOUBLE-PRECISION-L&sungspro-
gramm fiir lineare Gleichungssysteme in Thren Rechner laden. In diesem
Fall klicken Sie auf lib double; als erste Eintragung in der erscheinenden
Programmliste finden Sie:

file dgesv.f dgesv.f plus dependencies
prec double
for Solves a general system of linear equations AX=B.

Sie kénnten nun durch Anklicken von dgesv.f das Programm speichern.
Allerdings hat das i.a. wenig Sinn, da die meisten LAPACK-Programme
eine ganze Kaskade von weiteren Programmen aufrufen. Es ist daher
besser, diese ganze 'Programmfamilie’ durch Anklicken von dgesv.f plus
dependencies zu laden. Im erscheinenden Dialogfenster wéhlen Sie als
Packaging formatTar-gzip, und die nétigen BLAS-Files laden Sie am
besten gleich dazu.

Wenn das geklappt hat, haben Sie in Threm Verzeichnis den File
netlibfiles.tgz. Die weitere Verarbeitung lautet (s.o.):

gunzip -c netlibfiles.tgz | tar xvf -

Damit haben Sie sofort, auf drei neu erstellte Verzeichnisse aufgeteilt,
die gesamte Programmfamilie von dgesv.f zur Verfiigung:

blas/blas2test.f
blas/dgemm.f
blas/dger.f
blas/dscal.f
blas/dswap.f
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blas/dtrsm.f
blas/idamax.f
blas/xerbla.f
lapack/double/dgesv.f
lapack/double/dgetf2.
lapack/double/dgetrf.
lapack/double/dgetrs.
lapack/double/dlaswp.
lapack/util/ieeeck.f
lapack/util/ilaenv.f

H Hh Hh Hh

Die folgende knappe Zusammenstellung gibt Ihnen eine Ubersicht iiber das
LAPACK-Angebot ([22], S. 266). Die Begriffe simple drivers und expert dri-

vers bedeuten:
simple drivers: black box—Programme, die primér die numerische Losung

der jeweiligen Problemstellung liefern.
expert drivers liefern neben den Losungen auch noch zusétzliche Informa-

tionen (Konditionsabschitzungen, Fehlerschranken usw.).

Matrixtyp (Speicherung) driver || REAL COMPLEX
allgemeine Matrix simple || sgesv | cgesv
erpert || sgesvx | cgesvx
allgemeine Bandmatrix - simple || sgbsv | cgbsv
ezpert || sgbsvx | cgbsvx
allgemeine Tridiagonalmatrix simple || sgtsv | cgtsv
ezpert || sgtsvx | cgtsvx
symmetrische/Hermitesche simple || sposv | cposv
positiv definite Matrix expert || sposvx | cposvx
symmetrische/Hermitesche simple || sppsv | cppsv
positiv definite Matrix ezpert || sppsvx | cppsvx
(gepackte Speicherung)
symmetrische/Hermitesche simple || spbsv | cpbsv
positiv definite Bandmatrix ezpert || spbsvx | cpbsvx
symmetrische/Hermitesche simple || sptsv | cptsv
positiv definite Tridiagonalmatrix | ezpert || sptsvx cptsvx
symmetrische/Hermitesche simple || ssysv | chesv
indefinite Matrix expert || ssysvx | chesvx
symmetrische/Hermitesche simple || sspsv | chpsv
indefinite Matrix ezpert || sspsvx | chpsvx
(gepackte Speicherung)
komplexe symmetrische Matrix simple csysv
expert csysvx
komplexe symmetrische Matrix simple cspsv
(gepackte Speicherung) ezpert cspsvx

LAPACK bietet nur direkte Verfahren in FORTRAN-77. Diese Pro-
grammiersprache ist zwar immer noch weitverbreitet im technisch-
naturwissenschaftlichen Bereich; da aber neue Fortranversionen wie F90, F95
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sowie andere Sprachen wie C und C++ immer wichtiger werden, gibt es in-
zwischen auch schon die entsprechenden LAPACK-Routinen:

LAPACK95

stellt ein Interface zu F77 dar, d. h. Sie bendtigen auch die LAPACK-F77
Programme. LAPACKY95 erhalten Sie {iber

www.netlib.org/lapack9s /indez. html.

Downladen von lapack95.tgz und nachfolgende Dekomprimierung erzeugt in
Ihrer Directory das Unterverzeichnis LAPACK95. In diesem gibt es das Ver-
zeichnis SRC mit allen zur Verfiigung stehenden Routinen.

CLAPACK

erhalten Sie iiber www.netlib.org/clapack.

Es handelt sich dabei um eine vollstindige C-Implementierung von LAPACK,
wobei die Konvertierung von F77 in C automatisch erfolgte. Der Nachteil
dieses Vorgehens ist allerdings, dal CLAPACK wertvolle Eigenschaften von
C, wie z. B. dynamische Speicherallokation, nicht nutzt.

Dariiber hinaus konnen Sie nicht einfach irgendein einzelnes CLAPACK-
Programm herunterladen, sondern es ist eine komplette Installation von
clapack.tgz (Version 3.0, ca. 6 MByte) erforderlich. Dieser File enthélt auch
die Installationshilfen

readme.install und readme.maintain sowie den Header-File clapack.h

LAPACK++

stellt eine auf C4++ basierende objektorientierte Schnittstelle zu LAPACK
dar. Der Sourcecode heif3t lapack++.tgz und enthélt in komprimierter Form
66 kByte. Genauere Information iiber dieses System sind in den folgenden
Postcript-Files zu finden:

0VETVIEW. PS classref.ps mnstall.ps USEr.ps

Eine weitere interessante Internet-Adresse zum Thema LAPACK++:
hitp://math.nist.gov/lapack++

SCALAPACK

Anwendung von verteilten und parallelen Rechnersystemen zur Losung von
Gleichungssystemen, Ausgleichsproblemen und Eigenwertproblemen mit sehr
grofien Koeffizientenmatrizen (n > 5000).

Eine kurze und priagnante Einfiihrung in dieses Thema (Stand: 1995) s. [22],
S. 283-286.

Mathematica und MATLAB:

Mathematica erlaubt sowohl symbolische als auch numerische Behandlung
wichtiger Probleme der Linearen Algebra, wie z.B.:
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Inverse[m] Matrix-Inversion
Det[m] Determinante
LinearSolve[m,b] Losung des inhomogenen linearen Systems.

MATLAB? im Prinzip bietet diese Benutzersoftware die einfachste Realisie-
rung der Losung des linearen Gleichungssystems A.x=f :

>>}, Eingabe der Koeffizientenmatrix A:
>>A=[ ... ; ... 1;

>>% Eingabe des inhomogenen Vektors f:
> f=[ ... 1],

>>}, Loesung des Gleichungssystems:

>> x=A\f

Eine alternative Losungsmoglichkeit bietet Matlab durch folgende Befehle:

>>}, Der inhomogene Vektor wird zur Koeffizientenmatrix als letzte Spalte
>>%, hinzugefuegt:

>> Aplus=[A f];

>>}, Diese erweiterte Matrix wird als Argument der Funktion rref

>>% verwendet. Nun wird die urspruengliche Matrix mittels des Verfahrens
>>}, von Gauss-Jacobi in eine Einheitsmatrix umgewandelt, und die letzte
>>, Spalte enthaelt den Loesungsvektor:

>> Aneu=rref (Aplus);

>> x=Aneu(:,end)

>>% Dieses Verfahren hat den Vorteil, dass es etwas stabiler gegenueber
>>%, Rundungsfehlern ist als die obige "einfache" Loesung.

2.8.1 [Iterative Losung schwach-besetzter Systeme
TEMPLATES

Diese NETLIB-Library enthélt eine Reihe von Programmpaketen mit itera-
tiven Losungsmethoden fiir lineare Gleichungssysteme:

Dateiname Inhalt der Datei

sctemplates.tgz ~ C-Routinen, einfache Genauigkeit

dctemplates.tgz ~ C-Routinen, doppelte Genauigkeit

cpptemplates.tgz  C+-+-Routinen

sftemplates.tgz F'77-Routinen, einfache Genauigkeit

dftemplates.tgz ~ F77-Routinen, doppelte Genauigkeit

mltemplates.tgz ~ Matlab-Routinen

Eine interessante Matlab-Routine ist sor.m. Dieses Programm 16st ein linea-
res Gleichungssystem mittels der Sukzessiven Uberrelaxationsmethode (al-
lerdings ohne Beriicksichtigung einer eventuellen Bandstruktur der Koeffizi-
entenmatrix).

3SMATrix LABoratory.
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