
ì	
  
Numerical	
  Methods	
  in	
  Physics	
  
Numerische	
  Methoden	
  in	
  der	
  Physik,	
  515.421.	
  

Instructor: 	
  Ass.	
  Prof.	
  Dr.	
  Lilia	
  Boeri	
  
	
   	
  Room:	
  PH	
  03	
  090	
  
	
   	
  Tel:	
  +43-­‐316-­‐873	
  8191	
  
	
   	
  Email	
  Address:	
  l.boeri@tugraz.at	
  

Room:	
  TDK	
  Seminarraum 	
   	
   	
   	
  Time:	
  8:30-­‐10	
  a.m. 	
  	
  

Exercises:	
  Computer	
  Room,	
  PH	
  EG	
  004	
  F	
  	
   	
  	
  

hPp://itp.tugraz.at/LV/boeri/NUM_METH/index.html	
  
	
  (Lecture	
  slides,	
  Script,	
  Exercises,	
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Last	
  week(19/11/2013)	
  

ì  Zeroes	
  of	
  a	
  Trascendental	
  Equa8on:	
  Defini8on.	
  

ì  Itera\ve	
  method:	
  general	
  concepts	
  and	
  convergence	
  criteria.	
  

ì  The	
  Newton-­‐Raphson	
  method:	
  defini\on,	
  convergence.	
  

ì  The	
  Newton-­‐Raphson	
  method:	
  a	
  program. 	
  	
  



Zeroes	
  of	
  a	
  Trascendental	
  Equa8on:	
  Defini8on.	
  

F(x) = 0 The	
  values	
  of	
  x	
  which	
  sa\sfy	
  this	
  equa\on	
  are	
  called	
  zeroes,	
  solu8ons	
  
or	
  roots	
  of	
  the	
  func\on.	
  

Itera8ve	
  methods:	
  

F(x) = 0 f (x) = x

reduces	
  to:	
  

We	
  can	
  then	
  find	
  the	
  solu\on	
  itera\ng	
  the	
  expression:	
   xt+1=f(xt )

lim
t→∞
xt=xex



Convergence:	
  

The	
  convergence	
  of	
  the	
  itera\on	
  depends	
  on	
  the	
  way	
  in	
  which	
  the	
  reformula\on	
  F(x)	
  =	
  0	
  -­‐>	
  f(x)	
  =x	
  
is	
  performed.	
  The	
  itera\on	
  in	
  the	
  interval	
  I	
  converges	
  to:	
  	
  

lim
t→∞

xex − xt+1 ≤
δ

1−m

If:	
   0 ≤m ≤1 m =max I f '(x)       δ = roundoff error

xex − xt+1 ≤
m
1−m

xt+1 − xt +
δ

1−m

The	
  upper	
  boundary	
  for	
  the	
  itera\on	
  at	
  \me	
  (t+1)	
  is	
  given	
  by:	
  	
  



Newton-­‐Raphson	
  Method:	
  

F(x) = 0 f (x) = x

is	
  obtained	
  by	
  secng:	
  

f (x) = x − F(x)
F '(x)

This	
  gives	
  the	
  itera\on	
  rule:	
  

xt+1 = xt −
F(xt )
F '(xt )

Newton-­‐Raphson	
  itera8on	
  

(Tangent	
  method).	
  



This	
  week(26/11/2013)	
  

ì  Gross	
  search	
  for	
  the	
  zeroes	
  of	
  a	
  func\on.	
  

ì  The	
  Newton-­‐Raphson	
  method:	
  a	
  program.	
  

ì  Other	
  methods	
  for	
  finding	
  zeroes	
  of	
  a	
  func\on:	
  False	
  posi\on	
  (regula	
  falsi).	
  

ì  Bisec8on	
  method	
  (nested	
  intervals). 	
  	
  



Gross	
  Search:	
  
The	
  Newton-­‐Raphson	
  (and	
  the	
  bisec\on)	
  method	
  permit	
  to	
  find	
  a	
  zero	
  in	
  a	
  given	
  interval,	
  once	
  
we	
  know	
  there	
  is	
  a	
  zero.	
  

In	
  prac\ce,	
  before	
  using	
  any	
  methods	
  to	
  find	
  zeroes,	
  one	
  always	
  performs	
  first	
  a	
  gross	
  search.	
  

1)	
  Choose	
  a	
  large	
  interval	
  [a,b].	
  

2)	
  Divide	
  it	
  into	
  n	
  intervals	
  of	
  width	
  h	
  (stepsize).	
  

3)	
  Compute	
  s=f(xmin)xf(xmax)	
  for	
  every	
  interval.	
  

4)	
  If	
  s≤0,	
  the	
  interval	
  contains	
  a	
  zero,	
  which	
  can	
  be	
  located	
  with	
  a	
  N-­‐R	
  or	
  bissec\on	
  method.	
  



ì	
  
Newton-­‐Raphson	
  program 	
  	
  
With	
  preliminary	
  gross	
  search	
  



Program	
  workflow:	
  

Gross	
  Search	
  

Newton-­‐Raphson	
  
If	
  the	
  method	
  

converges,	
  locate	
  
the	
  zeroes	
  with	
  
an	
  accuracy	
  Δx.	
  

External	
  func8on:	
  evaluates	
  F	
  and	
  its	
  first	
  deriva8ve	
  for	
  N-­‐R.	
  Funct	
  

Given h;   [a,b];                     h = a− b
N

Calculate  f (xi ) f (xi + h),     i =1,...,N;    x1 = a
               if f (xi ) f (xi + h) ≤ 0
                          start Newton-Raphson with x1 = xi,  x2 = xi + h

Locate	
  “roughly”	
  
the	
  zeroes	
  in	
  the	
  
interval	
  [a,b]	
  

xt+1 = xt −
F(xt )
F '(xt )

Error	
  2:	
  no	
  convergence	
  within	
  Jmax	
  
itera\ons	
  
Error	
  3:	
  Jumped	
  out	
  of	
  brackets.	
  



RTNEWT(X1,X2,JMAX,XACC,ERROR)	
  

xt+1 = xt −
F(xt )
F '(xt )







F(x)=x4 − 9x3 − 2x2 +120x −130 F'(x)=4x3 − 27x2 − 4x +120

Implementa8on	
  of	
  gross	
  search	
  +	
  Newton-­‐Raphson	
  method	
  



Newton-­‐Raphson:	
  Exit	
  condi8ons	
  



Newton-­‐Raphson:	
  main	
  body	
  







F(x)=x4 − 9x3 − 2x2 +120x −130

Results:	
   x1:	
  int	
  =	
  13	
  

x2:	
  int	
  =	
  22	
  

x3:	
  int	
  =	
  28	
  

x4:	
  int	
  =	
  35	
  

Approaching	
  x1…	
  



Other	
  methods	
  for	
  zeroes:	
  False	
  posi8on	
  (regula	
  falsi).	
  

It	
  is	
  used	
  to	
  find	
  the	
  zero	
  of	
  a	
  func\on	
  in	
  an	
  interval	
  [a,b],	
  in	
  which	
  the	
  func8on	
  changes	
  sign.	
  
The	
  real	
  curve	
  -­‐	
  F(x)	
  -­‐	
  is	
  replaced	
  by	
  the	
  straight	
  line	
  through	
  the	
  two	
  extrema	
  of	
  the	
  interval.	
  	
  	
  

Disadvantages:	
  the	
  zero	
  is	
  approached	
  by	
  one	
  side	
  -­‐>	
  The	
  method	
  may	
  be	
  very	
  slow!	
  

The	
  line	
  between	
  a	
  and	
  b	
  is	
  given	
  by:	
  

And	
  the	
  zero	
  is:	
   x = a− f (a)
(b− a)

f (b)− f (a)
=
af (b)− bf (a)
f (b)− f (a)

y(x) = f (b)− f (a)
b− a

(x − a)+ f (a)

xt+1 = xt −
f (xt )

f (xt )− f (xt−1)
(xt − xt−1 )



Modified	
  false	
  posi8on:	
  

In	
  the	
  modified	
  false	
  posi\on	
  method,	
  the	
  zero	
  can	
  be	
  approached	
  by	
  ler	
  or	
  right.	
  One	
  of	
  the	
  
two	
  ends	
  is	
  kept	
  fixed	
  (a	
  or	
  b)	
  and	
  the	
  func\on	
  at	
  the	
  end	
  which	
  is	
  kept	
  fixed	
  is	
  divided	
  by	
  half.	
  
This	
  speeds	
  up	
  the	
  calcula\on.	
  

x = af (b)− bf (a)
f (b)− f (a)

Compute	
  the	
  first	
  zero	
  with	
  false	
  posi\on	
  method:	
  

Compute	
  	
   f (x ) f (a)    

< 0 then: 
x→ b

f (x)→ f (b)
f (a)
2

→ f (a)

"

#

$
$$

%

$
$
$

= 0 exit!                             

> 0 then:
x→ a

f (x)→ f (a)
f (b)
2

→ f (b)

"

#

$
$$

%

$
$
$

"

#

$
$
$
$
$
$
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%
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$
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Iterate!!!	
  



The	
  bisec8on	
  method	
  (nested	
  intervals):	
  

Given	
  an	
  interval	
  x1,	
  x2	
  in	
  which	
  the	
  func\on	
  F(x)	
  changes	
  sign	
  –	
  f(x1)f(x2)<0:	
  

1)  The	
  interval	
  is	
  divided	
  in	
  half,	
  picking	
  the	
  midpoint	
  x3	
  

2)  Evaluate	
  the	
  product	
  f(x1)f(x3)	
  

f (x1) f (x3 )
< 0 the zero is in x1,x3

> 0 the zero is in x2, x3

= 0 the zero is x3

!

"
##

$
#
#

3)	
  	
  	
  	
  	
  Iterate	
  the	
  method	
  using	
  the	
  new	
  interval,	
  un\l	
  the	
  
zero	
  is	
  found.	
  



The	
  bisec8on	
  method	
  (nested	
  intervals):	
  

Example:	
   F(x) = e−x − 1
2

N.B.	
  the	
  size	
  of	
  the	
  interval	
  (resolu\on)	
  
scales	
  as:	
  1/2n.	
  The	
  precision	
  can	
  be	
  
es\mated	
  a	
  priori!	
  



Problems:	
  

h	
  limits	
  the	
  resolu\on	
  of	
  the	
  bisec\on	
  method!	
  Two	
  zeroes	
  can	
  be	
  discriminated	
  only	
  if	
  their	
  
distance	
  is	
  larger	
  than	
  hres!	
  

Interval	
  h	
  contains	
  an	
  even	
  
number	
  of	
  zeroes.	
  

Interval	
  h	
  contains	
  an	
  odd	
  
number	
  of	
  zeroes	
  (n>1).	
  

f (a0 ) f (b0 ) = 0 f (a0 ) f (b0 )< 0





Performance:	
  

Newton-­‐Raphson	
  is	
  faster,	
  but	
  requires	
  the	
  
calcula\on	
  of	
  the	
  first	
  deriva\ve!	
  



−
2

2m
ψ ''(x)+V (x)ψ(x) = Eψ(x)

Example:	
  Schroedinger’s	
  equa8on	
  for	
  a	
  1-­‐d	
  poten8al	
  well:	
  

V (x) =
0,     for -∞<x ≤ 0
−V0,  for 0<x ≤ a
0,             for x>a

$

%
&

'
&

Boundary	
  condi8ons:	
  

ψ(+∞)→ 0,                  ψ(−∞)→ 0.

Solu8ons:	
  

1	
  

2	
  

3	
  

1	
  

3	
  
2	
  

ψ1(x) = A1 exp( −Ex)

ψ2 (x) = A2 sin(x E +V0 )+B2 cos(x E +V0 )

ψ3(x) = B3 exp(− −Ex)

1	
  

2	
  

3	
  



Matching	
  condi8ons:	
   ψ1(0) =ψ2 (0)
ψ '1(0) =ψ '2 (0)
ψ2 (a) =ψ3(a)
ψ '2 (a) =ψ '3(a)

Which	
  determine	
  the	
  linear	
  system	
  M(E)x=0:	
  

det(M (E)) = −e−a −E (V0 + 2E)sin(a E +V0 )− 2 −E(E +V0 ) cos(a E +V0 )

1 0 −1 0
−E −κ 0 0
0 sin(κa) cos(κa) −e− −Ea

0 κ cos(κa) −κ sin(κa) −Ee− −Ea

"

#
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$
$
$

%

&

'
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'
'
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A1
A2
B2

B3

"

#

$
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$
$

%

&

'
'
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=
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In	
  prac8ce,	
  we	
  have	
  to	
  determine	
  the	
  zeroes	
  of	
  the	
  func8on:	
  

F(E) = (V0 + 2E)sin(a E +V0 )− 2 −E(E +V0 ) cos(a E +V0 )

F(E) /V0 = (1+ 2x)sin(a ' x +1) − 2 −x(x +1) cos(a ' x +1),    x=E/V0,    a ' = a V0



For	
  a	
  =	
  2	
  B	
  and	
  V0=225	
  Ryd	
  (a’=30):	
  



This	
  week(26/11/2013)	
  

ì  The	
  Newton-­‐Raphson	
  method:	
  a	
  program.	
  

ì  Gross	
  search	
  for	
  the	
  zeroes	
  of	
  a	
  func\on.	
  

ì  Other	
  methods	
  for	
  finding	
  zeroes	
  of	
  a	
  func\on:	
  False	
  posi\on	
  (regula	
  falsi).	
  

ì  Bisec8on	
  method	
  (nested	
  intervals). 	
  	
  


