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ì  Chapter	
  1:	
  Introduc8on.	
  

ì  Chapter	
  2:	
  Numerical	
  methods	
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  4:	
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  Approxima8on.	
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  transcendental	
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  Integra\on.	
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  7:	
  Eigenvalues	
  and	
  Eigenvectors	
  of	
  real	
  matrices.	
  

ì  Chapter	
  8:	
  Numerical	
  Methods	
  for	
  the	
  solu8on	
  of	
  ordinary	
  differen8al	
  equa8ons:	
  ini8al	
  
value	
  problems.	
  

ì  Chapter	
  9:	
  Numerical	
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  for	
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  of	
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  differen\al	
  equa\ons:	
  marginal	
  
value	
  problems.	
  

TOPICS	
  (this	
  year):	
  



Last	
  Week	
  (15/10/2013)	
  
ì  Linear	
  Systems:	
  Defini\on	
  and	
  applica\ons.	
  

ì  Solu\on:	
  Direct	
  vs	
  itera\ve	
  methods.	
  

ì  Gaussian	
  methods:	
  LU	
  decomposi8on.	
  

ì  A	
  prac8cal	
  example:	
  3x3	
  square	
  matrix	
  (step-­‐by-­‐step).	
  

ì  Strategies	
  to	
  reduce	
  the	
  error:	
  par8al	
  pivo8ng.	
  

ì  Stability	
  of	
  the	
  solu\on:	
  Condi\on	
  numbers.	
  

ì  Programs	
  for	
  the	
  LU	
  decomposi\on:	
  LUDCMP	
  and	
  LUBKSB.	
  

ì  How	
  to	
  use	
  the	
  programs	
  for	
  LU	
  decomposi\ons	
  (inhomogeneous	
  systems,	
  matrix	
  inversion,	
  
determinant	
  of	
  a	
  matrix).	
  	
  	
  

	
  	
  



This	
  week(22/10/2013)	
  
ì  Linear	
  Systems:	
  Direct	
  (LU	
  decomposi8on)	
  vs	
  indirect	
  methods	
  (Gauss-­‐Seidel).	
  

ì  Direct	
  methods,	
  itera8ve	
  improvement	
  of	
  the	
  solu\on	
  (reduce	
  roundoff).	
  

ì  Direct	
  methods,	
  special	
  cases:	
  tridiagonal	
  matrices.	
  

ì  Indirect	
  methods:	
  itera8ve	
  solu\on	
  for	
  sparse	
  matrices.	
  

ì  Indirect	
  methods:	
  Gauss-­‐Seidel	
  itera8on	
  rule.	
  

ì  Band	
  matrices:	
  defini\on	
  and	
  proper\es.	
  

ì  Gauss-­‐Seidel	
  itera\on	
  for	
  band	
  matrices,	
  storing	
  informa\on	
  and	
  efficiency.	
  

ì  Gauss-­‐Seidel	
  method	
  with	
  over	
  and	
  under-­‐relaxa8on.	
  

	
  	
  



Linear	
  Systems	
  

a11x1 + a12x2 ++ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 ++ a2nxn = b2



an1x1 + an2x2 ++ annxn = bn

b1 + b2 +… bn ≠ 0

Defini8ons:	
  

	
  

Inhomogeneous	
  linear	
  system	
  of	
  equa\ons.	
  

	
  

with:	
  

	
  

Âx = b

det(Â) ≠ 0 The	
  problem	
  is	
  non-­‐singular	
  and	
  admits	
  a	
  solu4on.	
  



Methods	
  of	
  Solu8on	
  (numerical):	
  

	
  ì  Direct	
  Methods:	
  

ì  No	
  methodological	
  error,	
  BUT	
  computa\onally	
  expensive;	
  roundoff	
  errors	
  
can	
  be	
  large.	
  

LU	
  decomposi8on	
  (DooliPle	
  and	
  Crout)	
  (Gaussian	
  Elimina=on).	
  

ì  Itera8ve	
  Methods:	
  

ì  Simple	
  algorithms;	
  roundoff	
  is	
  easily	
  controlled.	
  The	
  solu8on	
  is	
  
approximate	
  (trunca8on).	
  	
  

Gauss-­‐Seidel	
  method.	
  

	
  



Direct	
  Methods:	
  

Âx = b Ûx = y

1)	
  LU	
  decomposi8on	
  (Dooli?le	
  and	
  Crout):	
  Reformula\on	
  of	
  the	
  Gaussian	
  elimina\on.	
  A	
  real	
  
matrix	
  can	
  always	
  be	
  represented	
  as	
  the	
  product	
  of	
  two	
  real	
  triangular	
  matrices	
  L	
  and	
  U,	
  i.e.	
  

	
  
Â = L̂ ⋅Û

2)	
  The	
  two	
  auxiliary	
  systems	
  are	
  solved	
  through	
  back	
  and	
  forward	
  subs\tu\on:	
  

	
  

L̂ ⋅ y = bÛ ⋅x = y

Forward	
  

	
  

Back	
  

	
  

Two-­‐steps	
  procedure:	
  



Itera8ve	
  Improvement	
  of	
  the	
  Solu8on:	
  

A ⋅x = b

Direct	
  methods	
  do	
  not	
  introduce	
  any	
  methodological	
  error.	
  But	
  the	
  effect	
  of	
  roundoff	
  can	
  be	
  
severe.	
  There	
  is	
  the	
  possibility	
  of	
  improving	
  itera4vely	
  the	
  solu\on:	
  

x x ' = x+δxReal	
  Solu8on	
   Approximate	
  Solu8on	
  A ⋅x = b

A ⋅x ' = A ⋅ (x+δx) = b+δb
(Ax−b)+ A ⋅δx = δb

The	
  approximate	
  solu\on	
  can	
  be	
  reinserted	
  into	
  the	
  original	
  equa\on:	
  

A ⋅δx = δb
The	
  error	
  on	
  the	
  solu\on	
  can	
  be	
  es\mated	
  from:	
  

Residual	
  Vector	
  

x = x '−δx
Corrected	
  
Solu8on	
  



Itera8ve	
  method:	
  The	
  corrected	
  solu\on	
  x’	
  can	
  then	
  be	
  re-­‐inserted	
  into	
  the	
  original	
  
system,	
  un\l	
  the	
  method	
  converges,	
  i.e.	
  un\l	
  there	
  is	
  “no	
  difference”	
  between	
  the	
  result	
  
at	
  at	
  nth	
  and	
  (n+1)th	
  itera\on.	
  	
  	
  	
  

A ⋅x = b

x→ x '

δb = (A ⋅x '−b)

A ⋅δx = δb

x = x '−δx



Prac8cal	
  Implementa8on	
  	
  

(using	
  LUDCMP	
  and	
  LUBKSB)	
  

1)  Save	
  the	
  original	
  (A)	
  matrix	
  in	
  an	
  auxiliary	
  array	
  (LUDCMP	
  overwrites	
  the	
  original	
  
matrix).	
  

2)  Solve	
  the	
  system	
  Ax=b	
  using	
  LU	
  decomposi\on(LUDCMP	
  +	
  LUBKSB);	
  the	
  solu\on	
  is	
  x’.	
  	
  

3)  Find	
  the	
  residual	
  vector	
  δb=-­‐b+Ax’.	
  

4)  Find	
  the	
  solu\on	
  of	
  the	
  system	
  Aδx=δb.	
  

5)  x=x’-­‐δx	
  

6)  Iterate	
  points	
  3)-­‐5)	
  with	
  x	
  as	
  the	
  new	
  x’	
  un\l	
  the	
  exit	
  condi\on	
  is	
  met	
  (typically,	
  |δx|	
  
or	
  |δx|/x’	
  smaller	
  than	
  a	
  given	
  threshold).	
  	
  



Save	
  the	
  original	
  (A)	
  matrix	
  in	
  an	
  auxiliary	
  array	
  

Solve	
  the	
  system	
  Ax=b	
  using	
  LU	
  decomposi8on.	
  

Find	
  the	
  residual	
  vector	
  δb=-­‐b+Ax’.	
  

Find	
  the	
  solu8on	
  of	
  Aδx=δb.	
  

x=x’-­‐δx	
  



Example	
  (5x5	
  matrix):	
  

More	
  on	
  direct	
  methods	
  
(Effect	
  of	
  roundoff	
  error	
  in	
  ill-­‐condi\oned	
  systems)	
  	
  

aij =
1

i+ j −1

x1 = x2 = x3 = x4 = x5 =1.0 Exact	
  solu8on	
  

Eigenvalues	
  



Hadamard’s	
  condi8on	
  number	
  (KH):	
  

KH (A) =
det(A)
α1α2...αn

, αi = ai1
2 + ai2

2 +...+ ain
2

KH (A)< 0.01
KH (A)> 0.1
!
"
#

Ill-­‐condi8oned	
  

Well-­‐condi8oned	
  

For	
  this	
  problem:	
  KH(A)=0.55	
  x	
  10-­‐10.	
  

Numerical	
  Solu8on:	
  

The	
  eigenvector	
  is	
  off,	
  although	
  the	
  eigenvalues	
  are	
  correct!!!	
  



ì	
  
Direct	
  Methods	
  
Special	
  cases	
  



Tridiagonal	
  matrices:	
  In	
  linear	
  algebra,	
  a	
  tridiagonal	
  matrix	
  is	
  a	
  matrix	
  that	
  has	
  nonzero	
  
elements	
  only	
  on	
  the	
  main	
  diagonal,	
  the	
  first	
  diagonal	
  below	
  this,	
  and	
  the	
  first	
  diagonal	
  
above	
  the	
  main	
  diagonal.	
  	
  

T =
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The	
  tridiagonal	
  matrix	
  of	
  coefficients	
  can	
  be	
  rewriPen	
  in	
  terms	
  of	
  three	
  vectors:	
  	
  

b	
  (main	
  diagonal),	
  a	
  and	
  c	
  (lower	
  and	
  upper	
  secondary	
  diagonal).	
  



The	
  determinant	
  of	
  a	
  tridiagonal	
  matrix	
  is	
  given	
  by	
  a	
  con8nuant	
  of	
  its	
  elements.	
  	
  

K(0) =1
K(1) = a1
...
K(n) = anK(n−1)+K(n− 2)

Simple	
  con8nuant	
  of	
  a	
  series	
  of	
  n	
  numbers	
  a1,	
  …,	
  an:	
  

Extended	
  con8nuant	
  of	
  three	
  sequences	
  an,	
  bn,	
  cn:	
  	
  

K(0) =1
K(1) = a1
...
K(n) = anK(n−1)− bn−1cn−1K(n− 2)
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Solve	
  through	
  LU	
  decomposi8on:	
  

u1 = b1
y1 = r1

mj = aj / uj−1

uj = bj −mj ⋅cj−1 j = 2,...,n
yj = rj −mj ⋅ yj−1

≡ y

L	
   U



xn = yn / un
x j = (yj − cj ⋅ x j+1) / uj
j = n−1,...,1

u1 = b1
y1 = r1

mj = aj / uj−1
uj = bj −mj ⋅cj−1
j = 2,...,n
yj = rj −mj ⋅ yj−1



ì	
  
Indirect	
  Methods	
  
Gauss-­‐Seidel	
  Method	
  



Gauss-­‐Seidel	
  Method:	
  	
  

itera8ve	
  method	
  for	
  linear	
  inhomogeneous	
  sets	
  of	
  equa\ons.	
  	
  

	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Advantages:	
  simplicity;	
  the	
  matrix	
  of	
  coefficients	
  is	
  not	
  changed	
  during	
  the	
  itera\on.	
  
Very	
  efficient	
  for	
  systems	
  with	
  a	
  sparse	
  matrix	
  of	
  coefficients.	
  

Defini8on:	
  a	
  sparse	
  matrix	
  is	
  a	
  matrix	
  populated	
  primarily	
  with	
  zeros.	
  By	
  contrast,	
  if	
  a	
  
larger	
  number	
  of	
  elements	
  differ	
  from	
  zero,	
  then	
  it	
  is	
  common	
  to	
  refer	
  to	
  the	
  matrix	
  as	
  a	
  
dense	
  matrix.	
  The	
  frac\on	
  of	
  zero	
  elements	
  (non-­‐zero	
  elements)	
  in	
  a	
  matrix	
  is	
  called	
  the	
  
sparsity	
  (density).	
  	
  

Sparse	
  matrices	
  represent	
  weakly	
  connected	
  systems;	
  

Many	
  applica8ons	
  in	
  different	
  fields	
  (network	
  theory,	
  
graph	
  theory,	
  data	
  analysis).	
  



a11x1 + a12x2 ++ a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 ++ a2nxn = b2



an1x1 + an2x2 ++ annxn = bn

Given	
  a	
  linear	
  set	
  of	
  equa\ons:	
  

x1 = −
1
a11

a12x2 + a13x3 ++ a1nxn − b1( )

x2 = −
1
a22

a21x1 + a23x3 ++ a2nxn − b2( )

If	
  all	
  the	
  elements	
  on	
  the	
  main	
  diagonal	
  are	
  non-­‐zero,	
  we	
  can	
  write:	
  

xi = −
1
aii

aij x j
j=1( j≠i)

n
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%
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General	
  

Formula	
  



xi = −
1
aii

aij x j
j=1( j≠i)
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x = Ĉ ⋅x+ f Ĉ = cij{ } cij =
−aij / aii i ≠ j

= 0 i = j
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bi
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xi = xi − xi +
1
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aij x j
j=1( j≠i)
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The	
  Gauss-­‐Seidel	
  Itera8on	
  rule	
  derives	
  from	
  the	
  following	
  expression:	
  



xi
(t+1) = xi

(t ) −Δxi
(t ) (i =1,...,n)

Δxi
(t ) = xi

(t ) +
1
aii

aij x j
(t ) − bi

j=1( j≠i)

n

∑
%

&
'
'

(

)
*
*

Gauss-­‐Seidel	
  Itera8on	
  rule:	
  

Star\ng	
  from	
  an	
  ini\al	
  vector	
  x0	
  	
  (star4ng	
  vector)	
  one	
  obtains	
  a	
  sequence	
  of	
  vectors	
  x(t),	
  

which	
  converges	
  to	
  the	
  exact	
  solu\on:	
  

lim
t→∞
x(t ) → x

Exit	
  condi8ons:	
  

1)	
  The	
  desired	
  precision	
  is	
  reached	
  (xt-­‐xt-­‐1	
  <	
  ε)	
  

2)	
  The	
  maximum	
  number	
  of	
  itera\ons	
  is	
  reached.	
  



Band	
  Matrices:	
  a	
  band	
  matrix	
  is	
  a	
  sparse	
  matrix	
  whose	
  non-­‐zero	
  entries	
  are	
  
confined	
  to	
  a	
  diagonal	
  band,	
  comprising	
  the	
  main	
  diagonal	
  and	
  zero	
  or	
  more	
  
diagonals	
  on	
  either	
  side.	
  	
  

a11 a12 0 a14 0 0 0 0
a21 a22 a23 0 a25 0 0 0
a31 a32 a33 a34 0 a36 0 0
a41 a42 a43 a44 ... ... ... 0
0 ... ... ... ... ... ...
. ... ...
. ...
0 ann−2 ann−1 ann
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Storage:	
  The	
  most	
  economical	
  way	
  to	
  store	
  a	
  band	
  matrix	
  is	
  to	
  treat	
  it	
  as	
  a	
  2xz	
  
array	
  (z	
  is	
  the	
  number	
  of	
  diagonals	
  with	
  non-­‐zero	
  elements).	
  

dik:	
  i=row;	
  k=diagonal.	
  
s(k)=	
  vector	
  with	
  rela8ve	
  posi8ons.	
  



The	
  mapping	
  between	
  the	
  original	
  aij’s	
  and	
  the	
  new	
  storage	
  scheme	
  is	
  given	
  by:	
  

s(k) =
0

+(−)1
+(−)t

"

#
$

%
$

aij = dik j = s(k)+ i

Main	
  diagonal	
  

First	
  lower	
  (upper)	
  diagonal	
  

tth	
  lower	
  (upper)	
  diagonal	
  

Indexing:	
  Besides	
  the	
  dik	
  array,	
  one	
  defines	
  an	
  indexing	
  vector	
  s(k),	
  to	
  keep	
  track	
  of	
  
the	
  posi8on	
  of	
  each	
  sub-­‐diagonal	
  with	
  respect	
  to	
  the	
  main	
  diagonal.	
  	
  

i =1,...,n k =1,..., z



Gauss-­‐Seidel	
  Itera8on	
  rule	
  for	
  band	
  matrices:	
  

xi
(t+1) = xi

(t ) −Δxi
(t ) (i =1,...,n)

Δxi
(t ) = xi

(t ) +
1
di,k0

dikxs(k )+i
(t ) − bi

k=1(k≠k0 )

z

∑
%

&
'
'

(

)
*
*

The	
  sum	
  contains	
  only	
  a	
  few	
  terms	
  for	
  which:	
  

0 < s(k)+1≤ n

Convergence	
  criterion	
  (empirical):	
  All	
  linear	
  systems	
  in	
  which	
  the	
  elements	
  on	
  the	
  main	
  
diagonal	
  dominate	
  the	
  other	
  matrix	
  elements	
  have	
  a	
  good	
  chance	
  of	
  converging	
  with	
  
the	
  G-­‐S	
  method.	
  

Precision:	
  Since	
  there	
  is	
  no	
  accumula8on	
  of	
  roundoff	
  errors	
  upon	
  successive	
  itera\ons,	
  
the	
  GS	
  method	
  is	
  more	
  accurate	
  than	
  direct	
  methods.	
  	
  



Prac8cal	
  Implementa8on	
  (GAUSEI):	
  



Prac8cal	
  Implementa8on	
  (GAUSEI):	
  



How	
  does	
  it	
  work?	
  

1)  Check	
  which	
  of	
  the	
  given	
  NDIAG	
  diagonals	
  is	
  the	
  main	
  diagonal,	
  using	
  the	
  defini\on	
  
of	
  S(K).	
  Save	
  the	
  k0	
  index.	
  

2)  Check	
  if	
  the	
  main	
  diagonal	
  contains	
  zero	
  (if	
  this	
  is	
  the	
  case,	
  exit	
  the	
  program).	
  

3)  Perform	
  the	
  G-­‐S	
  itera\on	
  xt+1=Cxt+f,	
  un\l	
  the	
  exit	
  condi\on	
  is	
  met.	
  

xi
(t+1) = xi

(t ) −Δxi
(t ) (i =1,...,n)

Δxi
(t ) = xi

(t ) +
1
di,k0

dikxs(k )+i
(t ) − bi

k=1(k≠k0 )

z

∑
%

&
'
'

(

)
*
*



Check	
  which	
  of	
  the	
  given	
  
NDIAG	
  diagonals	
  is	
  the	
  main	
  
diagonal.	
  

Check	
  that	
  the	
  main	
  diagonal	
  
doesn’t	
  contain	
  zeroes.	
  



xi
(t+1) = xi

(t ) −Δxi
(t ) (i =1,...,n)

Δxi
(t ) = xi

(t ) +
1
di,k0

dikxs(k )+i
(t ) − bi

k=1(k≠k0 )

z

∑
%

&
'
'

(

)
*
*

Exit	
  condi8on	
  



Relaxa8on	
  parameter	
  in	
  the	
  GS	
  method:	
  

The	
  usual	
  G-­‐S	
  itera\on:	
  

can	
  be	
  modified	
  introducing	
  a	
  relaxa8on	
  parameter	
  ω:	
  

x(t+1) = x(t ) −Δx(t )

x(t+1) = x(t ) −ω ⋅ Δx(t )

ω
<1
=1
>1

!

"
#

$
#

Under-­‐relaxa8on.	
  

Standard	
  Gauss-­‐Seidel.	
  

Over-­‐relaxa8on.	
  

Which	
  ouens	
  speeds	
  up	
  convergence.	
  	
  



Example:	
  Use	
  of	
  relaxa\on:	
  
x + 2y = 3
x − 4y = −3
"
#
$

There	
  is	
  an	
  ideal	
  value	
  of	
  ω:	
  0.85	
  <ωideal<	
  0.9.	
  

Empirical	
  rules:	
  

ì  ω	
  must	
  be	
  smaller	
  than	
  2.	
  

ì  For	
  many	
  important	
  systems	
  1<ωideal<2.	
  

ì  In	
  these	
  cases:	
  	
  

	
  

	
  

ωideal =
2

1+ 1−λ1
2

Largest	
  
eigenvalue	
  

of	
  C.	
  



Efficiency	
  of	
  the	
  Gauss-­‐Seidel	
  Method:	
  

Occupa\on	
  of	
  the	
  matrix	
  of	
  coefficients	
  for	
  
a	
  Laplace	
  equa\on.	
  

LU	
  

Efficiency	
  of	
  the	
  G-­‐S	
  method	
  compared	
  to	
  
LU	
  decomposi\on	
  (memory	
  storage).	
  

GS	
  



This	
  week(22/10/2013)	
  
ì  Linear	
  Systems:	
  Direct	
  (LU	
  decomposi8on)	
  vs	
  indirect	
  methods	
  (Gauss-­‐Seidel).	
  

ì  Direct	
  methods,	
  itera8ve	
  improvement	
  of	
  the	
  solu\on	
  (reduce	
  roundoff).	
  

ì  Direct	
  methods,	
  special	
  cases:	
  tridiagonal	
  matrices.	
  

ì  Indirect	
  methods:	
  itera8ve	
  solu\on	
  for	
  sparse	
  matrices.	
  

ì  Indirect	
  methods:	
  Gauss-­‐Seidel	
  itera8on	
  rule.	
  

ì  Band	
  matrices:	
  defini\on	
  and	
  proper\es.	
  

ì  Gauss-­‐Seidel	
  itera\on	
  for	
  band	
  matrices,	
  storing	
  informa\on	
  and	
  efficiency.	
  

ì  Gauss-­‐Seidel	
  method	
  with	
  over	
  and	
  under-­‐relaxa8on.	
  

	
  	
  


