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�  DFT1+2:	
  Hohenberg-­‐Kohn	
  Theorem	
  and	
  Kohn	
  and	
  Sham	
  equaPons.	
  

�  DFT3+4:	
  Solving	
  K-­‐S	
  in	
  pracPce;	
  basis	
  funcPons,	
  augmented	
  methods	
  and	
  psp	
  theory.	
  

�  DFT5:	
  PracPcal	
  problems	
  in	
  DFT	
  (k	
  space	
  integraPon,	
  convergence	
  etc)	
  

�  P1:	
  EOS	
  and	
  band	
  structure	
  of	
  silicon.	
  

�  ADV1+2:	
  Linear	
  Response	
  theory	
  (mostly	
  for	
  phonons).	
  

�  P2:	
  Phonons	
  of	
  silicon	
  

�  ADV3:	
  Wannier	
  FuncPons	
  and	
  TB	
  approximaPon.	
  

�  P3:	
  Wannier	
  FuncPons	
  and	
  BOM	
  for	
  silicon.	
  



Important	
  Dates	
  (exercises):	
  
	
  
13/5	
  (Tuesday,	
  next	
  week):	
  14-­‐15:30	
  (Electronic	
  structure,	
  pw.x)	
  
23/5	
  (Friday):	
  14-­‐>	
  17	
  (Phonons,	
  ph.x)	
  
30/5	
  (Friday):	
  14-­‐>	
  17	
  (Wannier	
  FuncFons,	
  wannier90.x).	
  

We	
  will	
  employ	
  quantum	
  espresso:	
  hBp://www.quantum-­‐espresso.org/	
  



Before	
  the	
  break:	
  

�  Density	
  FuncPonal	
  Theory:	
  Hohenberg	
  and	
  Kohn	
  Theorem,	
  Kohn-­‐Sham	
  
equaPons	
  (Density	
  is	
  the	
  basic	
  variable).	
  

�  	
  Density	
  FuncPonal	
  Theory:	
  pracPcal	
  problems	
  (convergence,	
  basis	
  funcPons).	
  

�  PseudopotenPal	
  Theory.	
  

	
  

	
  

	
  

Pseudopoten*al	
  Method,	
  G.B.	
  Bachelet	
  and	
  A.	
  Filippe8	
  (notes).	
  	
  

	
  

�  PseudopotenPal	
  Theory.	
  

	
  

	
  

	
  

	
  “A	
  primer	
  in	
  Density	
  Func*onal	
  Theory”	
  (Springer),	
  chapter	
  1	
  and6.	
  

	
  	
  



Ø  Density	
  funcPonal	
  theory:	
  

-­‐	
  “Smart”	
  method	
  to	
  approximate	
  the	
  electron-­‐electron	
  interacFon:	
  the	
  interacFng	
  
many-­‐body	
  wavefuncFon	
  for	
  electrons	
  is	
  replaced	
  by	
  the	
  electron	
  density	
  (funcFon	
  
of	
  one	
  variable).	
  

Ø  PseudopotenPal	
  Method:	
  

-­‐	
  Approximate	
  the	
  electron-­‐nuclei	
  term:	
  DFT	
  equaFons	
  in	
  plane	
  waves	
  can	
  be	
  
pracFcally	
  implemented.	
  

	
  

	
  

	
  

Solids:	
  Quantum	
  Mechanical	
  Problem	
  





Kohn-­‐Sham	
  EquaPons:	
  



Kohn-­‐Sham	
  EquaPons	
  (plane	
  waves):	
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In	
  order	
  to	
  reduce	
  the	
  number	
  of	
  plane	
  waves,	
  we	
  have	
  to	
  “cut	
  out”	
  the	
  core	
  electrons,	
  which	
  have	
  
small-­‐scale	
  oscillaFons	
  (pseudopotenFal).	
  

	
  

	
  

	
  

The	
  computaFonal	
  Fme	
  scales	
  exponenFally	
  with	
  the	
  number	
  of	
  plane-­‐waves.	
  The	
  length-­‐scale	
  (number	
  
of	
  G	
  components)	
  of	
  the	
  scf	
  potenFal	
  is	
  given	
  by	
  the	
  external	
  (laVce	
  potenFal).	
  	
  

	
  

	
  

	
  

The	
  most	
  convenient	
  way	
  to	
  solve	
  K-­‐S	
  equaFons	
  is	
  to	
  expand	
  the	
  K-­‐S	
  Bloch	
  orbitals	
  on	
  given	
  basis	
  
funcFons.	
  Plane	
  waves	
  are	
  a	
  very	
  common	
  choice:	
  

	
  

	
  

	
  



Model	
  PseudopotenPals:	
  
The	
  solid	
  can	
  be	
  approximated	
  as	
  isolated	
  (rigid)	
  pseudo-­‐atoms	
  +	
  valence	
  electrons	
  which	
  re-­‐arrange	
  
self-­‐consistently	
  due	
  to	
  different	
  environment	
  (chemical	
  bonds).	
  The	
  tail	
  of	
  the	
  potenFal	
  of	
  the	
  pseudo-­‐

atoms	
  must	
  behave	
  as	
  –Zv/r.	
  

A	
  model	
  pseudopotenFal	
  has	
  two	
  important	
  physical	
  
parameters:	
  

	
   Zv

rc

Valence	
  charge	
  

	
  
Core	
  radius	
  

	
  
Good	
  agreeement	
  for	
  charge	
  density	
  distribuFons	
  
(defects,	
  impuriFes),	
  bad	
  results	
  for	
  total	
  energy.	
  

	
  



Valence	
  charge	
  

	
  

Core	
  Radius	
  

	
  



Ab-­‐ini*o	
  PseudopotenPals:	
  
Hamann-­‐Schlueter-­‐Chiang	
  (1979):	
  A	
  fully	
  ab-­‐ini/o	
  pseudopotenFal	
  can	
  be	
  constructed,	
  requiring	
  
that	
  the	
  soluFon	
  of	
  the	
  radial	
  Schroedinger	
  equaFon	
  for	
  the	
  full	
  and	
  the	
  pseudo	
  atoms	
  are	
  the	
  same,	
  
above	
  a	
  cut-­‐off	
  radius	
  rc	
  :	
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The	
  pseudo	
  wave	
  funcFon	
  is	
  a	
  smooth	
  funcFon	
  without	
  nodes.	
  Norm	
  conservaPon	
  ensures	
  opFmal	
  
transferability.	
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PHONONS	
  AND	
  DENSITY	
  FUNCTIONAL	
  
PERTURBATION	
  THEORY	
  

Second	
  Part	
  (Advanced	
  Topics)	
  



Outline:	
  

�  Phonons:	
  Physical	
  ProperPes,	
  experiments	
  and	
  theory	
  (history).	
  

�  	
  Ab-­‐ini*o	
  Methods	
  for	
  Phonons:	
  from	
  the	
  quantum	
  many-­‐body	
  problem	
  to	
  
linear	
  response.	
  

�  	
  Ab-­‐ini*o	
  Methods	
  for	
  Phonons:	
  direct	
  approaches	
  (frozen-­‐phonon	
  with	
  
supercells).	
  

�  	
  Phonon	
  Eigenvectors	
  and	
  Supercells.	
  

�  LimitaPons	
  of	
  the	
  supercell	
  method	
  (Kohn	
  Anomalies	
  in	
  metals).	
  

	
  

	
  

	
   	
  S.	
  Baroni,	
  S.	
  de	
  Gironcoli,	
  A.	
  del	
  Corso,	
  P.	
  Giannozzi,	
  Review	
  of	
  Modern	
  Physics	
  73,	
  515	
  (2001).	
  

	
  	
  



Phonons:	
  

q  Physical	
  ProperPes:	
  

•  Specific	
  heat,	
  laVce	
  expansion,	
  heat	
  conducFon,	
  melFng.	
  	
  

•  Electron-­‐Phonon	
  interacFon	
  (metals):	
  transport	
  (resisFvity),	
  superconducFvity,	
  
opFcal	
  spectra.	
  

q  Experimental	
  Methods:	
  	
  

•  Γ	
  point	
  (Raman/IR	
  spectroscopy)	
  

•  	
  InelasFc	
  scabering	
  (full	
  dispersion):	
  neutrons,	
  X-­‐ray,	
  Helium.	
  



Phonons:	
  

q  Theory	
  (early	
  approaches):	
  

•  Quantum	
  theory	
  of	
  laVce	
  vibraFons	
  (Born	
  et	
  al,	
  30’s):	
  dynamical	
  properFes,	
  
relaFon	
  to	
  crystal	
  symmetries	
  

•  	
  Empirical	
  Force	
  Constant	
  Models.	
  

•  	
  Shell	
  Model:	
  semi-­‐empirical	
  model	
  to	
  account	
  for	
  the	
  effect	
  of	
  electrons	
  on	
  
laVce	
  properFes.	
  	
  	
  

q Modern	
  Approaches	
  (Ab-­‐ini*o):	
  

•  Based	
  on	
  the	
  total	
  energy	
  of	
  the	
  quantum-­‐mechanical	
  problem	
  of	
  the	
  crystal	
  
(electrons+ions):	
  include	
  self-­‐consistently	
  the	
  effect	
  of	
  electrons	
  on	
  phonon	
  
properFes.	
  (De	
  Cicco	
  et	
  al,	
  Pick	
  et	
  al;	
  with	
  DFT:	
  Cohen	
  et	
  al,…	
  +	
  many	
  others).	
  



Ladce	
  Dynamics	
  from	
  electronic-­‐structure	
  Theory:	
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E(R)	
  is	
  the	
  Born-­‐Oppenheimer	
  energy	
  surface	
  (soluFon	
  of	
  the	
  electronic	
  
Schroedinger’s	
  equaFon	
  for	
  clamped	
  ions).	
  

The	
  Schroedinger	
  equaFon	
  for	
  the	
  nuclei	
  reads:	
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The	
  equilibrium	
  geometry	
  is	
  given	
  by	
  the	
  condiFon	
  that	
  the	
  forces	
  	
  on	
  individual	
  
nuclei	
  vanish:	
  

FI = −
∂E(R)
∂R I

= 0

det 1
MIMJ

∂2E(R)
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−ω 2 = 0

While	
  Phonon	
  Frequencies	
  can	
  be	
  calculated	
  from	
  the	
  determinant	
  of	
  the	
  Hessian	
  
matrix:	
  

R0	
  



Ab-­‐ini*o	
  Ladce	
  Dynamics:	
  

To	
  calculate	
  the	
  phonon	
  frequencies	
  of	
  a	
  given	
  system	
  we	
  have	
  to	
  compute	
  the	
  
second-­‐order	
  variaFons	
  of	
  the	
  energy.	
  There	
  are	
  two	
  methods	
  for	
  this:	
  

1)  Frozen-­‐phonon:	
  Direct	
  method	
  (brute-­‐force).	
  Calculate	
  the	
  total	
  energy	
  for	
  
(small)	
  finite	
  displacements	
  using	
  supercells.	
  

	
  

2)  Linear	
  Response:	
  “Elegant”	
  Method:	
  perturbaFons	
  are	
  “monochromaFc”,	
  
all	
  q	
  points	
  can	
  be	
  calculated	
  with	
  the	
  same	
  computaFonal	
  effort.	
  	
  	
  



Ladce	
  dynamics	
  (linear	
  chain)	
  

Linear	
  chain	
  with	
  2	
  force	
  constants:	
  

ω(k) = 2k(1− cos(ka))
M

= 2 k
M
sin ka

2

ω±
2 (k) = K +G

M
±
1
M

K 2 +G2 + 2KGcos(ka)

+	
  =	
  opPcal	
  
-­‐  =	
  acousPcal	
  
	
  
Eigenvector:	
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EXERCISE	
  
How	
  to	
  construct	
  supercells?	
  





Metals	
  have	
  many	
  small-­‐
scale	
  structures	
  due	
  to	
  
electron-­‐phonon	
  coupling	
  
(Kohn	
  anomalies).	
  




