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�  DFT1+2:	
  Hohenberg-­‐Kohn	
  Theorem	
  and	
  Kohn	
  and	
  Sham	
  equaPons.	
  

�  DFT3+4:	
  Solving	
  K-­‐S	
  in	
  pracPce;	
  basis	
  funcPons,	
  augmented	
  methods	
  and	
  psp	
  theory.	
  

�  DFT5:	
  PracPcal	
  problems	
  in	
  DFT	
  (k	
  space	
  integraPon,	
  convergence	
  etc)	
  

�  P1:	
  EOS	
  and	
  band	
  structure	
  of	
  silicon.	
  

�  ADV1+2:	
  Linear	
  Response	
  theory	
  (mostly	
  for	
  phonons).	
  

�  P2:	
  Phonons	
  of	
  silicon	
  

�  ADV3:	
  Wannier	
  FuncPons	
  and	
  TB	
  approximaPon.	
  

�  P3:	
  Wannier	
  FuncPons	
  and	
  BOM	
  for	
  silicon.	
  



Important	
  Dates:	
  

Exercises:	
  
	
  
First	
  appointment:	
  	
  
•  Thursday	
  15/5	
  16-­‐18	
  (the	
  room	
  is	
  free	
  16-­‐19);	
  
•  Friday	
  6/6	
  and	
  26/6	
  14-­‐16	
  	
  
(but	
  again,	
  the	
  room	
  is	
  free	
  13-­‐19,	
  so	
  we	
  	
  might	
  find	
  another	
  Fme).	
  	
  

Easter	
  Break:	
  	
  
First	
  lecture	
  aJer	
  the	
  break	
  is	
  7/5	
  (theory).	
  	
  



Solving	
  Kohn-­‐Sham	
  EquaPons	
  in	
  PracPce	
  (DFT	
  3-­‐4):	
  

�  Charge	
  self-­‐consistency	
  (mixing).	
  

�  Atoms:	
  soluFon	
  of	
  the	
  radial	
  equaFons.	
  

�  Solids:	
  Bloch	
  Theorem.	
  	
  

�  Basis	
  funcFons	
  and	
  secular	
  equaFons:	
  Kohn-­‐Sham	
  equaFons	
  for	
  plane	
  waves.	
  

�  PseudopotenPal	
  Theory.	
  

�  PSP	
  theory:	
  Basic	
  Concepts;	
  Empirical	
  PseudopotenPals;	
  Ab-­‐iniPo	
  
pseudopotenPal,	
  construcPon	
  (Chiang,	
  Hamann,	
  Schlueter	
  method).	
  

	
  

	
   For	
  these	
  topics	
  I	
  will	
  follow	
  “A	
  primer	
  in	
  Density	
  Func7onal	
  Theory”	
  (Springer),	
  chapters	
  6;	
  

Pseudopoten7al	
  Method,	
  G.B.	
  Bachelet	
  and	
  A.	
  FilippeH	
  (notes).	
  	
  



Kohn-­‐Sham	
  equaPons	
  in	
  plane-­‐wave	
  basis:	
  

ψnk (r) = cnk (G)
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If	
  the	
  total	
  scf	
  potenFal	
  is	
  periodic,	
  the	
  K-­‐S	
  equaFons	
  couple	
  only	
  Fourier	
  components	
  G	
  which	
  differ	
  by	
  
a	
  laWce	
  vector	
  (new	
  proof).	
  If	
  the	
  number	
  of	
  G	
  is	
  infinite,	
  PWs	
  form	
  a	
  complete	
  basis	
  set	
  (*	
  is	
  exact.)	
  

If	
  we	
  use	
  only	
  a	
  finite	
  number	
  of	
  plane	
  waves	
  (NPW),	
  the	
  computaFonal	
  Fme	
  scales	
  like	
  (NPW)3.	
  

Typically,	
  the	
  cutoff	
  on	
  the	
  maximum	
  number	
  of	
  plane	
  waves	
  is	
  introduced	
  requiring	
  that:	
  

|k+G|2<Ecut.	
  

*	
  



Meaning	
  of	
  the	
  cut-­‐off	
  energy:	
  
A	
  cut-­‐off	
  energy	
  (or	
  wave-­‐vector)	
  determines	
  what	
  is	
  the	
  smallest	
  length	
  scale	
  that	
  can	
  be	
  represented	
  
by	
  our	
  plane-­‐wave	
  basis:	
  	
  

k+G <Gcut

λmin =
2π
Gcut

In	
  a	
  true	
  (full)	
  atom,	
  the	
  minimum	
  length	
  scale	
  is	
  set	
  by	
  the	
  1s	
  orbital;	
  pseudopotenPals	
  represent	
  an	
  
efficient	
  (physically	
  meaningful)	
  way	
  to	
  derive	
  an	
  effecFve	
  atomic	
  potenFal,	
  which	
  requires	
  less	
  plane-­‐
wave	
  components	
  to	
  be	
  represented.	
  

Empirical	
  pseudopotenPals	
  use	
  only	
  a	
  few	
  Fourier	
  components	
  of	
  Eq.	
  (*)	
  as	
  adjustable	
  parameters	
  to	
  
reproduce	
  the	
  electronic	
  structures	
  of	
  given	
  compounds.	
  These	
  are	
  ad-­‐hoc	
  fit	
  of	
  the	
  electronic	
  
structure,	
  and	
  we	
  will	
  not	
  treat	
  them	
  here.	
  “Modern”	
  pseudopotenFals	
  derive	
  suitable	
  expressions	
  for	
  
the	
  vps(G)	
  starFng	
  from	
  the	
  atomic	
  problem	
  (full-­‐>pseudo	
  construcPon).	
  



Key	
  Concepts	
  in	
  pseudopotenPal	
  Theory:	
  

�  Core-­‐Valence	
  SeparaFon.	
  

�  OrthogonalizaFon	
  and	
  nodes	
  of	
  the	
  atomic	
  wave-­‐funcFons.	
  

�  PseudopotenFal	
  Transferability.	
  

�  Norm	
  conservaFon.	
  

�  Unscreening.	
  
	
  

	
  



Core-­‐Valence	
  SeparaPon:	
  

Many	
  of	
  the	
  important	
  properFes	
  of	
  solids	
  
(chemical	
  bonds,	
  electric	
  and	
  thermal	
  properFes)	
  
are	
  due	
  to	
  valence	
  electrons	
  (core	
  electrons	
  play	
  
a	
  minor	
  role).	
  

Valence	
  electrons	
  (i.e.	
  electrons	
  belonging	
  to	
  the	
  
outermost	
  shell	
  of	
  the	
  atom)	
  are	
  well	
  separated	
  
in	
  energy	
  and	
  space	
  from	
  core	
  electrons.	
  

PseudopotenPals	
  replace	
  the	
  true	
  atom	
  with	
  a	
  
pseudoatom	
  which	
  contains	
  only	
  valence	
  
electrons.	
  	
  	
  





Schroedinger	
  EquaPon	
  for	
  Atoms:	
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ϕi (r) =Ylm (ϑ ,ϕ )Rnl (r)

If	
  the	
  “effecFve	
  potenFal”	
  felt	
  by	
  the	
  electrons	
  in	
  an	
  atom	
  has	
  spherical	
  symmetry,	
  the	
  wave-­‐funcFons	
  
factorize	
  into	
  an	
  angular	
  and	
  a	
  radial	
  part:	
  

Ylm	
  are	
  the	
  spherical	
  harmonics;	
  the	
  radial	
  part	
  obeys	
  the	
  one-­‐dimensional	
  Schroedinger	
  equaFon:	
  

The	
  effecFve	
  potenFal	
  is	
  –Z/r	
  +	
  some	
  effecFve	
  screening;	
  for	
  example,	
  in	
  DFT,	
  Veff=-­‐Z/r+	
  vH[n]+vxc[n];	
  
the	
  largest	
  contribuFon	
  to	
  the	
  screening	
  is	
  the	
  Hartree	
  term.	
  	
  

Even	
  when	
  screening	
  is	
  included,	
  the	
  soluFons	
  of	
  the	
  atomic	
  problem	
  sFll	
  have	
  a	
  hydrogen-­‐like	
  shell	
  
(n,l)	
  structure;	
  the	
  shells	
  are	
  occupied	
  in	
  order	
  of	
  increasing	
  n,l.	
  



Atoms:	
  spherical	
  harmonics	
  

Ylm (ϑ ,ϕ ) =αe
imϕPl

m (cosϑ )



Atoms:	
  hydrogenoid	
  wavefuncPons	
  

Pnl (r) = r
2Rnl (r)

First	
  terms	
  (explicit	
  form):	
  

r =
a0
2
3n2 − l(l +1)"# $%



Orthogonality	
  CondiPon	
  and	
  “wiggles”:	
  

ϕi (r) =Ylm (ϑ ,ϕ )Rnl (r)

The	
  “total”	
  wave-­‐funcPon	
  (radial	
  x	
  angular	
  part)	
  has	
  to	
  be	
  orthogonal,	
  i.e.:	
  

d3r∫ ϕ j
*(r)ϕi (r) = δij

Spherical	
  Harmonics	
  are	
  orthogonal,	
  i.e.:	
  

sinϑ dϑ dϕ∫∫ Ylm (ϑ ,ϕ )Yl 'm ' (ϑ ,ϕ ) = δll 'δmm '

So	
  eigenfuncFons	
  corresponding	
  to	
  different	
  l	
  shells	
  (s	
  and	
  p,	
  p	
  and	
  d,	
  s	
  and	
  d,	
  a.s.o.	
  )	
  are	
  orthogonal	
  to	
  
each	
  other	
  because	
  their	
  angular	
  part	
  are	
  orthogonal.	
  On	
  the	
  other	
  hand,	
  two	
  wavefuncFons	
  
corresponding	
  to	
  states	
  with	
  the	
  same	
  l	
  and	
  different	
  n	
  must	
  have	
  orthogonal	
  radial	
  wavefunc4ons,	
  i.e.	
  

r2 dr∫ Rnl (r)Rn 'l (r) = δnn '

This	
  introduces	
  orthogonality	
  “wiggles”,	
  i.e.	
  small	
  amplitude	
  oscillaFons	
  on	
  radial	
  wfs	
  with	
  large	
  n.	
  





In	
  real	
  (full)	
  atoms,	
  valence	
  
wavefuncFons	
  have	
  oscillaFons	
  on	
  
length	
  scales	
  which	
  are	
  much	
  smaller	
  
than	
  the	
  physically-­‐relevant	
  region.	
  

In	
  pseudo-­‐atoms,	
  these	
  oscillaPons	
  
are	
  cut	
  out…	
  

r =
a0
2
3n2 − l(l +1)"# $%



Full-­‐pseudo	
  problem:	
  



Model	
  PseudopotenPals:	
  
The	
  solid	
  can	
  be	
  approximated	
  as	
  isolated	
  (rigid)	
  pseudo-­‐atoms	
  +	
  valence	
  electrons	
  which	
  re-­‐arrange	
  
self-­‐consistently	
  due	
  to	
  different	
  environment	
  (chemical	
  bonds).	
  The	
  tail	
  of	
  the	
  potenFal	
  of	
  the	
  pseudo-­‐

atoms	
  must	
  behave	
  as	
  –Zv/r.	
  

A	
  model	
  pseudopotenFal	
  has	
  two	
  important	
  physical	
  
parameters:	
  

	
   Zv

rc

Valence	
  charge	
  

	
  
Core	
  radius	
  

	
  
Good	
  agreeement	
  for	
  charge	
  density	
  distribuFons	
  
(defects,	
  impuriFes),	
  bad	
  results	
  for	
  total	
  energy.	
  

	
  



Valence	
  charge	
  

	
  

Core	
  Radius	
  

	
  



Non-­‐local	
  PseudopotenPals:	
  

To	
  reproduce	
  the	
  correct	
  shape	
  of	
  the	
  valence	
  
electron	
  wave-­‐funcFon,	
  the	
  pseudo-­‐potenFal	
  should	
  
be	
  l-­‐dependent.	
  	
  

	
  



Ab-­‐ini7o	
  PseudopotenPals:	
  
Hamann-­‐Schlueter-­‐Chiang	
  (1979):	
  A	
  fully	
  ab-­‐ini4o	
  pseudopotenFal	
  can	
  be	
  constructed,	
  requiring	
  
that	
  the	
  soluFon	
  of	
  the	
  radial	
  Schroedinger	
  equaFon	
  for	
  the	
  full	
  and	
  the	
  pseudo	
  atoms	
  are	
  the	
  same,	
  
above	
  a	
  cut-­‐off	
  radius	
  rc	
  :	
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The	
  pseudo	
  wave	
  funcFon	
  is	
  a	
  smooth	
  funcFon	
  without	
  nodes.	
  





Transferability:	
  

χ l
ps (r)

2
dr

0

rc

∫ = χnl (r)
2 dr

0

rc

∫

A	
  pseudopotenFal	
  is	
  transferable,	
  when	
  it	
  can	
  be	
  used	
  to	
  describe	
  accurately	
  the	
  properFes	
  of	
  a	
  
system,	
  where	
  the	
  chemical	
  and	
  physical	
  environment	
  is	
  different	
  than	
  the	
  one	
  it	
  was	
  derived	
  for.	
  In	
  
1979	
  (Hamann,	
  Schlueter,	
  Chiang)	
  it	
  was	
  realized	
  that	
  matching	
  exactly	
  the	
  tails	
  of	
  the	
  wavefuncFons	
  
ensured	
  opFmal	
  transferability.	
  This	
  was	
  guaranteed	
  by	
  the	
  condiFon	
  of	
  norm	
  conservaPon:	
  

Which	
  guarantees	
  that	
  the	
  pseudoatom	
  has	
  the	
  correct	
  electrostaFc	
  properFes	
  (Gauss	
  Theorem)	
  and	
  
the	
  right	
  scarering	
  condiFons	
  (bonding	
  properFes).	
  



Unscreening:	
  
In	
  the	
  HSC	
  procedure,	
  the	
  pseudopotenFal	
  is	
  obtained	
  by	
  inverFng	
  the	
  Schroedinger	
  equaFons	
  for	
  
the	
  wave	
  funcFons;	
  however,	
  the	
  potenFal	
  which	
  is	
  found	
  by	
  the	
  inversion	
  of	
  the	
  Sch’s	
  equaFons	
  is	
  
“bare”,	
  but	
  screened	
  by	
  its	
  valence	
  electrons.	
  Since	
  the	
  behaviour	
  of	
  the	
  valence	
  electrons	
  depends	
  
strongly	
  on	
  the	
  local	
  environment	
  of	
  the	
  (pseudo)	
  atom,	
  the	
  pseudopotenFal	
  found	
  with	
  this	
  
procedure	
  has	
  to	
  be	
  “unscreened”,	
  i.e.:	
  

vl
ps,bare(r) = vl

ps,screened (r)− vH [n
ps,v ]− vxc[n

ps,v ]

This	
  “bare”	
  pseudopotenFal	
  can	
  now	
  be	
  used	
  to	
  solve	
  the	
  K-­‐S	
  equaFons	
  for	
  the	
  given	
  atom	
  in	
  any	
  
chemical	
  environment.	
  



In	
  summary:	
  

Solve	
  the	
  Schroedinger’s	
  equaFons	
  for	
  a	
  given	
  atom	
  
and	
  find	
  the	
  full	
  atomic	
  wavefuncPons	
  	
  

Match	
  the	
  valence	
  wavefuncFons	
  of	
  the	
  true	
  atom	
  
with	
  nodeless,	
  smooth	
  funcFons	
  above	
  rc.	
  

Invert	
  the	
  Schroedinger	
  equaFons	
  for	
  the	
  
pseudoatom	
  to	
  find	
  vps.	
  

Unscreen	
  the	
  pseudopotenFal	
  from	
  its	
  
valence	
  electrons.	
  



Ab-­‐iniPo	
  pseudopotenPals:	
  



Literature	
  (psp	
  development):	
  


