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Kapitel 0

Einfiihrung in die Elektrodynamik

0.1 Elektrische Ladung

Wiéhrend in der Mechanik die Eigenschaft Masse im Vordergrund steht, ist die Ladung
von Massenpunkten Ausgangspunkt der Elektrodynamik. Sie besitzt eine Reihe von fun-
damentalen Eigenschaften, die durch vielféltige experimentelle Messungen gesichert sind:

1.) Esgibt 2 Sorten von Ladungen: positive und negative. Ladungen gleichen Vorzeichens
stoflen sich ab, Ladungen verschiedenen Vorzeichens ziehen sich an.

2.) Die Gesamtladung eines Systems von Massenpunkten ist die algebraische Summe der
Einzelladungen; die Ladung st ein Skalar.

3.) Die Gesamtladung eines abgeschlossenen Systems ist konstant und ihr Zahlenwert
unabhéngig vom Bewegungszustand des Systems.

4.) Ladung kommt nur als Vielfaches einer Elementarladung e (eines Elektrons) vor,

q = ne; n=0,%£1,£2 43, ...

Klassischer Nachweis fiir die Quantisierung der Ladung ist der Millikan-Versuch. Den
Elementarteilchen Quarks ordnet man zwar drittelzahlige Ladungen zu, d.h. ¢ = £(1/3)e
bzw. ¢ = £(2/3)e, jedoch sind diese Quarks im uns hier interessierenden Energiebereich
nicht als freie Teilchen beobachtbar.

0.2 Elektrostatik

Das einfachste Problem der Elektrodynamik ist der Fall ruhender Ladungen, den wir mit
Elektrostatik bezeichnen. Bringt man in die Umgebung einer (oder mehrerer) raumlich
fixierter Punktladungen eine Probeladung q, so wirkt auf diese Probeladung eine Kraft K,
welche im allgemeinen vom Ort r der Probeladung abhéngt:

K = K(r) .



Ersetzt man ¢ durch eine andere Probeladung ¢', so findet man fiir die auf ¢’ wirkende
Kraft K':

K'/¢ = K/q.

Elektrisches Feld
Diese Erfahrung legt es nahe, den Begriff des elektrischen Feldes

B(r) — K@)
einzufiihren. Dieses von den ruhenden Punktladungen erzeugte Feld ordnet jedem Raum-
punkt r ein Tripel reeller Zahlen zu, welches sich wie ein Vektor transformiert.
Aufgabe der Elektrostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang von Ladungsvertei-
lung p(r) und elektrischem Feld E(r) zu finden und daraus bei gegebener Ladungsvertei-
lung (z.B. einer homogenen raumlichen Kugel) das Feld zu berechnen.

0.3 Magnetostatik

Bewegte Ladungen in Form stationdrer Strome sind der Ursprung magnetostatischer Fel-
der, die wir in Analogie zu den elektrostatischen Feldern einfithren wollen. Wir gehen von
folgender experimenteller Erfahrung aus: Bringt man in die Umgebung eines von einem
stationdren Strom durchflossenen Leiters eine Probeladung ¢, so kann die auf ¢ am Ort r
wirkende Kraft geschrieben werden als

K(r) = ¢ (v X B(r)) .

Dabei ist v die Geschwindigkeit der Probeladung und B(r) ein (von v unabhéngiges)
Vektorfeld, der magnetischen Induktion, hervorgerufen durch den vorgegebenen stati-
ondren Strom.

Aufgabe der Magnetostatik ist es, den allgemeinen Zusammenhang zwischen einer
stationdren Stromverteilung j(r) und dem magnetischen Feld B(r) zu finden und daraus
bei gegebener Stromverteilung (z.B. fiir einen stationdren Kreisstrom) das Feld zu berech-
nen.

0.4 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Nach den bisherigen Ausfiithrungen kénnte der Eindruck entstehen, als seien das elektri-
sche und das magnetische Feld von einander unabhéngige Grofien. Dass dies nicht der Fall
ist, zeigen folgende einfache Uberlegungen:

1.) Lorentz-Transformation. Wenn eine Punktladung @) in einem Inertialsystem ¥ ruht,
so misst (iiber die auf eine Probeladung ¢ wirkende Kraft) ein Beobachter in ¥ ein
elektrisches Feld E # 0, jedoch kein Magnetfeld.

Fiir einen anderen Beobachter in einem gegeniiber 3 bewegten Inertialsystem Y ist
die Ladung bewegt. Der Beobachter in ¥’ misst daher sowohl ein elektrisches Feld
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E’ # 0 als auch ein magnetisches Feld B’ # 0. Die Wechselwirkung zwischen der
betrachteten Ladung und einer Probeladung ¢ wiirde also von einem Beobachter in
¥ als rein elektrische Wechselwirkung (vermittelt durch das Feld E) beschrieben,
wahrend ein Beobachter in ¥/ sowohl elektrische als auch magnetische Wechselwir-
kung feststellen wiirde (vermittelt durch die Felder E' und B’). Diese Betrachtung
zeigt, dass man elektrisches und magnetisches Feld als eine Finheit ansehen muss,
als elektromagnetisches Feld.

Anmerkung: Fiir den bei der Magnetostatik diskutierten Fall eines von einem sta-
tiondren Strom durchflossenen Leiters tritt kein elektrisches Feld auf, da bei einem
stationdren Strom im Leiter kein Ladungsstau auftritt, so dass sich die im Leiter
befindlichen positiven und negativen Ladungstriager (Gitterbausteine und Leitungs-
elektronen) nach aufien hin kompensieren.

2.) Kontinuitatsgleichung. Die wechselseitige Abhéngigkeit von elektrischem und magne-
tischem Feld tritt unvermeidbar dann zu Tage, wenn wir beliebige Ladungs- und
Stromverteilungen p(r,t) und j(r,t) zulassen. Die Forderung der Ladungserhaltung
ergibt dann die Verkniipfung von p und j via der Kontinuitétsgleichung

%p(rﬂf) +V J(I‘,t) =0,

da die Ladung in einem bestimmten Volumen V nur ab(zu)-nehmen kann, indem
ein entsprechender Strom durch die Oberfliche von V hinaus(hinein)-flieit. Dann
konnen aber E und B nicht mehr unabhéngig voneinander berechnet werden.

0.5 Maxwell’sche Gleichungen

Den allgemeinen Zusammenhang zwischen E,;B und den Ladungen (den Quellen des
elektromagnetischen Feldes) beschreiben die Maxwell-Gleichungen. Folgende Aufgabe
ergibt sich:

1.) die Maxwell-Gleichungen zu formulieren und experimentell zu begriinden,

2.) ihre Invarianzeigenschaften zu untersuchen, woraus sich direkt der Zugang zur spezi-
ellen Relativitdtstheorie ergibt. Die Untersuchung wird zeigen, dass der Ubergang
von einem Inertialsystem zu einem anderen durch eine Lorentz-Transformation
beschrieben werden muss, d.h. dass fiir alle Inertialbeobachter die gleiche Physik
qilt.

3.) Energie-, Impuls- und Drehimpuls-Bilanz fiir ein System geladener Massenpunkte
im elektromagnetischen Feld werden dazu fithren, dem elektromagnetischen Feld
Energie, Impuls und Drehimpuls zuzuordnen. Daraus werden sich dann Begriffe wie
Strahlungsdruck und die Einfithrung von Photonen ergeben.

4.) Losungstheorie der Maxwell-Gleichungen. Beispiele sind die Ausbreitung elektromag-
netischer Wellen oder die Strahlung eines schwingenden elektrischen Dipols.



0.6 Materie im elektromagnetischen Feld

Die Maxwell-Gleichungen bestimmen im Prinzip die Felder E(r, t) und B(r, t) vollstindig,
wenn die Ladungsverteilung p(r,?) und die Stromverteilung j(r,¢) bekannt sind. In der
Praxis treten dabei folgende Probleme auf:

1.) Fiir ein System von N geladenen Massenpunkten miisste man die Newton’schen Bewe-
gungsgleichungen 16sen, um p(r, ) und j(r, t) mikroskopisch berechnen zu kénnen.
Fiir ein Stiick Materie von makroskopischen Dimensionen (z.B. das Dielektrikum
zwischen den Platten eines Kondensators oder dem Eisenkern einer stromdurchflos-
senen Spule) haben wir es mit 102 — 10> Massenpunkten zu tun!

2.) Die mikroskopisch berechneten Funktionen p(r,t) und j(r,t) werden im allgemei-
nen starke Schwankungen iiber kleine rdumliche und zeitliche Distanzen aufweisen.
Die Losung von Maxwell-Gleichungen (mehrdimensionale Integrationen) wére dann
praktisch nicht durchfiihrbar bzw. unékonomisch!

Gemittelte Felder

Einen Ausweg aus dieser Problematik bietet der folgende Kompromiss: Wir verzichten auf
die Kenntnis des elektromagnetischen Feldes in mikroskopischen Dimensionen (Volumina
von 10~**cm?; Zeiten von 10~®sec) und geben uns mit Mittelwerten (107% cm?, 10~ 3sec)
zufrieden. Anstelle von p(r, t), j(r,t), E(r,t) und B(r, t) treten dann Mittelwerte der Form

< p(r,t) > =

3
AVAt/d zdr p(r+x,t+7)

und entsprechend fiir < j(r,t) >, < E(r,f) > und < B(r,t) >. Aus den Maxwell-
Gleichungen der mikroskopischen Felder ergeben sich dann Gleichungen &hnlicher Struk-
tur fiir das makroskopische elektromagnetische Feld. Die darin auftretenden Verteilungen
< p > und < j > werden dann durch den experimentellen Aufbau definiert bzw. einge-
stellt.

Fundamentale und makroskopische Felder
Fiir die Beschreibung der elektromagnetischen Eigenschaften hat es sich als zweckméfig
erwiesen, zu den Mittelwerten der fundamentalen Felder, der

elektrischen Feldstéirke E und der
magnetischen Induktion B,

noch zwei weitere Vektorfelder als Hilfsgréfen einzufiihren: die

dielektrische Verschiebung D und die
magnetische Feldstirke H.

Die dann zusétzlich benotigten Bestimmungsgleichungen gewinnt man durch Annahme
eines linearen Zusammenhanges von E und D bzw. B und H, charakterisiert durch die
Dielektrizitdtskonstante ¢ und die
Permeabilitéit p.

Héaufig ist die makroskopische Stromverteilung nicht von auflen vorgebbar, sondern
noch von den zu berechnenden Feldern abhingig. Im einfachsten Fall (Ohm’sches Ge-
setz) setzt man einen linearen Zusammenhang zwischen makroskopischem Strom und
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elektrischer Feldstéirke an, womit (als Proportionalitatskonstante) eine weitere Material-
konstante ins Spiel kommt: die

elektrische Leitfahigkeit o.

Die Berechnung dieser Materialkonstanten (e, p,0) aus der atomaren Struktur der
Materie gehort in den Bereich der Atom- und Festkorperphysik und benutzt Methoden
der statistischen Mechanik.

Damit ergeben sich folgende Aufgabenstellungen:

1.) Ubergang von den mikroskopischen zu den makroskopischen Maxwell-Gleichungen.

2.) Einfithrung von Materialkonstanten und ihre Berechnung aus der atomaren Struktur
der Materie fiir einfache Modelle.

3.) Verhalten der Felder an Grenzflichen zwischen verschiedenen Medien. Beispiel: Das
Reflexions- und Brechungs-Gesetz der Optik.
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13. E. Rebhan, Theoretische Physik
(Spektrum-Verlag, Heidelberg, 1999)

11



Teil 1

Elektrostatik

12



Kapitel 1

Coulomb’sches Gesetz

1.1 Ladungserhaltung und Ladungsinvarianz

In der Einfithrung hatten wir die grundlegenden Eigenschaften der elektrischen Ladung
kurz zusammengestellt. Zur experimentellen Priifung dieser Eigenschaften benétigt man
zunéchst eine Messvorschrift fiir Ladung. Eine solche Messvorschrift wird im néchsten
Unterkapitel nachgeliefert. Zuvor noch einige Ergénzungen zur Ladungserhaltung und La-
dungsinvarianz.

Paarerzeugung

Besonders eindrucksvolle Beweise fiir die Ladungserhaltung sind die Paar-Erzeugung und
Paar-Vernichtung. So zerstrahlen z.B. ein Elektron (e~) und ein Positron (e') in ein
hochenergetisches massives Photon (y-Quant), welches ungeladen ist; umgekehrt entsteht
bei der Paar-Erzeugung (z.B. in 77,7~ Mesonen) stets gleich viel positive wie negative
Ladung.

tet(—e)=0 ¢=0 +e+(-e)=0

Die Ladungsinvarianz zeigt sich z.B. darin, dass Atome und Molekiile neutral sind,
obwohl der Bewegungszustand von Protonen und Elektronen sehr unterschiedlich ist. Be-
sonders klar ist das Beispiel des Helium-Atoms (*He) und des Deuterium-Molekiils (D-).
Beide bestehen aus 2 Protonen und 2 Neutronen sowie 2 Elektronen und sind damit elek-
trisch neutral, obwohl der Bewegungszustand der Protonen im Kern des Helium-Atoms
und des Do-Molekiils sehr verschieden sind: das Verhdltnis der kinetischen Energien ist
etwa 10°, der mittlere Abstand der Protonen im D,-Molekiil in der Gréfienordnung von
107% cm, im He-Kern von 10~ cm.
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1.2 Coulomb-Kraft ;

Als experimentell gesicherte Grundlage fiir die Elektrostatik benutzen wir das Cou-
lomb’sche Kraftgesetz zwischen 2 Punktladungen:

K12 = Fe @ o (11)
T12

ist die von Ladung ¢; auf Ladung ¢» ausgeiibte Kraft. Hierbei ist rjs = ro —ry, 712 = |r19]
und I', eine noch zu bestimmende Proporotionalitdtskonstante.

Eigenschaften:

1.) Anziehung (Abstoflung) fiir ungleichnamige (gleichnamige) Ladungen.
2.) Kj2 = —Koy;: Actio = Reactio; also ist der Impuls der beiden Teilchen erhalten.

3.) Zentralkraft: da eine Punktladung (beschrieben durch die skalaren Gréfien m, ¢) im
Raum keine Richtung auszeichnet. (— Drehimpulserhaltung)

Anmerkung: Fiir (schnell) bewegte Ladungen gilt ([1.1)) nicht mehr. Das elektromagne-
tische Feld ist dann in die Impuls- und Drehimpulsbilanz einzubeziehen.
Gleichung (|1.1)) ist zu ergénzen durch das Superpositionsprinzip:

K, = Ky + Ky, (1.2)

fiir die von 2 Punktladungen ¢, und g3 auf ¢; ausgeiibte Kraft.

Messvorschrift fiir Ladung
Vergleicht man 2 Ladungen ¢, ¢' anhand der von einer festen Ladung ) auf sie ausgeiibten

Kraft, so findet man fiir Punktladungen geméf (1.1)):

q K ;
=T (1.3):

Damit sind Ladungsverhéltnisse durch Kraftmessung zu bestimmen: Nach Wahl einer
Einheitsladung (Ladung des Elektrons oder Positrons) kénnen wir Ladungen relativ zu
dieser Einheitsladung messen.

Mafisysteme
Fiir die Festlegung der Proportionalitdtskonstanten I', gibt es 2 Moglichkeiten:
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1.1
1.2
1.3

i) Gauf’sches cgs-System: Hier wihlt man I', als dimensionslose Konstante; speziell

r, =1, (1.4)
dann ist iiber (1.1)) die Dimension der Ladung bestimmt zu
l¢] = [Kraft]"/?[Léinge] = dyn'/? x cm . (1.5)

Die elektrostatische Einheit ist dann diejenige Ladung, die auf eine gleich grofie im
Abstand von 1 cm die Kraft 1 dyn ausiibt. Das Gaufi’sche cgs-System wird in der
Grundlagenphysik bevorzugt.

ii) MKSA-System. Zusétzlich zu den mechanischen Einheiten (Meter, Kilogramm, Se-
kunde) wird noch die Ladungseinheit Coulomb = Ampere-Sekunde definiert. Dabei
ist 1 Ampere der elektrische Strom, der aus einer Silbernitratlésung pro Sekunde
1.118 mg Silber abscheidet. Schreibt man

1 i
r. = , (1.6):

4meg

so nimmt die Konstante ¢y den Wert

Coulomb?

Newton - Meter?

€ = 8.854-107"2 (1.7):

an. Das MKSA-System hat sich in der angewandten Elektrodynamik (Elektrotech-
nik) durchgesetzt.

1.3 Das elektrische Feld eines Systems von Punkt-
ladungen

Die von N ruhenden Punktladungen ¢; an der Orten r; auf eine Probeladung ¢ am Ort r

ausgeiibte Kraft ist nach (|1.1]) und (1.2):

N
q gi(r — 1)
dmeo <= |r — [’

K = = ¢E(r), (1.8)

wobel wir
N

B = Y4 r=n (1.9)

i1 47T€0 |I' — I'Z'|3

als (statisches) elektrisches Feld bezeichnen, welches von den Punktladungen ¢; am Ort
r erzeugt wird. Es ist geméaf3 ein Vektorfeld, da ¢ ein Skalar ist. Bei vorgegebener
Ladung ¢ zeigt (1.17]), wie man ein elektrisches Feld messen kann. Dabei ist darauf zu
achten, dass die Probeladung so klein ist, dass man ihren Einflul auf das auszumessende
Feld vernachléssigen kann.
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1.4
1.5
1.6
1.7
4.13pr
1.9

Elektrisches Potential
Analog dem Fall der Gravitationstheorie in der Mechanik kann man die Vektor-Funktion
E(r) aus dem elektrischen Potential

N

qi 1 :
= —_—— 1.10):
o(r) “— 4meo [r — 1] ’ (1.10)
einer skalaren Funktion, durch Differentiation gewinnen:
E = -V¢. (1.11):

Die (potentielle) Energie der ruhenden Massenpunkte mit den Ladungen ¢; ist dann

N
qiq; 1 :
= = = = i i) s 1.12):
R e

wobei ¢(r;) das Potential am Ort r; ist, welches die Ladungen dort erzeugen. Der Faktor
(1/2) auf der rechten Seite von @D korrigierte die Doppelzidhlung der Beitridge in der
Summe ), ;- Bemerkung: In @ muss streng genommen die Selbstenergie fiir i = j
im rechten Ausdruck wieder abgezogen werden.

Beispiele:

Punktladung Plattenkondensator

YYYYYYYVYYY

q>0 g<0 homogenes Feld

1.4 Ubergang zu kontinuierlichen Ladungsverteilun-
gen

Wir ersetzen
g - /de(r) o (1.13):

wobei p(r) die Ladungsdichte am Ort r ist, mit der Normierung

= Zq = / dVp(r) . (1.14)
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1.10
1.11
1.12
1.13
1.14

Damit tritt anstelle von (1.9)), (1.10)), (1.12):

1 (r—1') :
E = — [ dV'p(x) ——= 1.15):
0 = g [ Vo) I (1.15)
o) = o [ aVipte) (116}
r) = r 16):
drey P lr — /|
und )
U= / AV p(r)o(r) . (117§
Beispiel: homogen geladene Kugel
p(r) = po fir |r|<R; p(r) = 0 sonst. (1.18):
Die Integration in (|1.16)) lautet (mit » = |r| und ¢ = cos 6):
1 R 1
o(r) = 27rp0/ T’/2d7“// de (2472 =2r¢ )72
dreg 0 -1
und ergibt (UB):
o) — 2 fir >R @r) = @(R—Q—T—Q) fir r<R  (L19)
 Arer| -7 e 2 6 - s
mit 4
Q = / dVp(r) = gpoR?’. (1.20);
Dann folgt fiir E aus (1.11)):
Q r ) ' Po . ;
E(r) = Treo 1P fir r>R; E(r) = 3—60r fir r<R. (1.21):
Fiir die Energie U findet man mit ((1.17) und ((1.19):
00 4 pd /R ,, R* 1P pE2R> 3 Q% 1 ;
v="2[av - P dr (o~ Dy = o2 2% (g 99
2 o) = S LT S ) TS TS (2

Anwendung: Bestimmung des klassischen Elektronenradius

Nach (1.22) wird die Selbstenergie eines punktformigen Teilchens (R — 0) unendlich.
Nun ist nach der Relativitidtstheorie die Energie eines ruhenden Teilchens, z. B. eines
Elektrons, mit seiner Ruhemasse mq verkniipft durch

Ey = moc® . (1.23)

Ein streng punktférmiges (geladenes) Teilchen hétte also nach ([1.22)) eine unendlich grofie
Ruhemasse! Fithren wir andererseits die gesamte (endliche) Ruhemasse eines Elektrons
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1.15
1.16
1.17
1.18
1.19
1.20
1.21
1.22
1.23

auf seine elektrostatische Energie zuriick, so miissen wir dem Elektron einen endlichen
Radius Ry, den klassischen Elektronenradius zuordnen,

3 e

S~ 10%Bem = 1fm = 10°A4. 1.24):
547T€0m002 o o ( )

Ry =

Fiir Dimensionen < 107 cm miissen wir also fiir Elektronen mit Abweichungen vom
Coulomb’schen Gesetz rechnen.

1.5 Multipolentwicklung

Wir betrachten eine auf ein endliches Volumen V' begrenzte Ladungsverteilung (diskret
oder kontinuierlich) und untersuchen ihr Potential ¢ in einem Punkt P weit auflerhalb
von V.

v

Der Koordinatenursprung 0 moge innerhalb V' liegen; wir kénnen z.B. 0 als Ladungsschwer-
punkt, definiert durch
r, = 2il®ln (1.25)
i |4l
wéhlen. Solange r; < r, kénnen wir ((1.10) durch eine Taylor-Reihe darstellen,

¢ = o+ 1+ o+ s+ ..., (1.26)

wenn wir

1 1 1 1
_ _ ! (1.27)
r — Vr2—=2r-r;+1r? ry/1—2r-r;—1r?) /r
verwenden und in (21 - r; — r2) /r? entwickeln. Mit (1 —2)~Y2 = 14+2/2+322/8+ O(2?)
ergibt sich:

1

lr —r;

1 2
=~ 4 o (1.28)

Wenn wir nun noch die Terme geeignet nach Potenzen von r;/r etc. zusammenfassen,

finden wir ) -
1 1 T 13(r-r;)" —r:
per 183@ew) =i (1.20)

r—r| r3 2 o

Fiir das elektrostatische Potential ¢(r) finden wir somit
1 ai 1 Q 1 d-r 1 1rFQpr!

o(r) = 41eg ; v —r;|  dmey 7 + dmeg 13 Tt Ameg 2 1P

(1.30f
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1.24
1.25

Die Terme bedeuten:

1.) Monopol-Anteil

do(r) = [ (1.31f

— 4meqr 4megr
1

Die Gesamtladung (oder Monopolmoment) erzeugt in 0. Ndherung der
Taylor-Entwicklung ein Feld, welches aus gentigend grofler Entfernung dem einer in 0
lokalisierten Punktladung entspricht.

2.) Dipol-Anteil
dr d cosf
1 (r) = - . (1.32)

dmegr? 4dregr?

Das Dipolmoment d ist |[d = ), ¢;r; |. Der Winkel 6 ist der Winkel zwischen r und
d:

Abhingigkeit des Dipolmoments vom Koordinatenursprung Verschiebt man den
Ursprung 0 um a, so wird

&= Yal-a) - d-0a (153

Falls @ # 0, kann man a so wéhlen, dass d’ = 0 wird. Wenn dagegen ) = 0 ist, so wird
dagegen d = d’ unabhéngig vom Ursprung und das Dipolmoment beschreibt eine echte
innere Eigenschaft des betrachteten Systems.

Konstruktionsanleitung: Man bestimme die Schwerpunkte der positiven bzw. ne-
gativen Ladungstriger. Fallen diese zusammen, so ist d = ), ¢;r; = 0. Andernfalls gibt
ihre Verbindungslinie die Richtung von d; ihr Abstand ist ein Maf fiir den Betrag von d.

Beispiel: Molekiile.
3.) Quadrupol-Anteil.

po(r) = L1 Gur (1.34)

dmeg2 1o

Aus 77°Qurt = 3, ¢; [3(r - 1;)% — r2r?] (siehe (T.29)) finden wir fiir die Elemente Q des
Quadrupoltensors Q):
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1.30

@)

C

@ ® O—@—=0

H H O 0
H,0 co,

Qu = ZQi (3rfrl — 6r?)

(1.35)

Hierbei sind die Indizes k,l = x,y,z (mit r = (r*,rY,7%) und r; = (r7,r/,r7) ) und die
Einstein’sche Summenkonvention gilt in . Der Quadrupol-Tensor ist symmetrisch
und reell und kann daher stets diagonalisiert werden. Es besteht hier eine weitgehende
Analogie zum Tragheitstensor in der Mechanik.

Im Hauptachsensystem ist der Quadrupol-Tensor @ diagonal, Qr = Q 0g;. Wir finden,
z.B. fiir Q,,
Q. = Z ¢ (327 —17) = Zqi (207 —yf — 27) . (1.36)E

(1.36)) zeigt, dass die Eigenwerte Q) die Abweichungen von der Kugelsymmetrie beschrei-
ben, denn fiir sphérische Ladungsverteilungen wird:

Z%‘ $? = Z% yi2 = Zqi 21-2 = Qn = 0. (137)

Spezialfall: Axialsymmetrie
Wir betrachten Rotationsinvarianz um die z-Achse. Dann wird (|1.36])

0 =0 = Lal-) = 5 ad-2) = 0. (13

d.h. der Quadrupol-Anteil ¢5(r) ist durch eine Zahl, das Quadrupolmoment @y = Q. /2,
zu kennzeichnen. Fiir diesen Fall ist die Winkelabhéngigkeit von ¢, ((1.34)) leicht anzugeben

(wir verwenden @, = 2Qo, Q, = Q, = —Qo):

1 szQ + ny2 + sz2 QO 222 - $2 - y2

bo(r) = 47eg 2r® - 47eg 2r®
322 — 2 3cos?f) — 1 ;
_ QB o) Qo Beos ). (1.39);
dmey  2rP 4d7eq 2r3

Gleichung (1.39)) zeigt die fiir den Quadrupol-Anteil charakteristische r-Abhéngigkeit; die
Winkelabhéngigkeit ist deutlich verschieden von der des Dipol-Terms ((1.32)).
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1.36
1.37
1.39

Kontinuierliche Ladungsverteilungen
Analog zu Abschnitt 1.4 erhalten wir fiir eine kontinuierliche (rdumlich begrenzte) La-
dungsverteilung;:

d = / dV p(r)r . (1.40)

Analog wird Gleichung (|1.36)) zu:
Q. = /de(r)(2x2 —y? = 2?). (1.41)5
Beispiel: Eine ganze Reihe von Atomkernen ist (axialsymmetrisch) deformiert und
elektrostatisch durch ein Quadrupolmoment charakterisiert. Die Abweichungen von der
Kugelsymmetrie kénnen dabei sowohl positiv, Qy > 0, als auch negativ, Qo < 0, sein, was

anschaulich einer Zigarre bzw. einer Scheibe entspricht.

X

E-Feld eines Dipols
Das E-Feld eines Dipols kann mit Hilfe von ((1.32)) und von

dr
E =-V =-V 1.42
((6) = V() = V= (1.42)
berechnet werden. Mit Hilfe der Produktregel erhalten wir
“Ire (d-rvr?+r?Vd-r) (1.43)
1
:—<d-r37’_4 I3 d)
4reg T
1
= d- —r*d
Admey 10 (3( r-r )
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1.42

Kapitel 2

Grundlagen der Elektrostatik

E
E

Wir wollen im folgenden nach dquivalenten Formulierungen des Coulomb’schen Gesetzes
suchen. Dazu fithren wir den Begriff des Flusses eines Vektor-Feldes ein.

Ein Vektor-Feld A(r) sei auf einer Fliche F' definiert. F' sei messbar und zweiseitig,
d.h. F mo6ge einen endlichen Flicheninhalt besitzen und Ober- und Unterseite von F' seien
(durch die Fliachennormale n) wohl definiert. Gegenbeispiel: das Mébius’sche Band.

Den Fluss ®r des Vektor-Feldes A durch die Flache F' definieren wir dann durch das

Oberflichenintegral
p = /A-df = /Andf, (2.1):
F F

wobei A, = A - n die Komponente von A in Richtung der Fldchennormalen n ist. Das
gerichtete Fliachenelement df ist parallel zu n, df = |df].

Zur Interpretation von betrachten wir eine Fliissigkeitsstromung mit der Geschwin-
digkeit v(r) und der Dichte p(r). Wahlen wir

2.1 Fluss eines Vektor-Feldes

A(r) = p(r)v(r), (2,2)§
so bedeutet .
/F A-df — /F p(r)v(r) - df (2.3)

die pro Zeiteinheit durch F' flieBende Menge Fliissigkeit. (2.3)) zeigt, dass nur die senkrecht
zur Stromung stehende Flache wirksam wird.

2.2 Satz von Gauf}: Anwendung auf die Elektrostatik

Wir wihlen nun fiir A das elektrostatische Feld E und fiir F' eine geschlossene Flédche mit
den oben erwéhnten Eigenschaften, die das Volumen Vp abgrenzt. Dann ist der Fluss
des elektrischen Feldes

dp = ﬁE«df (2.4)
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2.1
2.2
2.3
2.4a

Der Satz von GauB sagt, dafl ® gleich dem Volumenintegral der Divergenz von E in Vi
ist:
dp= [ V-E(r)dV. (2.5):
Vi
Wir benutzen fiir E den Ausdruck (1.15) zusammen mit der fiir die Elektrodynamik
wichtigen Beziehung (siehe (A.23)), SeclA.6.5)

v = 476 (r) , (2.6)

PP

das gibt fiir die Divergenz des elektrischen Feldes [mehr in|B.1.2[|:

V-E(r) = plx) (2.7):

Wir benutzen (2.7)) in (2.5) und erhalten

Op = L dVp(r) = Q , (28)

€0 Vi €0

wo ) die in dem Volumen V enthaltene Gesamtladung ist. Aus sehen wir also,
dass der Gesamtfluss des elektrischen Feldes durch eine geschlossene Oberfliche F' durch
die darin enthaltene Ladung verursacht wird. Die Ladung ist also eine ,,Quelle” fiir die
elektrischen Feldlinien.

2.3 Anwendungen des Gaufl’schen Satzes

Fiir symmetrische Ladungsverteilungen bietet (2.8) die Moglichkeit, die Feldstiarke E mit
geringem Aufwand zu berechnen. Wir betrachten 2 Beispiele:

1.) Feld einer homogen-raumgeladenen Kugel

Sei
p(r) = p(r) fir r<R, p(r) =0 sonst. (2.9):
Aufgrund der Kugelsymmetrie ist E radial gerichtet, so dass
o 2 o Qr
Cp = 4dnriE(r) = — (2.10):
€0

wobei ), die in einer konzentrischen (imaginiren) Kugel mit Radius r enthaltene Ladung
ist.
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2.4b
2.21one
2.5
2.10
2.11

Fiir Punkte mit » > R ist @, = @ die Gesamtladung und es folgt aus (2.10)):

E(r) = ¢ fir r> R. (2.11)

4rregr?

Fir » < R héngt das Ergebnis von der speziellen Form von p(r) ab. Als Beispiel
wahlen wir

p(r) = pp = const, (2.12)5
dann wird: 4
0 = M, 213
also wie in (|1.21]):
1 Qr Po :
E — xr _ . 2.14):
(r) 4d7ey 12 3€0T ( )

Man vergleiche den Rechenaufwand hier mit dem, den Gleichung (1.15]) erfordert!

2.) Homogen geladene, unendlich ausgedehnte Ebene

Q=7va
a
E(1) ( ____‘ ‘ E(2)
s | o5
%’Y

Aus Symmetriegriinden steht E senkrecht zur Ebene, der Betrag E ist gleich fiir die Punkte
1 und 2, welche von der Ebene den gleichen Abstand r haben mogen. Der Gauf’sche Satz

ergibt dann:
Op = jf E.-df = aE(1)+aBE(2) = @ _ : (2.15):
F €o €o
wo a die Zylindergrundflache ist und 7 die Flachenladungsdichte. Vom Zylinder-Mantel
erhélt man keinen Beitrag, da E keine Komponente in Richtung der Normalen auf dem
Zylinder-Mantel hat. Ergebnis:

Yy i
E = — 2.16):
2 (2.16)
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2.12
2.13
2.14
2.15
2.16
2.17

unabhéngig von r.

Ein Plattenkondensator besteht aus zwei parallele Ebenen mit entgegengesetzte
Flicheladungsdicthen v und —v, so dass aus verschwindet das E-Feld ausserhalb
der Ebenen. Zwischen den Ebenen ist das Gesamtfeld (in Betrag) E = Z.

€0

H =
A B
E
Das Potential zwischen den Ebenen wird bestimmt durch Vo(r) = —E = ¢(r) =

—E - r. Die Potentialdifferenz (Spannung) zwischen den beiden Ebenen ist also V' =
¢(A) — ¢(B) = E d, wo d der Abstand zwischen den Ebenen ist.

Die Kapazitiat eines Kondensators mit Gesamtfliche F', der also eine Gesamtladung
) = F'y speichert ist definiert als

Q
c== 2.17
< (217)
und ist gleich
Fry eoF
C= = — 2.18
dry /e d (2.18)

und héngt nur von der Geometrie des Kondensators ab.

2.4 Differentialgleichungen fiir das elektrische Feld
und Potential E

Alternativ kann die Beziehung ([2.8)) zwischen Divergenz von E und Gesamtladung in der
differentiellen Form ({2.7) ausgedriickt werden:

V-E(r) = plx) (2.19):
€0
Man kann also (2.19) - statt des Coulomb-Gesetzes als Grundlage fiir die Elektro-
statik (,Postulat®) nehmen. In der Tat ist eine der Mazwell Gleichungen fir das
elektrische Feld.
Geht man von aus sieht man, dass diese Gleichung sich nicht verdndert, wenn
man zu E eine beliebige divergenzfreie Vektorfunktion E' addiert; Gleichung reicht
daher zur Bestimmung des elektrischen Feldes nicht aus.
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2.21

Wirbelfreiheit des elektrischen Feldes
Eine weitere differenzielle Beziehung fiir E erhalten wir aus der Tatsache, dass E ein

konservatives Feld ist (vgl. (1.11)):

E = —Vé, (2.20);

wobel ¢ hier das elektrische Potential ist. Gleichung (2.20) ist iiber die Vektoridentitéit
(UB)
Vx(Vf) =0, (2.21):

daquivalent zur Wairbelfreiheit

[VXE = 0] (2.22):

des elektrischen Feldes.

Fiir gegebenes E-Feld, kann man das Potential ¢ aus der Inversion von ([2.20]) (bis auf
einer Konstante) erhalten, ndmlich:

o) =olr)~ [ B@)-ar. 2.23)

C(I‘o—}r)

_—

i. e. mit einem Kurvenintegral des E-Feldes von einem gegebenen Startpunkt ry zum
Aufpunkt r. Dadurch, dass E konservativ ist, hingt das Integral in nur vom
Anfang- und Endpunkt, nicht aber von der Wahl der Verbindungskurve C(ry — r) ab.
Das kann man auch mit Hilfe des Stokschen Satzes beweisen. Wir berechnen die Differenz
zwischen den Integralen auf zwei unterschiedlichen Kurven C und Cs:

(/mw) ) /02(1«0—>r)> () = f B (224)

wo D die geschlossene Kurve, die aus C; und C5 besteht, ist. Aus dem Stokschen Satz
haben wir

Er)-dl = [ VXE-df (2.25)
i J

was, wegen V x E = 0, verschwindet. Dieses Ergebnis gilt nicht mehr in der Elektrodyna-
mik. Da ist das E-Feld nicht mehr konservativ und ([2.23)) gilt nicht mehr, da das Integral
von der Verbindungskurve abhéngig ist.
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Im Prinzip reichen Gl. (2.19)) und (2.22) aus, um die Feldstéirke des elektrostatischen
Feldes fiir gegebene Randbedingungen (siehe Kap. [3|) zu bestimmen.
Poisson’sche Gleichung

In der Praxis geht man noch einen Schritt weiter von der Feldstirke E zum Potential ¢,
aus dem sich durch Differentiation geméf (2.20) E gewinnen ldsst. Setzt man (2.20)) in

(2.19)) ein, so erhélt man

V- (Vo) = | V¥ = —L (2.26);

die Poisson’sche Gleichung mit der Abkiirzung

0? 02 0?

2_ v 9 9
V= 8x2+8y2+822

(2.27)

fiir den Laplace-Operator V? (6fter auch mit A bezeichnet).

Laplace Gleichung
Hat man eine Losung von (2.26]) gefunden, so kann man dazu eine beliebige Losung der
homogenen Gleichung, der Laplace-Gleichung,

V3 = 0 (2.28);

addieren und erhélt eine neue Losung von (2.26)). Diese Mehrdeutigkeit kann man durch
Vorgabe von Randbedingungen beseitigen. Fiir die weitere Diskussion sei auf Kapitel
verwiesen!

2.5 Energie des elektrostatischen Feldes :

Um eine Punktladung ¢; aus dem Unendlichen an eine Ladung ¢, auf den Abstand rq,
heranzubringen, bendtigt (oder gewinnt) man die Energie

4192
471'607’12 ’

U = (2.29)
Will man aus N Punktladungen ¢; eine bestimmte (durch die Abstédnde der Ladungen ¢;
charakterisierte) Ladungsanordnung aufbauen, so benétigt (oder gewinnt) man entspre-
chend die Energie (siehe auch ((1.12))

g L %

, (2.30);

2 vy 47'('607“1‘]‘
der Faktor 1/2 sorgt dafiir, dass Doppelzdhlungen vermieden werden, die Einschrénkung
1 # j schliefit Selbstenergien der Punktladungen aus.

Punktladungen vs. Feldenergie

Stellt man das Bild der Punktladungen in den Mittelpunkt der Betrachtungen, so inter-
pretiert man U als die potentielle Energie eines Systems von geladen Massenpunkten. Man
kann auch das Bild des elektrischen Feldes in den Mittelpunkt stellen. Dann ist die zum
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Aufbau des elektrischen Feldes benétigte Energie U im elektrischen Feld gespeichert in
Form von Feldenergie. Da die Coulomb-Kraft konservativ ist, geht die beim Aufbau des
Feldes (also der Herstellung einer bestimmten Ladungsanordnung) geleistete Arbeit nicht
verloren.

Energie des elektrischen Feldes
Um den Zusammenhang der beiden Betrachtungsweisen quantitativ zu fassen, formen wir

(2:30) um (vergl. Kapitel [1):
1 1 i
U = 5;%‘@5(1‘2‘) = Q/Vp(r)gzﬁ(r)dv, (2.31):

wobei ¢(r;) das Potential am Ort r; der i-ten Punktladung ist, welches die anderen Punkt-
ladungen dort erzeugen. Gleichung ([2.31]) konnen wir mit (2.26|) umschreiben zu:

U=—-3 /V H(r)V3o(r) dV . (2.32);

Gleichung beschreibt die Energie U vollstdndig durch das Potential ¢, d.h. durch
das elektrostatische Feld ohne Bezug auf die Ladungen, die dieses Feld erzeugt haben.
Man kann U statt durch das Potential ¢ durch die Feldstdrke E ausdriicken, wenn man
die Identitdt (vgl. die II Green’sche Identitét aus der Vektoranalysis)

V- (fVg) = (Vf)-(Vg) + [V (2.33);
fir f = g = ¢ benutzt:
U = 3 V(v¢(r))2dv - Eﬁgngb-df, (2.34);

wo im letzten Ausdruck die Gaufy’sche Formel angewendet worden ist, wonach

/ V.- (Vo) dV = 7{ oV - df (2.35)
\% F

mit F' als Oberfliche von V. Wenn sich nun alle Ladungen im Endlichen befinden, so
verschwindet in das Oberflachenintegral mit zunehmendem Volumen V', da ¢V¢
mit wachsendem Abstand vom Ladungszentrum wie R~2 abfillt, wihrend die Oberfliche
nur mit R? anwichst. Im Limes V' — oo bleibt also:

U = %0 <V¢(r)>2 dv = %O/EQ % (2.36):
\%4 14

als die im Feld gespeicherte Energie.

o B2 (r) /2

ist somit die Energiedichte des elektrischen Feldes.
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2.6 Multipole im elektrischen Feld

Wenn eine rdumlich lokalisierte Ladungsverteilung p in ein dufleres elektrostatisches Feld,
gegeben durch sein Potential ¢,, gebracht wird, so gilt (entsprechend den Uberlegungen
von Abschnitt fiir seine Energie

U= /V p(r)6a(r) AV | (2.37)

wenn man annimmt, dass das duflere Feld durch p nicht (merklich) gedndert wird und
die das duflere Feld ¢, hervorrufenden Ladungen sich aulerhalb des Gebietes V' befinden,
auf das p beschrankt ist. (Vorsicht: wir betrachten hier die Energie der Ladungsverteilung
p in einer gegebenen Ladungsverteilung. Die Energie der letzteren wird daher hier nicht
gezahlt. Damit erkldrt sich das Fehlen des Faktors 1/2 in verglichen mit (2.31))).
Weiter sei ¢, in V' langsam verénderlich, so dass wir ¢, bzgl. des Ladungsschwerpunktes
in eine Taylor-Reihe entwickeln kénnen:

3

3
B 00a(0) 1 9?¢4(0) 5
¢a(r) = ¢a(0) + ;1 Ty o, + 531 %%M + (2.38):

Da im Gebiet V fiir das auBere Feld
V-E, =0 (2.39);

nach Annahme gilt, kénnen wir (vergl. Abschnitt Gleichung (2.38]) wie folgt umfor-

men:

da(r) = ¢a(0) — ZmiEm(O) — %Z (3, — 126;)) 8%9550) o, (2.40)

4,j=1

denn O O
2 ia 2 ia 2 -
;(—T P, = Z os, = v P =0
Kombination von (2.37) und (2.40) ergibt zusammen mit Q;; = [, p(r) (3z;z; — r?0;)
(siehe (9))

3

3
U = Q6a(0) = 3 diEi(0) — éz Qija%—;ﬁm + o (2.41)
=1

ij=1
Gleichung (2.41)) zeigt, wie die Multipolmomente einer Ladungsverteilung p mit einem
duBleren Feld E, in Wechselwirkung treten:

— die Gesamtladung ) mit dem Potential ¢,,
— das Dipolmoment d mit der Feldstéirke E,,

— der Quadrupoltensor ;; mit dem Feldgradienten 0FE;,/0x;, etc.

Anwendungsbeispiele
Atomare Dipole in &ufleren elektrischen Feldern, Wechselwirkung des Kern-Quadrupolments
mit der Elektronenhiille (niitzlich fiir NMR, NQR).
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Kapitel 3

Randwertprobleme der Elektrostatik

E
E

Wir wollen im Folgenden zeigen, dass die Poisson-Gleichung bzw. die Laplace-Gleichung
eine eindeutige Losung besitzt, wenn eine der folgenden Randbedingungen gilt:

3.1 Eindeutigkeitstheorem

(i) Dirichlet - Bedingung

¢ ist vorgegeben auf einer geschlossenen Flache F, oder (31)

(ii) von Neumann-Bedingung

n-Vo(= %) ist auf einer geschlossenen Flidche F' vorgegeben |, (32)

n ist die Normale zur Flache F'.
Beweis
Wir nehmen an, dass es 2 Losungen ¢, bzw. ¢y von

Vi) = —2) (3.3)

€0

mit den gleichen Randbedingungen, (3.1)) oder (3.2]), gibt. Dann gilt fiir die Differenz
U=¢1— ¢ :
VU =0 (3.4):

in dem von F umschlossenen Volumen V. Weiter ist wegen der Randbedingungen

U=0 aufF (35)

oder _
n-VU =0 auf F. (3.6):

Mit der Identitét _
V- (UVU) = (VU)* + UV*U (3.7):
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und (3.4]) wird:

/(VU)2 AV = / (V-(UVU) - U@) v = ]{UVU-df =0  (3.8)

=0 =0

mit Hilfe der Formel von Gauf}, falls eine der beiden Bedingungen (3.5)) oder (i3.6)) gilt.
Also:

/ (VU2 dV = 0, (3.9)
1%
d.h. es ist in V: '
VU = 0, (3.10):
da (VU)? > 0. Damit wird
U = const (3.11):

und ¢; und ¢9 unterscheiden sich hochstens um eine Konstante, die den E-Feld nicht
beeinflusst.

Sonderfall V' — oo
Wenn V' der gesamte Rj ist, so ist die Losung der Poisson-Gleichung eindeutig, falls p auf
einen endlichen Bereich beschrankt ist und ¢(r) asymptotisch so schnell abfillt, dass

0¢(r)
on

wo 0¢/0n die Normalen-Ableitung von ¢ bezeichnet. Der obige Beweis iibertrigt sich

direkt, wenn man beachtet, dass die Oberfliche bei festem Rauminhalt wie 72 wiichst.

rp(r) — 0 fir r — oo, (3.12):

3.1.1 Physikalische Anwendungen: Metalle :

Warum interessieren wir uns fiir Probleme mit Randbedingung? Betrachten wir zunéchst
die Eigenschaften eines idealen Metalles (Leiters) im statischen Fall. Ein ideales Metall
ist ein Gegenstand, der nur frei bewegliche Ladungen (i.d.r. Elektronen) besitzt. Wird ein
solcher idealer Leiter in ein elektrostatisches Feld gebracht, so wirken auf die freien Ladun-
gen Kréfte, welche die Ladungen so lange verschieben, bis sich ein Gleichgewichtszustand
einstellt. Das E-Feld der verschobenen Ladungen addiert sich dann zum urspriinglichen
E-Feld. Was zéhlt ist das gesamte E-Feld.

Die Gleichgewichtbedingungen sind:
(i) E = 0 innerhalb des ganzen Metalles. Wiére dies nicht der Fall, so wiirden die frei
beweglichen Ladungen Krifte erfahren, welche zu einer Umverteilung der Ladungstriger
im Metall fithren, bis E = 0.
(ii) wegen (i) ist ¢ konstant im ganzen Metall.

(iii) wegen (ii) und der Poisson Gleichung (2.26)), verschwindet die Ladungsdichte
innerhalb des Metalles. Im idealen Metall kann sich nur eine verschwindend diinne
Ladungsschicht (Fliachenladung) auf der Oberfléche des Metalles befinden.

Wir sind bereits in Gl. (2.15) der Flicheladungsdichte v begegnet. In einem Me-
tall hangt ~ im Allgemeinen vom der Ortskoordinate r auf der Metalloberfliche ab:
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v(r) =(Ladung pro Fliche). Wir betrachten die Komponenten des E-Feldes parallel (Ey)
und senkrecht (E - n, wo n die Normale ist) zur Metalloberfliche.

(iv) Es sei Ey das E-Feld auf der Auflenseite und E; auf der Innenseite des Metalles [ei-
gentlich ist aus (i) E; = 0 im Metall, aber wir wollen das zunéchst allgemein betrachten],
dann mochten wir zeigen, dass

B, =By, (3.13)
d. h. die Parallelkomponente ist stetig durch die Oberflache, sowie
n. (B — ) = 20 (3.14)
€0

d. h. die Normalkomponente hat eine Unstetigkeit, die proportional zu 7 ist.

Um dies zu beweisen, benutzen wir die Integralform des Gaufy’schen Satzes, sowie
die Wirbelfreiheit von E (2.22). Aus zwei kleinen Flichenelementen (mit Fliche f), die
parallel zur Oberfliche liegen, bilden wir ein Volumenelement V' = f h (Skizze). Der Ab-
stand h zwischen den beiden Flachenelementen wird dabei (verschwindend) klein gewéhlt
(h? < f). Nach dem Gaufi’schen Satz ist die Gesamtladung ¢ = f v im Volumenelement
proportional zum Fluss @y des E-Feldes durch die Fliache um V ist.

dy = g _ f LI‘) : (3.15)E

€o €0

Fiir verschwindend kleines h konnen wir den Fluss durch die Seitenflachen vernachlassi-

gen, und wir haben
(I)V:II(EQ—El) f (316)

Das gibt (3.14)).

Aus zwei kleinen Linienelementen der Lénge [, die parallel zur Metalloberfliche liegen
und die den (verschwindend kleinen) Abstand h haben (Abb.)bilden wir die Fléche F' =
h l. Dann bekommen wir aus V x E = 0 und den Stokes’schen Satz:

O:%cwE:l@w—ﬂm, (3.17)
oF

wobei der Beitrag zum Linienintegral entlang h vernachléssigt werden kann. Das beweist
(13.13).
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Abbildung 3.1: {metall}

In einem Metall, in dem E; = 0, erhalten wir daher aus (3.13]) und (3.14))

nE -9 g g (3.18)

Typische Dirichlet-Probleme sind Probleme mit gegebener Ladungsdichte in der Néhe
eines oder mehrere Metallstiicke (Fig. (A), die evtl. den physikalischen Raum umgeben
(B). Ein Von Neumann Problem kann man sich vorstellen fiir ein Metall bei dem die
Flicheladungsdichte (und aus E - n) vorgegeben ist.

Wir werden Methoden studieren, die uns erlauben fiir gegebene Randbedingungen und
Ladungsverteilung eine Losung der Poissongleichung zu finden. Das Eindeutigkeitstheorem
(Sec. garantiert, dass diese Lésung die einzige ist.

3.2 Spiegelladung E

Diese Methode zur Losung des Randwertproblems besteht darin, auflerhalb des zu un-
tersuchenden Bereichs V sogenannte Spiegel-Ladungen geeigneter Gréfie so anzubringen,
dass mit ihrer Hilfe gerade die geforderten Randbedingungen erfillt werden. Dieses Verfah-
ren ist deshalb erlaubt, weil man zur Losung der (inhomogenen) Poisson-Gleichung jede
Losung der (homogenen) Laplace-Gleichung (in V') addieren darf (vgl. Abschnitt [2.4).
Durch die Spiegelungsmethode wird diejenige Losung der Laplace-Gleichung ausgewéhlt,
die addiert mit der gewéhlten speziellen (bekannten) Losung der Poisson-Gleichung (die
einzelstehende Ladung) die geforderten Randbedingungen erfiillt.

3.2.1 Punktladung vor leitender Ebene

Als einfaches Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢ im Abstand a von einer leitenden
Ebene, welche geerdet sei (d.h. ¢ = 0 auf der Ebene). Die Spiegelladung ¢’ denken wir
uns bzgl. der Ebene spiegelsymmetrisch zu g angebracht (Skizze).
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X
Dann betréagt das Potential im Punkt P:
4 _q,q :
(4meo) 9(P) = — + 3 (3.19);

und wir erhalten wie gefordert ¢ = 0 fiir alle Punkte der leitenden Ebene, x = 0, wenn
wir wéhlen:

¢ = —q. (3.20);
In dem (uns interessierenden) Bereich = > 0 ist q/(4meor) eine spezielle Losung der

Poisson-Gleichung, ¢'/(4meqgr’) eine Losung der Laplace-Gleichung, die gerade dafiir sorgt,
dass fiir x = 0 die geforderte Randbedingung gilt.

Elektrisches Feld und Influenzladung

Fiir die x-Komponente des elektrischen Feldes E erhélt man aus (3.19) und (i3.20)
in |B.1.1]| :

0¢ q (r—a xT+a ;
E,(P) = -2 = - , 3.21):
(P) Oz dmey < 73 '3 ) (3:21)
also gilt fiir die Ebene x = 0,
E,(z =0) 240 (3.22)
H(r=0) = — : 22):
4dregrs

Die parallelen Komponenten von E auf der x = 0 Ebene verschwinden wegen (|3.13)), und
da E; = 0. Gl. (3.22) bedeutet nach (3.14]), dass in der Ebene x = 0 eine Ladung mit der
(ortsabhéngigen) Fldchendichte

qa
2mr3

v = E,(x=0) = (3.23)5

durch die Anwesenheit der Punktladung ¢ induziert wird (Influenzladung). Das ist die
tatsédchliche Ladung, die das Potential (3.19) erzeugt.
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3.2.2 Punktladung vor leitender Kugel

Als weiteres Beispiel betrachten wir eine Punktladung ¢ gegeniiber einer leitenden Kugel
(Radius R), welche sich auf dem Potential ¢ = 0 befinden soll. r, sei der Abstand der La-
dung vom Mittelpunkt der Kugel, den wir als Koordinatenursprung nehmen. Die Ladung
befindet sich im Ortspunkt r,, mit Kugelkoordinaten (r,,0,0).

Es sei ¢(r,0,¢) das Potential, das durch diese Punktladung am Ort r = (r,6, ¢) (in
Kugelkoordinaten) erzeugt wird:

1 q i
r,0, = . 3.24):
o(r, 6, ) dmeg /12 412 — 2r1g cos 7y (3.24)

Wo v der Winkel zwischen r und r, ist

Um das Problem zu lésen verwenden wir nochmals eine (virtuelle) Spiegelladung g,
die sich innerhalb der Kugel im Punkt Ty befindet, mit ¥4 = (7,0, 0). Das Potential aus
dieser zweiten Ladung ist also

_ 1 q
r.0,p) = . 3.25)
i ?) Ameg \ /1?2 + T2 — 2rTg cosy ( )

Fiir einen Punkt auf der Kugeloberfliche r = R formen wir (3.25) um, indem wir
Zahler und Nenner mit R/, multiplizieren:

) q R q
) R 6. - 3.26
™o $(F, 6, ) VI + 1 —2Rr cosy  Tq [RE L p2 9RRooqn 20

q

Man kann sich leicht vergewissern, dass fiir
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e (3.27)
und R
q= —r—qq (3.28)E
¢ das gesuchte Potential liefert. In der Tat, haben wir mit dieser Wahl:
dmeod(R,0, ) — —altd ! (3.29)

"R 1, 2+ R? —2Rr cosy
was sich auf der Kugeloberfliche r = R genau mit (3.24) weghebt. Das Gesamtpotential
o(r,0,¢) + o(r.0, ) (3.30)

mit (3.24), (3.25)), (3.27)), (3.28)) ist eine Losung der Poisson Gleichung ausserhalb der
Kugel, die auf der Kugeloberfliche » = R identisch verschwindet. Nach dem Eindeutig-
keitstheorem ist diese die einzige Losung mit den gegebenen Randbedingungen und somit
die gesuchte Losung.

3.3 Greensfunktionen

E

Die Ergebnisse aus dem Kap. konnen leicht fiir mehrere Ladungen im betrachteten
Volumen und daher fiir eine beliebige Ladungsdichteverteilung p(r) verallgemeinert wer-
den. Wegen des Superpositionsprinzips traigt jede Ladung unabhdngig zum Potential bei.
Zusammen mit ihrer Abbildung ist der Beitrag von jeder Ladung zum Potential auf der
Leiteroberflache gleich 0, wie es sein muss.

In diesen Beispielen besteht das Gesamtpotential ¢ aus zwei Teilen: ein Teil, ¢, ist das
iibliche Potential einer Ladungsdichte im Vakuum , und erfiillt die Poissongleichung
(2:26), der zweite Teil ¢ erfiillt die Laplacegleichung V2@, = 0 im betrachteten Raum,
und ist so gewahlt, dass das Gesamtpotential ¢ = ¢, + ¢o die Randbedingungen erfiillt.

Diese Vorgangsweise hat den Nachteil, dass ¢y von den Randwerten und von p abhéngt.
Es wére wiinschenswert, wenn man mit Funktionen arbeiten konnte, welche nur von der
Form der Berandung abhédngen. Dies gelingt mit Hilfe der Technik der Greensfunktionen.
Die Greensche Funktion G(r,r’) geniigt der Poissonschen Differentialgleichung

/
V2G(r,r) = —@ (3.310
0
eine Losung ist natiirlich gegeben durch das Potential einer Ladung ¢ = 1 in r. Dies
ist aber nicht die einzige Losung. Weitere Losungen findet man durch Addition einer
beliebigen Funktion, welche die Laplace-Gleichung erfiillt.

Wir verwenden jetzt die IT Greensche Identitdt, gegeben durch , von der man
den gleichen Ausdruck mit f <> g abzieht und iiber das Volumen V' (mit Oberfliche F')
unter Anwendung des Gauf3’schen Satzes integriert E|:

ﬁ (fVg—gVf)-dS = /V (I — V1)V . (3.32)

falls nicht spezifiziert wirkt V auf r (V,, wiirde auf r’ wirken). Weiterin ist d V = d°r, d V' = d°r’
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Wir setzen in (3.32) f(r) = G(r/,r) und g(r) = ¢(r) mit der Poisson-Gleichung und (3.31])

ein, multiplizieren mit —60 und erhalten:
o(r') = / G(r',r)p(r)dV + € ]{ dSn- (G, r)Vo(r) — ¢(r)VG(r',r)) . (3.33)E
1% F

Das gibt die Losung des Problems fiir beliebige Funktionen G(r/,r), die erfiillen.
Die Randwerte kommen tiber das Flichenintegral in . In diesem Ausdruck sieht es
so aus, als ob man sowohl ¢ als auch V¢ - n briauchte, was dem Eindeutigkeitstheorem
widerspricht. Von diesem Problem kann man sich aber durch eine geeignete Wahl von G
befreien:

Dirichlet Greensfunktion: Hier erfiillt G die Bedingung

G(r',r)=0 firre F . (3.34)

Der Punkt ist, dass G weder von p noch vom Potential an der Oberfliche abhéngt, sondern
nur von der Flachengeometrie! Daher kann die Dirichlet Greensfunktion direkt aus den
speziellen Losungen, Sec. herleitet werden (UBG).

Es folgt dann:

o(r') = /‘/G(r’,r)p(r) dV — € ﬁ(ﬁ(r)VG(r’,r) ‘ndsS. (3.35)E

Zu beachten! Nach der Konvention des Gaufls 'schen Theorems, zeigt die Normale n aus
dem Volumen hinaus!

Als allgemeine Regel kann man sagen: findet man das Potential ¢, (r) von einer
Ladung q = 1, die sich in 1’ befindet, und mit Randbedingungen ¢ = 0 auf der Grenzfliache,
dann ist dieses Potential genau die Dirichlet Greenfunktion G(r’,r) = ¢, (r) fiir diese
Geometrie.

Die Stéarke dieser Methode ist, dass mit Hilfe von das Potential fiir eine be-
liebige Ladungsverteilung und eine beliebige Verteilung des Potentials auf der Oberfliche
bestimmt werden kann.

Von Neumann Greensfunktion:
Hier wéhlt (siehe (3.33))) G konstant auf F: [[mehr in [B.1.4]|

1
€0 A(F)

VG(',r) n=— firre F (3.36)

mit A(F) dem Fldcheninhalt von F. Dann folgt:

gb(r’):/VG(r’,r)p(r) AV + e fdsn G(r,r)Ve(r) qu . (3378

F

Das letzte Integral gibt einen konstanten Beitrag, welcher keinen Einfluss auf E hat.
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3.4 Trennung der Variablen
Wir suchen nach Loésungen der Laplace-Gleichung
Vi = 0 (3.38)

und nehmen dabei der Einfachheit halber an, dass ¢ von z nicht abhéngt (der Fall mit
z-abhéngigen ¢ ist sehr &hnlich)

¢ = da.y) . (3.39)
Dann vereinfacht sich (3.38]) in kartesischen Koordinaten zu:

0? 0? i
(5 + 5 ) o) = 0 (3.40
2

0xdy

Da (3.40) keinen Mischterm

ansatz zu machen:

¢ enthalt, liegt es nahe, folgenden Separations-

o(x,y) = f2)g(y); (3.41);
dann geht iiber in:
g(y)% (x) + f(ﬂf)aa—ygg(y) =0. (3.42)

Mit Ausnahme der Nullstellen von f und g ist (3.42)) dquivalent zu:
1 O0*f N 1 9%
f(x) 0z g(y) Oy

Der erste Term in ((3.43)) hédngt nur von x, der zweite nur von y ab; da x und y unabhéngige
Variablen sind, folgt aus (3.43):

1 an 1 829 i

————5 = const = ———— . 3.44):

f(z) Ox? 9(y) O0y? (344)

Wihlen wir die Konstante in (3.44) z.B. positiv reell (= k?), so erhalten wir folgende
Differentialgleichungen:

= 0. (3.43)

0%g

a2—f—k2f(a7) = 0 —Z + Kgly) = 0 (345)5
mit den Losungen:
f(z) = a exp(kx) + b exp(—kx); g(y) = c sin(ky) + d cos(ky) . (3.46)5

Die Integrationskonstanten a, b, ¢, d und die Separationskonstante k werden durch Randbe-
dingungen festgelegt. Natiirlich gibt auch jede lineare Kombination der Funktionen (3.46]
eine Losung der Laplace-Gleichung. Je nach Randbedingungen kann es daher notwendig
sein, eine solche Linearkombination zu nehmen, wie im kommenden Beispiel.
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3.35

v

Abbildung 3.2: {quader}

Unendlich langer Quader
Als Beispiel betrachten wir einen in z-Richtung unendlich ausgedehnten Quader (mit den
Kantenlidngen zy und yo) mit den Randbedingungen (Fig. [3.2):

o(x,0) = ¢lx.p0) = 0, (3.47)
woraus
. nm :
d = 0; (sin(kyo) =0) — (k =— = kn) (3.48):
Yo
folgt. Die ,erlaubten* Werte von k sind also festgelegt.
Weiterhin seien die Randbedingungen

60.y) = 0, deoy) = V), (3.49;
gegeben, wobei V (y) eine vorgegebene Funktion ist. Aus (3.49)) folgt zunéchst
(a = —b) — (f = a {exp(k,z) — exp(—knx)}> =d' sinh(k,z) . (3.50):

Um die Bedingung (3.49)) auch noch zu erfiillen, schreiben wir (3.41]) als eine beliebige
lineare Kombination aller erlaubten Funktionen (Fourier-Entwicklung) :

oz, y) = ZAnsin(k:ny) sinh(k,x) , (3.51)§

n=1

und bestimmen die Koeffizienten A,, aus der Forderung

o(zo,y) = V(y) = ZAnsin(kny) sinh(k,zo) . (3.52)5

n=1

Nach dem [mehr in [B.1.5]| Umkehrtheorem fiir Sinus-Fourier-Reihen erhélt man:

2

Yo .
A, = ———— 14 in(k,y)dy . 3.53):
e / () sin(kwy) dy (3.53)

Hat man Randbedingungen von sphérischer Symmetrie, so wird man die Laplace-Gleichung
durch einen Separationsansatz in Kugelkoordinaten l6sen (UBG); entsprechend verfahrt
man bei axialer Symmetrie.
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3.36pr
3.37
3.37pr
3.38
3.37sec
3.39

3.5 Ubersicht Elektrostatik

1.) Basis: Coulomb-Gesetz

. _ . / _ /
K =¢E mit E(r) = ¢i(r — i) _/p(r) r-r av’

- dreglr — 13 ) 4dmeg v — /3

2.) Feldgleichungen (Maxwell Gleichungen fiir die Elektrostatik):

a) integral: j{E-ds =0 %E.df - Q
S F

€o

b) differentiell: VxE =0 vV.E="
€0
3.) Elektrostatisches Potential:

E=-Vop — V% = _r Poisson-Gleichung

€0

4.) Feldenergie:

3ot o S mewav » § [ perav

9 L Areyrss 2
iy TEQT 45

Potentielle Energie der Punktladungen — elektrostatische Feldenergie

5.) Ideales Metall:

e Innen: ¢ = const. ,E=0
e Auf der Oberflache: E-n= X , Exn=0.
€0

6.) Niitzliche Formeln:

r—r 1

N
r—r , 1 ,
PTE = Py =4mi(r — 1)
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Kapitel 4

Ampere’sches Gesetz

E
E

Elektrische Strome werden durch bewegte Ladungstriger hervorgerufen. Ladungstréiger
konnen dabei z.B. sein: Ionen in einem Teilchenbeschleuniger, einem Elektrolyten oder
einem Gas, Elektronen in einem Metall etc. Ursache fiir die Bewegung der Ladungen sind
in erster Linie elektrische Felder, es kann sich aber auch um materiellen Transport von
Ladungstriagern handeln. Als elektrische Stromstérke definieren wir diejenige Ladungs-
menge, die pro Zeiteinheit durch den Leiterquerschnitt fliefit.

Stromdichte

4.1 Elektrischer Strom und Ladungserhaltung

Als einfachsten Fall betrachten wir zunéchst Ladungstrager mit gleicher Ladung ¢ und
Geschwindigkeit v. Es sei a der Vektor senkrecht zum Querschnitt des leitenden Mediums
(Skizze), dessen Betrag a die Querschnittsfliche angibt und n die Dichte der Ladungs-
trager. In der Zeit At passieren dann die in dem Volumen AV = (a - v)At befindlichen
Ladungstriager den Leiterquerschnitt, namlich n(a - v)At Ladungstriger. Damit folgt fiir
die Stromstirke

ng(a - v)At

At

Haben wir allgemein pro Volumeneinheit n; Ladungstriger ¢; mit der Geschwindigkeit
v;, so wird:

I(a) = = ng(a-v). (4.1

I(a) = a- (Z niqivi) - (4.2)

|
=i
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4.1
4.2

Die Gleichungen (4.1]) und (4.2)) legen es nahe, die Stromdichte j einzufiihren, als

J = ZniQiVi: (43)

so dass durch eine beliebige infinitesimale (orientierte) Fliche Aa der Strom
Al =Aa-j

flieft.  Fiir mehrere gleich starke Ladungen ¢; = ¢ lasst sich j mit der mittleren Ge-
schwindigkeit

1 i
<V>= — iV 4.4):
% " % n;v (4.4)

verkniipfen:

j=ng<v>=p<v>. (4.5):
Gleichung (4.5) macht deutlich, dass hohe Absolutgeschwindigkeiten der Ladungstriager
noch keinen hohen Strom bedeuten, da nur der Mittelwert der Geschwindigkeiten der La-
dungstréager wesentlich ist. Sind z.B. die Geschwindigkeiten der Ladungstréger gleichmafig

iiber alle Richtungen verteilt, so wird < v >= 0 und damit auch j = 0.
Im allgemeinen Fall sind p und < v > orts- und zeitabhéngig, also

j o= jx.t). (4.6)

Der Gesamtstrom durch eine Flache F' ist also gegeben durch

Jz/jmﬂ-ﬁ (4.7)

Kontinuitatsgleichung
Den Erhaltungssatz der Ladung konnen wir mit den Begriffen der Ladungs- und Strom-

dichte wie folgt formulieren: Wir betrachten ein beliebiges endliches Volumen V' mit der
Oberflache F.

Die darin enthaltene Ladungsmenge sei Q) = Q(t). Wenn V nicht von der Zeit abhéngt,
so ergibt sich fiir die Anderung der in V' enthaltenen Ladungsmenge pro Zeiteinheit:

dQ dp ;

A -z . 4.8):

dt /V ot dv (4.8)
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4.3
4.4
4.5
4.6
4.7

Da Ladung nicht erzeugt oder vernichtet werden kann, muss die Abnahme (Zunahme) der
in V enthaltenen Ladung gleich der (im betrachteten Zeitraum) durch F' hinaus (hinein)-
stromenden Ladungsmenge sein.

Letztere ist gegeben durch das Oberflachenintegral der Stromdichte, welches nach der
Gaufy’schen Integralformel in ein Volumenintegral umgeformt werden kann:

d :
L - /V-jdV. (4.9)
dt I v
Damit lautet die Ladungsbilanz:

—/?dV:/V-jdV (4.10);
v ot v

oder, da V' beliebig gewéhlt werden kann, erhalten wir die Kontinuitdtsgleichung:

. Op :
. - 0. 4.11):
V-j+ oy 0 (4.11)

Wihrend (4.9) die Ladungserhaltung in integraler Form beschreibt, bedeutet (4.11]) die
Ladungserhaltung in differentieller Form.

Spezialfille

(i) Elektrostatik: stationédre Ladungen

ap

o =0 o o =) (4.12)

ji=0 —

(ii) Magnetostatik: stationdre Strome

dp

o = 0. (4.13):

j=jr)y und V:j =0 -
Fiir einen stationdren Strom ist ndmlich j (und daher V - j) zeitlich konstant.
V - j muss also iiberall null sein, damit die Ladungsdichte nicht uneingeschrankt
anwéchst.

4.2 Ampere’sches Gesetz :

Gegeben sei eine stationdre Stromverteilung j = j(r). Um elektrostatische Effekte zu elimi-
nieren, wollen wir annehmen, dass die Dichte der bewegten Ladungstréiger, die den Strom
aufbauen, kompensiert wird durch ruhende Ladungstriager entgegengesetzten Vorzeichens
(z.B. bewegte Leitungselektronen und ruhende Gitterionen im metallischen Leiter). Auf
eine bewegte Probeladung ¢ wirkt dann in der Umgebung des stromdurchflossenen Leiters
eine Kraft - keine elektrostatische Kraft - fiir die man experimentell findet:

K = ¢[vxBj (4.14);
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4.9
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4.11
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4.13

mit

B(r) = Pm/vj(r/) X 1) gy (4.15)

lr — /|3

als dem Feld der magnetischen Induktion (kurz: B-Feld). Die Gleichungen (4.14)) und
(4.15) sind als Grundlagen der Magnetostatik ebenso experimentell gesichert wie

K=qE (4.16)

und (1.15) in der Elektrostatik.  Insgesamt ergeben (4.14) und (|1.8) die Gesamtkraft
(Lorentzkraft) auf eine Ladung g.

K =q¢E+vxB). (4.17);

(4.17)) stellt eine eindeutige Messvorschrift fiir das elektrostatische Feld E und fiir die ma-
gnetische Induktion B dar. Die Beitrdge zu aus den beiden Komponenten kénnen
unabdngig bestimmt werden, indem man zuerst die Kraft auf die ruhende (v = 0) Pro-
beladung misst. Diese stammt wegen nur aus E. Dann setzt man die Ladung in
Bewegung. Von der resultierenden Kraft kann man den elektrostatischen Teil abziehen,
so dass die Differenz den magnetischen Anteil ergibt.

Mafisysteme

Hat man I, festgelegt, d.h. man hat die Einheitsladung definiert, (siehe Abschnitt , SO
sind in und alle auftretenden Gréflen bzgl. ihrer Einheiten fixiert. I',,, kann
also nicht mehr frei gewéahlt werden:

(ii) cgs-System:
e =1, T = - (4.18)

mit der Lichtgeschwindigkeit c¢. Beachten Sie bitte dass im cgs-System die Lorentz-
kraft eine andere Form hat:

v
K — ¢ <E +2 % B) .
So dass E und B-Feld die gleiche Dimension haben.
(i) MKSA -System:

1 o i
r, = —, r, = & 4.19)
4dmeq 4 ( )
mit 2 .
0 = 8.854-1077 —, po = dm-107 (4.20):

Lo ist die magnetische Permeabilitit.

Superpositionsprinzip
Gleichung (4.15)) enthélt - wie in (1.8) - das Superpositionsprinzip: Die Felder zweier
Stromverteilungen j; und j, tiberlagern sich linear: B(j; + j2) = B(j1) + B(j2).
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4.14bis
4.16
4.15
4.15pr

Verkniipfung mit der Relativitit

Das Verhéltnis I',,,/I". ist unabhéngig von der Wahl der Ladungseinheit (also von )

da das Verhiltnis von zu dimensionslos ist. Aus hat das Verhiltnis

von |B|/|E| die Dimension einer inversen Geschwindigkeit und mit zu das

Verhéltnis von I',,, /T = € 119 die Dimension einer inversen Geschwindigkeit zum Quadrat.
Mit erhalten wir die Beziehung

1 i

Diese fundamentale Beziehung verweist bereits auf einen Zusammenhang mit der spe-
ziellen Relativitatstheorie. In der Tat kann man mit Hilfe einer Lorentz-Transformation

(4.14]) und (4.15) in (4.16)) und (1.15) tiberfithren.

4.3 Formel von Biot-Savart ;

Im Folgenden soll das Vektorfeld B(r) fiir verschiedene einfache Stromverteilungen be-
rechnet werden.

Fiir einen diinnen Leiter kénnen wir sofort iiber den Leitungsquerschnitt f integrieren
[d. h. [jdV — I [dl] und erhalten aus

B(r) — uol/j:dl’x(r—r’)

Am r —1/|?

(4.22);

mit
I = /j-df/ (4.23):
F

als der Stromstérke (vgl. Skizze).

Ist der Leiter weiterhin gerade, so folgt aus oder auch (4.15)), dass die Feldlinien
von B konzentrisch um den Leiter verlaufen. Wir brauchen also nur noch den Betrag B
zu berechnen, da alle Beitrdge zum Integral fiir einen geraden Leiter die gleiche
Richtung haben. Aus der Skizze folgt:

ol sinf

B(P) = dz (4.24)

A Ji v — 1|
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Die verbleibende Integration fithren wir fiir einen unendlich langen Leiter aus: Mit

: R -R :
R = |r—71/| sinf; 2z = g dz = T df (4.25):
folgt fiir die Feldstéirke im Punkt P:
_ el [ ol :
B(P) = = /1 d( costl) = ol (4.26):

Dieses ist die Formel von Biot und Savart fiir einen diinnen, geraden, unendlich langen
Leiter.

4.4 Kraft und Drehmoment auf einen Strom im Mag-
netfeld

Ausgehend von der Kraft, die eine Ladung g; erfihrt, wenn sie sich mit der Geschwindigkeit
v; im Magnetfeld B bewegt,

K; = ¢ [vi x B(r;)], (4-27)§

erhélt man fiir die Kraft auf einen Strom mit der Stromdichte j (Ubergang zum Kon-
tinuum: >, ¢; vi---— [d V j(r)...):

K = Y alvix B - / () % B(r) v (4.28)

das Volumen V ist so zu wahlen, dass es den Strom vollsténdig erfasst.

Beispiel: Fiir einen diinnen Draht, tiber dessen Querschnitt sich das B-Feld nicht (we-
sentlich) &dndert, konnen wir (wie in Kap. 2 der 3 Integrationen in (4.28) ausfiihren:

K = I/dle. (4.29)
L

Das verbleibende Kurvenintegral ldngs des Leiters L lasst sich fiir einen geraden Leiter
ausfithren, wenn B sich ldngs L nicht dndert:

K = (IxB)L, (4.30);

wo L die Léange des Leiters angibt. Die Kraft ist also senkrecht zur Stromrichtung und
zum B-Feld; sie ist maximal, wenn I senkrecht zu B verlduf und verschwindet, wenn I
paralell zu B ist.

Drehmoment
Auf die Ladung ¢; mit Geschwindigkeit v; im Feld B wirkt das Drehmoment

Ni = r; x [givi x B(ri)]; (4.31)
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entsprechend, auf die Stromdichte j:
N = > 1 x[gvi x B(r;)] = / r x (jx B) dV. (4.32);
p v

Einfache Beispiele sind (rechteckige oder kreisformige) Stromschleifen im homogenen
B-Feld (UB).
Fiir die praktische Auswertung von (4.32)) ist es zweckméfBig, mit der Identitdt ("bac-
cab Regel’)

ax(bxc) = (a-c)b—(a-b)ec = b(a-c)—c(a-b) (4.33):
umzuformen:
N = /V{(r-B)j—(r~j)B}dV. (4.34)

Wir bendétigen jetzt einen

Hilfsatz: Allgemeine Eigenschaften eines stationéren, rdumlich beschrankten Stroms

Wir benutzen zunichst folgende Beziehung, giiltig fiir einen stationdren Vj = 0
Strom, der auflerhalb eines Volumens V' verschwindet (und natiirlich auch auf
dessen Oberfliche, oder im Unendlichen ,,schnell genug® verschwindet). Mit
obiger Bedingung und fiir beliebige (ausreichend differentierbare) Skalarfelder g, f gilt: E]

/V(fj~Vg+gj-Vf)dV:0. (4.35)

Benutzt man (4.35) mit f = x,, g = x,,, sowie (j - V)z,, = 7, erhdlt man

/ (T0jm + Tmjn) AV = 0 (4.36)
v
Fiir n = m folgt aus (4.36))
(r-j)dv = 0, (4.37);
v

so dass fiir ein konstantes Feld in (4.34) der 2. Term verschwindet.
Entsprechend folgt aus (4.36) fiir m # n (und konstantes B):

/V(T‘Bﬁ dv. = —/(j~B)r v, (4.38)

\%

also mit Formel (4.33)):
1 1 i
/(B-r)jdV = —/{(B-r)j—(B-j) r} dV = ——Bx/(rxj) av. (4.39):
v 2 )y 2 v

————

2 m

'V-(9fj)=(j Vg+gj-Vf),daV-j=0.Dann integriert man iiber V, wobei der erste Term
in ein Integral auf der Oberfliche von V durch das Gaufi’sche Theorem umgewandelt wird und daher
verschwindet.
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Ergebnis:

[N = mxB | (4.40);

mit dem magnetischen Dipolmoment

1

m = [wxpav ) (L1

Fiir einen ebenen Strom (z.B. Kreisstrom) steht m senkrecht zur Stromebene:

m

Ist der stromfiihrende Leiter diinn, so erhalten wir nach Integration iiber den Leiterquer-

schnitt:
I

m = 5}{(1« x dl) = I/Fdf, (4.42):

wobei [ die Stromstérke und F' die vom Strom eingeschlossene Fléche ist Fiir eine
flache Flache lautet der Betrag von m

m| = IF. (4.43)

Skizze fiir Beweis, dassr x d1=2n d f:
I

dl

Anwendungen
Strommessung bzw. Elektromotor.

4.5 Krifte zwischen Stromen und deren Energien

Mit (4.28)) und (4.15)) lasst sich die Kraft von einem Strom j(r’), lokalisiert in dem Volumen
V', auf einem Strom mit Stromdichte j(r), lokalisiert in dem Volumen V', schreiben als

r—r/3

K(V,V') = Z—;/Vdv //dV’j(r) x (j(r’) X f;r) . (4.44)
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Die zwei Vektorprodukte ergeben aus (4.33))

. ) r—r r—r .
)0 ) ~ () -3
Das Integral
) r—r
verschwindet, da
r—r 1
und man kann mit f =1 und g = =7 verwenden. Man erhilt:
Ho . . r—r
KV, V) =—-—— avav' ) ——= . 4.47
vy ==2 () 30 (147)

Z. B., fiir die Kraft eines Stromes I’ auf einen Strom I bei diinnen Leitern wird
(14.47):

/JJ()II, - i

K(LT) = // dl - dl’ /’3 , (4.48):

I
\K(I,I’)

I’

Also, parallele, gleichgerichtete Strome ziehen sich an, entgegengerichtete stoffen sich
ab. Die Kraft wird auch verwendet zur Festlequng der Messeinheit fiir den elektri-
schen Strom im SI system. Gleichung andert bei Vertauschung der beiden Strome
das Vorzeichen, d.h. K(V, V') = —=K(V’, V) . Darin spiegelt sich das Actio-Reactio-Prinzip
wider, welches fiir elektrostatische wie fiir magnetostatische Wechselwirkungen gilt. Es
wird allerdings durchbrochen bei beliebigen, zeitabhéngigen Strom- und Ladungsvertei-
lungen (siche Kap. @, weil in diesem Fall die Felder einbezogen werden miissen.

Mit Hilfe von kann man aus einen Ausdruck fiir die Potentialenergie einer
Stromanordnung (vgl. Elektrostatik) herleiten als

. ] ,
U, =1 Lavav i) )] (4.49)
8w |r — /|

50


4.38

Kapitel 5

Grundgleichungen der Magnetostatik

Wie im Fall des elektrostatischen Feldes, wollen wir die Gleichungen fiir das B-Feld in

Differentialform schreiben.

5.1 Divergenz der magnetischen Induktion

Wir formen Gleichung (4.15)) um:
Ho - (r—r) .,
B(r) = = A

= e [0y x Ve — v/ tdV?
4'/T v

da V. nur auf r wirkt erhalt man:

Ho j() /
B = = d
(r) 47rvx(/v|r—r’| %
Geméf (5.1) kann also B in der Form

B = VxA]

dargestellt werden mit

Ay = Mo [0

A Jy v — 1/

A(r) nennt man das Vektor-Potential. Da V - (V x A)= 0, erhdlt man

-

Y

(5.1):

(5.2);

(5.3):

(5.4):

Gleichung (5.4) sollte mit V - E(r) = £ E(;) verglichen werden, und zeigt, dass es keine
magnetischen Ladungen gibt. Bilden wir ndmlich die zu (/5.4)) korrespondierende integrale

Aussage

/v-de - fB-df =0,
14 F

(5.5)

so sehen wir, dass der Fluss der magnetischen Induktion durch eine geschlossene Fléache

F verschwindet.


5.1
5.2
5.3
5.4
5.6

5.2 Rotation von B

In der Elektrostatik hatten wir gefunden
VxE =0 (5.6):
oder gleichwertig
j{E ds = 0 (5.7):
s
nach der Formel von Stokes. Fiir das B-Feld haben wir aus (/5.2))
VxB=Vx(VxA)=V(V-A) - VA (5.8)

Wir zeigen zunéchst, dass
V.A=0. (5.90

Beweis: aus (5.3)):

V. Ar) = Z—i /Vj(r’) Ve =17t dV = —Z—i Vj(r') Vulr =171 dV' . (5.10)

Unter Anwendung von (4.35) mit f(r') = 1 und g(r') = ﬁ, gibt der letzte Ausdruck
0.
Wir benutzen jetzt eine Formel aus der Elektrostatik (aus (A.23]))

1
2 F— —47é(r — 1)

Wendet man den Laplace-Operator auf (5.3) an, erhilt man

V2A(r) = —Z—O JE (e — ') dV' = —po j(x) | (5.11)

T Jv
Zusammen mit (5.8]) und (5.9) bekommen wir:

[VxB=10j | (5.12)

Die Integralform von (5.12)) erhdlt man aus dem Stokschen Satz:

j[B-ds = pol | (5.13):
S

wobei I die Stromstédrke des von S umschlossenen Stromes ist. Bemerkung:
In der Praxis (z.B. Spule) kann S den Strom mehrmals umlaufen. Umlauft S den Strom

n-fach, so ist I durch n/ zu ersetzen.

(5.12)) und (5.4)) bilden die grundlegende Gleichungen (Maxwell Gleichungen) fiir die Ma-
gnetostatik. Im Gegensatz zum elektrostatischen Feld E mit V X E = 0 ist also das B-Feld
nicht wirbelfrez.
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5.3 Vektor-Potential und Eichung

In Kap. haben wir eine Hilfsgrofle eingefiihrt, das sogenannte Vektor-Potential A, aus
dem (&hnlich zum Fall des elektrostatischen Potential ¢) die magnetische Induktion durch
Differenzieren gewonnen werden kann. Im Gegensatz zum elektrostatischen Potential ¢,
ist A ein Vektorfeld, und B ist gegeben durch

B = VxA. (5.14)

In haben wir fiir das Vektor-Potential A eine Differentialgleichung gefunden, aus
der sich A bei gegebener Stromverteilung j berechnen lasst.

Coulomb-Eichung

Man muss allerdings beachten, dass die Beziehung das Vektorpotential fiir gege-
benes B nicht eindeutig festlegt. Das B Feld &ndert sich ndmlich nicht, wenn man eine
sogenannte Eichtransformation

A = A = A+Vy (5.15)

durchfiihrt, wobei x eine beliebige (mindestens 2-mal partiell differenzierbare) skalare
Funktion ist. Denn:

VxA = VxA+Vx(Vy) = VxA+0. (5.16);

5.15) gibt eine zusitzliche Freiheit in der Wahl von A.

5.3) ist daher nicht der einzige mogliche Ausdruck fiir A. Mit ist (siehe (5.9)) A
divergenzfrei. Eine Wahl von A, welche erfiillt wird als Coulomb-Fichung. bezeichnet.
Da die Physik nur von B und nicht von A abhéngig ist, stellt die Wahl einer besonderen
Eichung keinerlei Einschrinkung dar. In der Coulomb-Eichung erfiillt also A [vgl.

(5.8), (5.12)) und (5.9)] die Differentialgleichung:

VA = —poj

(5.17):

Coulomb—Eichung

Die vektorielle Gleichung zerfillt in ihre 3 Komponenten, welche mathematisch

gesehen wieder vom bekannten Typ der Poisson-Gleichung sind.
Startet man dagegen von einem Vektorpotential A, das die Coulomb-Eichung nicht
erfiillt _
V-A # 0, (5.18):

so kann man das Fichpotential x so wihlen, dass
V-A' = V-A+V-(Vy) =0, (5.19):

so dass A die Coulomb-Eichung erfiillt. Das gesuchte x findet man durch Lésen einer
Differentialgleichung vom Typ (2.28)):

V3 = —V-A, (5.20);

wo —V - A als eine gegebene Inhomogenitéit anzusehen ist.
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5.4 Multipolentwicklung

Analog zu der in Abschnitt besprochenen Multipolentwicklung fiir das elektrische
Potential ¢ interessiert man sich oft fiir das B-Feld in grofler Entfernung von der Strom-
verteilung j. Letztere sei auf dem Volumen V' (mit 0 € V') beschrénkt.

Dann empfiehlt es sich, das Vektor-Potential A analog ¢ in eine Taylorreihe zu ent-

wickeln. Unter Vewendung von (5.3) und ([1.29)) erhalten wir

. 1 r-r :
A0 = 5 [ (F 5 ) = A A+ (520
mit dem
1.) Monopolanteil:
Aor) = 2 [ 50 av (5.22);
A7r v

als 1. Term der Entwicklung von A. Aus (4.35) mit f = 1 und g = z; folgt unmittelbar
Ay = 0. (5.23)

Was die Tatsache betont, dass es in der Elektrodynamik keine magnetischen Monopole
gibt.

2.) Dipolanteil:

Ai(r) = 4?;3 /V (r-r') i) dV'. (5.24):

Das Integral ((5.24]) kann gemaB (4.39)) (mit B ersetzt durch r und r durch r’) umgeformt

werden:

/V (e i) V= o [ e i)~ (i) 'y av' =

14
% V{r x (j(x') x )} dV". (5.25)

in gibt
Al = mx <Z_7(;%> (5.26)
mit dem magnetischen Dipolmoment |m = % /V (r x j)dV | (bereits in cingefiihrt).

Man vergleiche das Ergebnis mit ((1.32))!
Fiir das B-Feld eines magnetischen Dipols erhilt man (fiir r # 0)

o (3r (m-1) —7® m)
4w ro ’

Bi(r) (5.27)
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Beweis (fiir r # 0 !):

47 r
%VXAl(r) —VX(mXﬁ>—
r r
=m(V- ) ~(m- V)~ =
N——
=0 fiir r+0
1 1

= : (5.28)

Das magnetische und elektrostatische Dipolfeld haben also die gleiche Form.
Mangetisches Moment vs. Bahndrehimpuls
Fiir N Punktladungen ¢; lautet m:

N
i=1

Weiterhin kann m in einen einfachen Zusammenhang mit dem Drehimpuls L der N ge-

ladenen Massenpunkte gebracht werden, wenn alle Massen M; = M und alle Ladungen

¢; = q gleich sind, oder auch wenn das Verhéltnis M;/q; konstant ist. In diesem Fall:

q i
- 9. 5.30)
M= oM (5.30)

Mit dem Bahndrehimpuls L eines Systems geladener (identischer) Teilchen ist also ein
magnetisches Moment in Richtung von L verkniipft. Diese Aussage gilt auch im atomaren
Bereich, z.B. fiir die Elektronen eines Atoms.

Umgekehrt ldsst sich jedoch nicht jedes magnetische Moment auf einen Bahndrehim-
puls geméiB zuriickfiithren. Elementarteilchen (wie z.B. Elektronen) besitzen ein
inneres magnetisches Dipolmoment, welches nicht mit dem Bahndrehimpuls, sondern mit
dem Spin dieser Teilchen verkniipft ist durch:

_

2M
wobei s der Spin-Vektor ist und g das gyromagnetische Faktor Es ist g ~ 2.0024 fiir
Elektronen.

(5.31):

my

5.5 Energie eines Dipols im dufleren, schwach veréinder-
lichen Magnetfeld

Fir die Kraft K eines schwach verianderlichen B-Feldes auf eine um den Punkt ro = 0
lokalisierte Stromverteilung greife man zuriick auf (4.28]), und entwickle das B-Feld um
ro (wir setzen ro = 0 nach der Ableitung):

K = —B(rg) x /

J(r)d Vv + / J(I‘) X (I‘ . Vro)B(ro)d V—l— ey (532)E
\%

|4
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Der erste Term verschwindet, wie in . Homogene Felder iiben damit keine Kréfte auf
Strome aus (Damit wird die Gesamtkraft auf dem Schwerpunkt gemeint). Den zweiten
Term formt man folgendermaflen um. Man betrachte zunéchst, dass V,, in (5.32)) nur auf
B wirkt (das ist durch die Variable ry verdeutlicht) also:

K = / (r-Vy)j(r) d V x B(ro) . (5.33)
1%
Aus (4.36) mit m # n geht man wie fiir (4.38]), (4.39) vor und man bekommt
/(r V. )j(6)d V x B(ro) = (5.34)
v

/% (- V2 )i(r) = (i(x) - Vi )] d V x Blro) =

Vi X /V(% jr)y xr)d V| x B(rg) =

(& S
-~

—m

(m x V,,) x B(rg) =
Vo (m - B(ro)) —m (Vy, - B(ro)) -
—_—

=0

Wir haben also:

K = V(m-B)| (5.35);

(5.35) sollte mit dem Ausdruck fiir das Drehmoment auf einen Dipol (4.40]) verglichen
werden. Im letzteren Fall, liefert der erste Term in der Taylor-Entwicklung des B-Feldes
einen Beitrag. Deswegen enthilt (4.40) das B-Feld und nicht einen Gradienten, wie in
(15.35]).

Aus der Kraft lasst sich die Potentialenergie U eines magnetischen Dipols in einem
auBeren Magnetfeld ableiten. Da K = —VU, bekommt man

U = —(m-B), (5.36)

analog zu —(d - E) als Energie eines elektrischen Dipols im elektrostatischen Feld ([2.41)).
Der Dipol wird sich also bevorzugt in Feldrichtung einstellen, da dies der niedrigst mogli-
chen Energie entspricht.
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5.6 Ubersicht iiber die Magnetostatik

1.) Basis: Ampere’sches Gesetz

s () o
K g(vxB) mit B = po [0 x (r r)dV’
A Jyy  r—1'3
fiir stationédre Strome, wobei V - j = —0dp/0t = 0.
2.) Feldgleichungen: Aus
s
B =VxA mit A= @/ I gy
A [y v —r/|
folgt
a) differentiell:
VB = 0; VxB = ]
b) integral
Fluf: f B . df 0; Zirkulation: }{B ~ds = pol
F S

3.) Vektor-Potential:

Vx(VxA)=pj — VA= —pj
fir V- A = 0 (Coulomb-Eichung).

Statische Maxwell Gleichungen

(B) V-B=0
€0
(5.37)
(C) VxE=0 (D) VxB=ypuj
Lorentz-Kraft
K:q(E+V><B)é/(pE+j><B)dV (5.38)
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Kapitel 6

Die Maxwell’schen (Gleichungen

6.1 Konzept des elektromagnetischen Feldes

Im Folgenden sollen die Grundgleichungen fiir das elektrische Feld E(r,¢) und fiir die
magnetische Induktion B(r, t) fiir den Fall beliebiger zeitabhingiger Ladungs- und Strom-
verteilungen

p = plr,t); j = j(r,t) (6.1)

aufgestellt werden. Als Definition der Felder benutzen wir die Lorentz-Kraft
(Lorentz — Kraft) K =g¢[E+(vxB)]. (6.2):

Da p und j nun durch die Kontinuitédtsgleichung

ap i
—+V.j=0 6.3):
5 TV (6.3)
verkniipft sind, ist klar, daf} elektrisches und magnetisches Feld nicht mehr separat be-
handelt werden konnen: Die Mazwell’schen Gleichungen sind ein System gekoppelter Dif-

ferentialgleichungen fiir die Felder E und B.

6.2 Unvollstindigkeit der statischen Maxwell-Gleichungen

Hier noch einmal die statischen Maxwell Gleichungen (im Vakuum), die wir bisher her-
geleitet haben.Diese gelten nur fiir zeitunabhéngige Felder.

Statische Maxwell Gleichungen

(A) V-E:EB (B) V-B=0
(6.4)
(C) VxE=0 (D) V xB=pj
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In diesen Gleichungen kénnen das E und B -Feld getrennt betrachtet werden. Dass dies
aber nicht korrekt sein kann wurde bereits erwéhnt. Es gibt zwei Griinde, warum E und
B Feld gekoppelt sein miissen:

(1) Durch unterschiedliche inertiale Referenzsysteme mischen sich E und B unterein-
ander.

(2) Wegen der Kontinuititsgleichung sind p und j und daher E und B gekoppelt.

Wir werden sehen, dass eine genaue Analyse dieser zwei Griinde zu den passenden Ergédnzun-

gen von ((6.4)) fiihrt.

6.3 Faraday’sches Induktionsgesetz

Elektromotorische Kraft

Betrachten wir einen Leiterkreis (Ring) R, der sich mit der Geschwindigkeit v in einem
nicht-homogenen B -Feld bewegt. Als Beispiel nehmen wir ein in die z-Richtung gerich-
tetes B -Feld, das entlang der z-Richtung anwichst (Skizze). Der Kreis liege auf der
x — y-Ebene und bewege sich in z-Richtung.

X

Wegen des B -Feldes erfahren die freien Ladungen ¢ = —e < 0 auf dem Leiter eine
Kraft K = ¢ v x B in die +y Richtung. Diese Kraft ist aber stiarker auf der rechten Seite
des Kreises, wo B stérker ist. Deswegen werden die Ladungen im Leiter stiarker gegen den
Uhrzeigersinn beschleunigt. Mathematisch bedeutet das, dass die Zirkulation der Kraft
entlang R ungleich Null ist.

Versetzen wir uns jetzt ins inertiale Bezugssytem des Leiters mit der Geschwindigkeit
v. In diesem System sind die Ladungen unbeweglich, doch sie erfahren die gleiche Kraft
(im nicht-relativistischen Fall) wie im Laborsystem. Da die Ladungen unbeweglich sind,
kann diese nicht aus dem B -Feld, sondern nur aus einem elektrischen Feld E = K/q
(Lorentzkraft) stammen. Wie die Kraft K, hat also auch E eine nichtverschwindende
Zirkulation, was (/6.4)(C) widerspricht. Im Bezugsystem des beweglichen Leiters befindet
sich also ein E -Feld, das nicht wirbelfrei ist, sowie ein zeitabhéngiges B -Feld.

60



Wir wollen jetzt den Zusammenhang zwischen diesen zwei Feldern, also die passende
Ergénzung zu (6.4]) (C) mathematisch herleiten. Wir benutzen den Index “R” fiir die Felder
im Bezugssystem des Ringes, und keinen Index fiir das Laborsystem. Das By Feld ist das
gleiche wie B , nur rdumlich verschoben um vt.

Durch Vergleich der Kréfte in beiden Systemen erhalten wir Eg:

K—q¢vxB=Kp=qEg. (6.5)
Verschiebt sich der Kreis in der Zeit 6t um den Abstand Jr, d&ndert sich Bz um
(SBR = (5[‘ : V)BR s (66)

die Zeitableitung des By-Feldes im System R ist also gegeben durch

0 Bp
ot

Der letzte Term kann durch die Beziehung (giiltig fiir homogenes v)

—(v-V)By. (6.7)

VxBxv)=(v-V) B-v(V-B)=(v-V)B (6.8)
—0

umgeschrieben werden. Also

0 Bp
9t

—V x (vxBg) =V x Eg, (6.9}

wo wir (6.5) benutzt haben. Diese Gleichung stellt eine Beziehung zwischen der Zeitab-
leitung von B und der Rotation von E dar. (6.9) ist also die gesuchte Ergénzung zur
Maxwell-Gleichung (6.4])(C).

Um die Effekte auf den Leiterkreis zu studieren, betrachten wir die Integralform von
(6.9) mit Hilfe des Stokeschen Satzes. Die Zirkulation von E entlang R entspricht einer
Induktionsspannung V;,4 und ist gegeben durch (wir kénnen den Index R weglassen)

d
deZj{Edlz—k—/B-df (k=1). (6.10)E
R dt /s

Das ist das Faray’sche Induktionsgesetz. bedeutet, dass eine Anderung des ma-
gnetischen Flusses durch einen geschlossenen Leiterkreis eine Induktionsspannung in dem
Leiterkreis erzeugt.

Bemerkungen

e (6.10) und seine Differentialform

0B

gelten allgemein: Die Anderung des Flusses kann sowohl durch eine Bewegung des
Leiterkreises (wie oben diskutiert) als auch durch eine reine Zeitabhéngigkeit des B
-Feldes erzeugt werden.
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e Gleichung (6.10)) gilt unabhingig davon, ob der Leiterkreis tatséchlich vorhanden
ist, dieser dient nur zum experimentellen Nachweis des induzierten Feldes

e Bildet man die Divergenz von (6.11)) erhélt man 2 avtB = 0. D. h. (6.4)(B) bleibt
bestehen. Auch in ist es implizit, dass verschiedene Oberflichen, die durch
R abgegrenzt sind, den gleichen magnetischen Flufl haben. Das bedeutet, dass der
magnetische Fluss durch eine geschlossene Oberfliche verschwindet (Fig. .

Abbildung 6.1: {fluss} Der Fluss von B durch die Oberflichen S; und Sy, beide abge«ﬂ
grenzt durch R, ist nach (6.10) gleich. Daher ist der Gesamtfluss durch die geschlossene
Oberfliache 57 + S5 gleich Null.

e Das Vorzeichen in spiegelt die Lenz’sche Regel wider. Das bedeutet, dass
die durch das zeitabhingige B -Feld induzierte Spannung, und daher Strom, erzeugt
(wegen (4.22))) ein Magnetfeld, das entgegen dem (wachsenden) B -Feld gerichtet
ist (Skizze).

|| Bind
\________________
ind
dB
dt

e Im cgs-System ist die Konstante k in (6.10) £ = 1/c.

Anwendungen:

Betatron: In dem von einem zeitlich verdnderlichen B-Feld induzierten elektrischen Feld
E werden geladene Teilchen beschleunigt.

Wechselstrom-Generator: In einer in einem konstanten B -Feld rotierenden Spule wird
wegen des zeitabhédngigen magnetischen Flusses eine Wechselspannung erzeugt.
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6.4 FErweiterung des Ampere’schen Gesetzes
Das Ampere’sche Gesetz der Magnetostatik (6.4)(D)
VxB = poj (6.12):
gilt nur fiir stationire Strome. Bildet man nédmlich
V- (VxB) = ;yV-j, (6.13):
so erhélt man wegen der Identitét
V-(Vxa) =0, (6.14):
gerade V- j = 0, d.h. stationdre Strome. Allgemein gilt jedoch die Kontinuitétsgleichung
Vit % = 0, (6.15)

so dass (6.12)) fiir nichtstationédre Strome modifiziert werden muss.
Wie diese Modifikation aussehen muss, wird sofort klar, wenn man das Gaufi’sche
Gesetz der Elektrostatik ((6.4))(A)) beibehalt:

vVE-=" (6.16)

€0

was durch die in Abschnitt [I] aufgefiihrte Ladungsinvarianz gestiitzt wird. Kombiniert
man nun die Kontinuitétsgleichung (6.15)) und (6.16)), so folgt:

ap 8E i
- — = 1] — ] = 0. A7)
VJ+8t \Y (J+eoat) 0 (6.17)
Ersetzt man daher
) ) ) OE :
J = JmM=E]te ot (6.18);

so hat man wieder eine ,,Stromdichte® mit verschwindender Divergenz wie in der Magneto-
statik. Diese ,, Stromdichte® jy; wird Maxwell Verschiebungsstrom genannt. In Einklang
mit der Ladungserhaltung erweitern wir also (6.12)) wie folgt:

) ) OE ;
V xB = Mo JMm — MOJ+Mo€0§ . (619)
Das Ampere’sche Gesetz (6.19) findet seine experimentelle Bestétigung in der Existenz

elektromagnetischer Wellen (Teil [[V]).

Selbstinduktion
Ein stromdurchflossener Leiter erzeugt in seiner Umgebung geméif ein B (und E
) Feld. Andert sich der Fluss dieses B -Feldes durch den Leiterkreis, so wird im Leiter-
kreis ein Induktionsstrom erzeugt (Selbstinduktion), der nach dem priméren Strom
entgegen gerichtet ist (Lenz’sche Regel).

Die Selbstinduktion héngt von der Geometrie des Leiters ab. Fiir eine quantitative For-
mulierung greift man zweckméfligerweise auf die elektromagnetischen Potentiale zuriick

(Kap. [7).
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6.5 Ubersicht iiber die Maxwell’schen Gleichungen

Homogene Gleichungen

V-B =0} (6.20)

was dem Fehlen magnetischer Monopole entspricht.

0B ;
E+ — = 21
V x +8t 0, (6.21)

was dem Faraday’schen Induktionsgesetz entspricht.

Inhomogene Gleichungen

V.E="] (6.22)
€o

was dem Gauf3’schen Gesetz entspricht.

OE ) ;
VxB-— NOGOE = Mo]| (6.23):

was dem Ampere-Maxwell’schen Gesetz entspricht.

In (6.22)) und ist die Ladungserhaltung schon implizit enthalten. (6.21]) und
(6.23)) zeigen, daB ein zeitlich sich &nderndes Magnetfeld B ein elektrisches Feld E bedingt
und umgekehrt. Die Gleichungen - beschreiben zusammen mit der Lorentz-
Kraft _

K =q¢[E+(vxB)]. (6.24):

vollsténdig die elektromagnetische Wechselwirkung geladener Teilchen im Rahmen der
klassischen Physik.

Maxwell Gleichungen im Vakuum

(A) V-Ezeﬁ (B) V-B=0

0

0B OE .
(C) VXE—FE:O (D) VXB_MOGOE:MOJ

(6.25]
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Kapitel 7

Die elektromagnetischen Potentiale

7.1 Skalares Potential und Vektorpotential

Um die gekoppelten Differentialgleichungen - fir E und B zu l6sen, ist
es meist zweckméflig - analog dem Vorgehen in der Elektrostatik und Magnetostatik -
elektromagnetische Potentiale einzufiihren.

Da auch fiir dynamische Felder

V-B=0, (7.1)

gilt, konnen wir weiterhin ein Vektorpotential A = A(r,t) iiber die Beziehung

(79)

einfithren. Dann schreibt sich das Induktionsgesetz ([6.25])(C) als

V X <E+%—?> -0 . (7.3):

E selber ist nicht mehr wirbelfrei und kann daher nicht mehr als Gradient eines Potentials
geschrieben werden. Dafiir lasst sich das Vektorfeld in (7.3) als Gradient einer skalaren
Funktion ¢ = ¢(r,t) darstellen:

JA :
oder
0A :

Mit (7.2) und (7.5) sind E und B auf das Vektorpotential A und das skalare Potential ¢

zuriickgefiihrt.

Gleichungen fiir A und ¢
Wir miissen nun die Differentialgleichungen aufstellen, aus denen A und ¢ berechnet
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werden kénnen wenn p und j Vorgegeben sind. Dazu benutzen wir die inhomogenen

Gleichungen (6.22)) und - Aus (6.22) folgt mit E aus

2 0A P :
Vip+ V- <8t) T (7.6):

und aus - ) mit ( .

op  0*A ) ;
V X (V X A) + oo <V It + W) = lo)- (77)
Mit der Identitét _
Vx(Vxa)=-V?a+V(V-a) (7.8):
geht iiber in:
0?A ) 0
VA — MOEOW = —poj+V (V A + poeo f;f) (7.9)

Damit haben wir die 8 Maxwell-Gleichungen fiir E und B iiberfiihrt in 4 Gleichungen
((7.6) und (7.9)) fiir die Potentiale A und ¢, die jedoch untereinander gekoppelt sind.

Eichinvarianz
Zur Entkopplung von ((7.6]) und (7.9))) machen wir von der sog. Fichinvarianz gebrauch.
Nach dieser sind die physikalischen Felder ((7.2) und (7.5) (und daher auch die Maxwell-

Gleichungen) unter den Eichtransformationen

A A =A+Vy| (7.10):

0 ;
b= =0— = (T.11)

invariant sind. Hierbei ist x(r,t) eine beliebige (2-mal stetig differenzierbare) Funktion.
Beweis:

B=Vx(A+Vy)=VxA (7.12)
_0A  0Vy Jdx O0A
—E—W—f—w—i—Vqﬁ V(‘)t T +Vo (7.13)

7.2 Lorenz-Eichung

[
Gleichung ((7.9) legt nahe, x so zu wéhlen, daf

V-A+ Mogoaqs 0, (7.14)

ot

Nach dem d#nischen Physiker Ludvig Lorenz. Diese wird oft filschlicherweise (auch in friitheren

Versionen dieses Skriptums) als Lorentz-Eichung bezeichnet und dem niederliindischen Physiker Hendrik
Antoon Lorentz zugeschrieben.
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was der Lorenz-Konvention entspricht.

Man erhélt dann aus ([7.9)), (7.6) und (7.14) entkoppelte Gleichungen:

O’A . :

VQA - ILLQEOW = —Mo)- (715)
62¢ 1% i

2 - _~ 16):
V79 — foo 53 o’ (7.16)

welche jeweils die gleiche mathematische Struktur besitzen. Sie vereinfachen sich fiir zeit-
unabhéngige Felder auf die Gleichungen und der Elektrostatik bzw. Mag-
netostatik. Die Lorenz-Eichung wird bei der relativistischen Formulierung der
Elektrodynamik unter Verwendung von

po€o = 2 (7.17)
benutzt.
Konstruktion von y
Falls
(0] :
V-A —HLOEOE = f(r,t)# 0 (7.18):

wére, so fithren wir eine Eichtransformation (([7.10)),(7.11))) durch und fordern fiir die
transformierten Felder ((7.22)) (7.23)):

o¢ 0] 0%y ;

A —— =V-A+V? — = — =0. 7.19):

V- A+ o€ 5 V- A+ VX + e or Moo gn (7.19)

Gleichung ((7.19) ist eine inhomogene, partielle Differentialgleichung 2. Ordnung der Form
82)( i

2 :

\Y X — /L()G()w = —f(r, t) (720)

Bei gegebener Inhomogenitéit — f(r,t). ist die Losung mehrdeutig, da zu jeder Losung
von ([7.20)) noch eine beliebige Losung der homogenen Gleichung

0y :

VY — oeo—=5 =0 7.21);

X — Ho€o 12 ( )

addiert werden kann.

7.3 Coulomb-Eichung

In der Atom- und Kernphysik wird x meist so gewahlt, dass

V-A=0. (7.22);
Dann geht ([7.6)) iber in
v =L (7.23)
€0
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mit der schon bekannten (partikuléren) Losungf]

1 p(r',t)

ot = | P~ av’. (7.24)
Aus wird
VA - “060832_? = —poj(r,t) + €opo Vagbg;’ )
= (e t) = /V ap(r/7|z2/_ai,|(§ “D gy (7.25)
= —poj(r,t) + Z_;/V (V' 'J'|(:',_t)r)/|(;—r’) v’

wobei wir die Kontinuititsgleichung verwendet haben. Die Gleichung fiir A enthélt also
nur die Stromdichte j.

Elektromagnetische Wellen
In quellenfreien Gebieten mit

p=0; j=0 (7.26);
reduzieren sich ((7.24]) und ([7.25) dann auf:

0?A :

—0- 2 _ i

Die Losungen von ([7.27)) sind elektromagnetische Wellen, z.B. in Form transversaler, ebe-
ner Wellen (siehe Teil [[V]).

Konstruktion von y
Erfiillt die Losung A von ([7.9)) nicht die Eichbedingung ((7.22)), so fiihren wir die Trans-

formation (7.10)), (7.11)) durch und fordern (schon gesehen in (/5.19)),(5.20))

V-A+ V=0, (7.28);

oder .
Vix=-V-A. (7.29);

Dies ist ein Spezialfall von ([7.20)) mit —V - A als Inhomogenitdt. Mehrdeutigkeit von x: Zu
jeder Losung von ([7.29) kann man noch eine beliebige Losung der homogenen Gleichung

Vi =0 (7.30);

addieren.

2(7.24) scheint eine Fernwirkung auf das Potential ¢ zu sein. Allerdings stellt sich heraus, dass die
Wirkung auf die B und E Felder stets eine Nahwirkung ist.
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Kapitel 8

Energie, Impuls und Drehimpuls des
elektromagnetischen Feldes

8.1 Energie

In Abschnitt hatten wir dem elektrostatischen Feld eine Energie zugeordnet, charak-
terisiert durch die Energiedichte

we = %0 B2, (8.1%

Analog kann man dem magnetostatischen Feld eine Energie zuordnen. Wir wollen diesen
Schritt iiberspringen und direkt die Energiebilanz fiir ein beliebiges elektromagnetisches
Feld aufstellen.

Wir betrachten dazu zunéchst eine Punktladung ¢, die sich mit der Geschwindigkeit
v in einem EM Feld {E, B} bewegt. Die an dieser Ladung vom Feld geleistete Arbeit ist
gegeben durch:

aw. i
TM:K~V:q[E—|—(va)]~V:qE-V, (8.2)
da das Magnetfeld keine Arbeit leistet. Entsprechend gilt fiir einen Strom der Stromdichte
j: aw.
A /E~jdV. (8.3):
dt v

Die an den bewegten Punktladungen vom Feld geleistete Arbeit geht auf Kosten der
Energie des EM Feldes, deren explizite Form im Folgenden hergeleitet werden soll.

Wie im statischen Fall wollen wir die Potentialenergien der Ladungen als Feldenergien
betrachten. Die Ladungen und Stréme sollen also mit Hilfe der Maxwell Gleichungen eli-
miniert werden. Wir eliminieren in (8.3)) zunéchst die sich auf die bewegten Massenpunkte
beziehende Stromdichte j mit Hilfe des Ampere-Maxwell’schen Gesetzes ((6.23)):

1 E :
/E-jde/(—E-(VxB)—eoE-a—) dV . (8.4):
1% v \ Mo ot
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Diesen Ausdruck, der nur noch die Felder E und B enthalt, konnen wir bzgl. E und B
symmetrisieren. Wir verwenden

V(EXB) = 82 €ijk EJBk = €ijk (8ZEJ) Bk +€ijk Ej (&Bk) = = B(V X E) — E(V X B)
sowie das Induktionsgesetz V x E = —B und finden:
0B :
E-(VXB):B-(VXE)—V-(EXB):—B-E—V-(EXB) (8.5):
Setzen wir nun (8.5)) in (8.4]) ein, so erhalten wir:
AWy, 1 0B? ¢0E* 1 i
dt /V . /V 2, Ot i) 8t/+\uo (B xB) (86)
aw;r/at €S
Interpretation
Wir schreiben als die Summe von drei Beitrégen:
AWy dUp / :
—_— + — V.-SdV =0 8.7)
i T T, . (8.7)
mit der Feldenergie
1 €0 X
Up = / <—32 + —EZ) av |, 8.8):
" v \ 2t 2 (8.58)
und dem Poynting-Vektor
1 ;
S = —(ExB)|. (8.9):
Ho
In (8.8) konnen wir nun die Energiedichte des EM Feldes
1 €0 I
= —B’+_F° 10):
einfiihren, welche sich aus einem elektrischen Anteil (vgl. (8.1)))
Wy = %EQ (8.11):
und einem magnetischen Anteil
1 :
Wimag = 5—B 8.12)
g 2,[,1/0 ( )
zusammensetzt.
Mit Hilfe des Gaufi’schen Satzes konnen wir die Divergenz in (8.7]) in ein Oberflichen-
integral umwandeln:
aUu aw, :
—r -4 —/ S . df|. (8.13):
dt dt oV

(8.13) beschreibt also folgende Energiebilanz: Die Feldenergie Up in einem Volumen V'
kann sich dadurch dndern,
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(a) dass das EM Feld Arbeit (£222) an Ladungen (8.3) leistet (Ur wird also in kinetische

Energie der Ladungen umgewandelt)

(b) dass Energie in Form von EM Strahlung aus dem Volumen V' hinausstromt (hin-
einstrémt, falls das Oberflichenintegral in negativ ist). In Analogie zur La-
dungserhaltung (Abschnitt bezeichnen wir den Poynting-Vektor S als Energie-
stromdichte.

Die Energiebilanz zeigt, dass die Energie des abgeschlossenen Systems (Punktladungen
plus EM Feld) eine Erhaltungsgrofle ist.
Die Energiebilanz (8.13)) lautet in Differentialform

E'j+&d—F+V~S:O. (8.14)
ot

Fiir den Fall eines unendlichen Volumens und falls die Felder E und B asymptotisch
schnell genug abfallen (d. h. ihr Produkt schneller als 1/r? abfllt), verschwindet das
Oberflachenintegral. Dann ist die Energiebilanz durch die Arbeit und durch die
Feldenergie erfiillt. Fiir statische Felder ist die obige Voraussetzung erfiillt, nicht dagegen
fiir Strahlungsfelder (vgl. Kap. . Wie wir sehen werden, wird sozusagen von Strah-

lungsfeldern Energie ,,ins Unendliche® verschleudert.

8.2 Impuls

Dem EM Feld kann man aufler Energie auch Impuls zuordnen. Wir werden auch in diesem
Fall eine Impulsdichte sowie eine ,, Impulsstromdichte® herleiten. Da aber der Impuls ein
Vektor ist, bendtigen wir eine Stromdichte (die ebenfalls ein Vektor ist) fiir jede Impuls-
komponente. Wir werden also sehen, dass die Impulsstromdichte von einem Tensor (dem
Maxwell’sche Spannungstensor) beschrieben wird.

Wir beginnen wieder mit der Impulshilanz fiir eine Punktladung ¢ mit der Geschwin-
digkeit v. Nach Newton gilt dann fiir die Anderung des Impulses py; der Punktladung:

dpn

- = ¢g[E+(vxB)]. (8.15):

Fiir N Punktladungen, charakterisiert durch eine Stromdichte j und Ladungsdichte p,
erhalten wir entsprechend fiir den Gesamtimpuls P, der Ladungen:

dP

— = /V[pE+(ij)] dv . (8.16):

Analog zu Abschnitt versuchen wir p und j zu eliminieren, so dass die rechte Seite in
(8.16)) nur noch die Felder E und B enthélt.
Wir benutzen dazu

p = &V-E (8.17):

und . 9E
j = —VxB-eco 8.18):
J Mov X €05y (8.18)
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Das Resultat
dP 1 OE :

konnen wir bzgl. E und B symmetrisieren, indem wir in (8.19)) den (verschwindenden)
Term

1 i
—B(V-B) (8.20):
Ho
hinzufiigen und in
OE 0 0B i
— € (E X B) = _GOE(E X B) + €o (E X E) (821)
das Induktionsgesetz ausnutzen:
0B i
E = —— 8.22):
V X o (8.22)
Ergebnis:
dP s / { 1 1
— = oE(V-E)+ —B(V-B)+ —(VxB)xB
i = |\ 9BV E)+ B(V-B)+ (VxB)
0 i
—6E x (VXE) — €0§<E X B)} av. (8.23):

Wir verwenden die Abkiirzung 0,, = 0/0x,, und fassen fiir die Interpretation von (8.23))

einige Terme wie folgt zusammen |[mehr in [B.1.6]|

)

= EzamEm - (5il5jm - 5im5jl> EjalEm = EzamEm - EmazEm + EmamEi

3
1 0 1 :
= ——O,E2 + 0, EnE; = — (BB, — =B ) 8.24):
2" * 'mzl 0%, ( 2 > (8.24)
Entsprechend verfahren wir fiir die B-Terme.
Ergebnis:
d .9 :
—(P Pr) — T dV = 0, 8.25):
=Py + F>+/szla$m (8.25)
wobei der Maxwell Spannungstensor 7}, durch
E? 1 (B?
2 o 2

gegeben ist.
Pr kann als Gesamtimpuls des EM Feldes betrachtet werden und ist gegeben durch

|4
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mit der Impulsdichte

7 = e(E x B) (8.28);

Im letzten Integral in (8.25)) kann der Gaufl’sche Satz folgendermafien angewandt wer-
den: Aus dem Tensor T}, kénnen wir fiir jedes i einen Vektor T; = (T}, Ti2, Ti3) bilden.
Aus dem Gaufy’schen Satz haben wir also

/8mTide:/V-TidV:/ Ti-df,:/ Tom-d fr, (8290
1% 1% ov ov

verglichen mit kann dieses als Fluss der i-Komponente des EM Impulses durch die
Oberfliche OV interpretiert werden. Dieser , Fluss® entspricht der Menge an Impuls, die
durch die Oberfliche F' pro Zeiteinheit flieBt, also nach Newton auch die (i-Komponente
der) Kraft K;, die vom EM Feld an die Oberfliche F' angewandt wird (ob diese Kraft
durch die Flache als Impuls ,, weitergeleitet“ oder von der Flidche absorbiert wird ist von
(8.29)) nicht beschrieben).

Die iibertragene Kraft pro Fliacheneinheit (k = AK/AF) hat die Komponenten
ki =T; -n = T,,n,, wo n die Normale an die Oberflache ist. Diese Kraft hat sowohl
eine Normalkomponente p = k-n = n;T;,,n,,, die als Druck des EM-Feldes (Strahlungs-
druck) gesehen werden kann, als auch eine Komponente, die parallel zur Flache F' steht.
Aus kann man den Strahlungsdruck bestimmen:

1

€0 2 2
p=n;Tnm = > UE| —2(n-E) } + m

[|IB|* — 2(n-B)?] (8.30)

Der Strahlungsdruck des Lichts wurde von Lebedev und Hull direkt an einer Drehwaa-
ge nachgewiesen. An den Balkenenden angebrachte Metallplattchen wurden im Takt der
Eigenschwingung jeweils belichtet; es wurden in Resonanz gut beobachtbare Ausschliage
erhalten. Das elektromagnetische Feld iibertragt auf einen Absorber also nicht nur Ener-
gie, sondern auch Impuls.

Ahnlich zur Energiebilanz gibt es also fiir das EM-Feld eine Impulsbilanz: Der gesamte
Impuls des EM Feldes in einem Volumen V' kann sich dadurch dndern, (a) dass Impuls an
Ladungen iibertragen wird, oder (b) dass Kraft an die Randoberfliche iibertragen wird.
Zusammenfassend lautet (aus ) die Impulserhaltung in Integralform

d

3
%(PM +Pr); +7{ > Tidfm =0/, (8.31):
Fon=1

und in differentieller form

B :
pE—l—jXB+%+V~£:O,. (8.32);

Bemerkung
Die Tatsache, dass die sich die Impulsdichte 7wz und die Energiestromdichte S nur um
einen konstanten Faktor unterscheiden,

1

T — 60[1,08 = oy
C

S, (8.33)
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ist kein Zufall, sondern ergibt sich zwangslaufig im Rahmen der relativistischen Formu-
lierung. [[mehr in|B.1.7]|

8.3 Drehimpuls

Die Anderung des Drehimpulses einer Punktladung ¢ im elektromagnetischen Feld ist

durch
dlyy " dpny
—— =71 -
dt dt
gegeben. Entsprechend gilt fiir N Punktladungen, welche durch p und j charakterisiert

seien, im Volumen V:

= grx [E+ (v x B)] (8.34)

%%::K;XME+GxBHdv. (8.35)

Eliminiert man p und j und symmetrisiert man das Resultat bzgl. E und B, so erhilt
man analog Abschnitt

dL 1 1
M = /rx{eoE(V~E)—|——B(V~B)+—
v

— VxB)xB
dt Mo Mo( )

—e(Ex (VXE)— 60%(]3 X B)} av .

Fallen die Felder asymptotisch rasch genug ab, d.h. stérker als 1/R, so bleibt fiir V' — oo:

d :
—(Ly +Lp) = 0, (8.36):
dt
mit
LFZEO/PX(EXB)dV:/I‘Xﬂ'FCZV (837)
|4 |4

als Drehimpuls des Feldes, was mit der Interpretation von wp als Impulsdichte des
Feldes konsistent ist. Die Summe aus dem mechanischen Drehimpuls L;; und dem des
Feldes Ly ist (in einem unendlichen Volumen) eine ErhaltungsgroBe:

Ly + Ly = const . (8.38);

Fiir ein endliches Volumen bekommt man &hnlich wie beim Impuls einen Fluss vom Dre-
himpuls aus der Volumenoberflache.

8.4 Zusammenfassung

Bei Abwesenheit anderer Kréfte gelten fiir das abgeschlossene System (Punktladungen
plus Feld) die Erhaltungssitze fiir Energie, Impuls und Drehimpuls. Da sich Energie,
Impuls und Drehimpuls der Punktladungen zeitlich &ndern, miissen wir dem Feld selbst
Energie, Impuls und Drehimpuls zuordnen, um die Erhaltungssétze fiir das Gesamtsystem
zu garantieren. Die Grundgréfien
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Energiedichte

€0 9 1 2 X
= —F"+—B 39):
Wp 5 + el (8.39)
Impulsdichte
mr = 6(ExB) (8.40):
und Drehimpulsdichte
Ar = er x (ExB) = rx7p (8.41):

findet man aus den jeweiligen Bilanzen unter Verwendung der Maxwell-Gleichungen. Die
Tatsache, dass man dem Maxwell-Feld mechanische Groflen wie Energie, Impuls und
Drehimpuls zuordnen kann, bietet die Grundlage fiir die im atomaren Bereich benutzte
Beschreibung elektromagnetischer Phinomene durch Teilchen, welche als Photonen
bezeichnet werden.
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Teil IV

Elektromagnetische Strahlung im
Vakuum
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Kapitel 9

Das elektromagnetische Feld im
Vakuum

9.1 Homogene Wellengleichungen

Im Vakuum (p = 0; j = 0) lauten die Maxwell-Gleichungen

0B OE

Zur Entkopplung von E und B bilden wir
Vx(VxB) = V(V-B)-V’B

0 0°B
= €olo av XE = —Eoﬂow-
Das Resultat ist eine homogene Wellengleichung
1 02 1
2 _ . _
<V _6_2@) B =0 s g = €plo-

Analog verfahrt man mit dem E-Feld. Mit der Abkiirzung

fiir den d’Alembert-Operator [] erhélt man dann anstelle von ({9.1))

OB = 0 V-B =0
OE = 0 V-E =0

Fiir die zugehorigen Potentiale findet man nach Kapitel [7}
A =0 V-A=0
¢ =0
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in der Coulomb-Eichung (was im Quellenfreien Fall auch die Lorenz-Eichungsbedingung

(7-14) exfiillt).

Wir haben also Differentialgleichungen vom Typ
Of(r,t) = 0 (9.8)

zu losen, wobei f fiir irgendeine Komponente von E, B oder A steht. Die Losungen
fir E,B und A sind dann noch der Nebenbedingung unterworfen, dass die Divergenz
verschwindet (Transversalitdtsbedingung).

9.2 Monochromatische Ebene Wellen
Zur Losung von bilden wir den Ansatz

f = foexplik -t — wt)). (9.9)
ergibt

—K? w—zf—O 9.10
(K +5)f=0. (9.10)

ist also eine Losung von vorausgesetzt die Dispersionsrelation

W = K (9.11)
gilt.
Fiir die elektrische Feldstdrke und die Magnetische Induktion haben wir:
E = Ejexp(i(k-r — wt)), (9.12);
B =Bgexp(i(k-r —wt)), (9.13)

wo Eq und By konstante Vektoren sind, die noch einige Bedingungen (siehe unten) erfiillen
miissen. Analog ist die Losung fiir A.
Komplexe vs. reele Felder
E, A und B sind als Messgrossen reelle Vektorfelder. Die komplexe Schreibweise in den
Gleichungen ist verabredungsgemif so zu verstehen, dass das physikalische
Vektorfeld durch den Realteil von diesen Ausdriicken beschrieben wird. Die komplexe
Schreibweise ist oft (z.B. beim Differenzieren) bequemer als die reelle; sie ist problemlos,
solange nur lineare Operationen durchgefithrt werden.

Vorsicht ist geboten bei der Berechnung physikalischer Gréflen wie etwa der Energie-
stromdichte. In diesem Fall treten Produkte von Vektorfeldern auf, wie z.B.

E?. (9.14)
Da muf3 der Realteil vor der Quadrierung durchgefiihrt werden:

E*> = (ReEpexp(i(k-rFwt)))? (9.15)
# Re (Egexp(i(k -t Fwt)))? falsch !
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Zeitliche Mittelwerte ... solcher Produkte kann man in komplexer Schreibweise wie
folgt berechnen: Fiir zwei Vektorfelder

a(r,t) = ag(r)exp(—iwt); b(r,t) = by(r)exp(—iwt) (9.16)§
gilt fiir den zeitlichen Mittelwert des Produktes
(Rea) - (Reb) — %Re(a b | (9.17
denn in
(Rea) - (Reb) = %l(ao exp(—iwt) + a exp(iwt)) (b exp(—iwt) + bi exp(iwt))  (9.18)

verschwinden die gemischten Terme mit den Zeitfaktoren exp(£2iwt) nach Zeitmittelung
und es bleibt

(Rea) - (Reb) = i(apb* +a*-b) = %Re(a-b*) . (9.19):

Betrachtet man die Konvention, dass der Realteil am Ende gebildet werden soll,
konnen Ausdriicke wie (9.12) sehr bequem differentiert werden. Man kann leicht zeigen
(siche Sec.[0.5]), dass man stets diese auf folgender Weise ersetzen kann:

. 0 .
Vosik oo i) (9.20)

Eigenschaften der Losung

i) Ebene Wellen

Funktionen vom Typ (99.12)) beschreiben ebene Wellen, deren Wellenfronten Ebenen
sind: Die Punkte r, in denen f(r,t) zu einer festen Zeit ¢ den gleichen Wert annimmt,
liegen auf einer Ebene (Hesse’sche Normalform)

k-r = const, (9.21):

welche senkrecht zu k steht. k bezeichnet die Ausbreitungsrichtung. Je nach
Wahl des Vorzeichens von w erhélt man Wellen, die in +k-Richtung laufen.
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ii) Transversalitdt der elektromagnetischen Wellen
Aus V - B = 0 folgt mit Hilfe von (|9.20))

k-B=0—-k-By=0 (9.22);

sowie ahnlich fiir E:

k-E=0, (9.23)

d. h., die Felder stehen transversal zur Ausbreitungsrichtung. Dasselbe gilt fiir A.

iii) Orthogonalitét von E und B

Aus der Maxwell Gleichung

OB ;
E=— 9.24):
V x T ( )
folgt mit (9.20)
kxE=wB. (9.25)

also E L B. E, B und k bilden also ein orthogonales Dreibein (siehe Skizze). ((9.25))
(9.11)) legt auch die Betrédge von B und E fest, ndmlich:

IB| = [E|/c. (9.26)

Bemerkungen

1.) AufBler ebenen Wellen sind z.B. auch Kugelwellen Lésungen von ; sie haben die
Form:

f(r—ct)

— (9.27):

wobei f eine beliebige (mindestens zweifach differenzierbare) Funktion ist.

2.) Die Existenz von elektromagnetischen Wellen (z.B. Lichtwellen, Radiowellen, Mikro-
wellen, y-Strahlung etc.) beweist die Richtigkeit der Relation V x B = €yuodE/0t
im Vakuum, welche entscheidend in die Herleitung der Wellengleichungen eingegan-
gen ist. Sie stellt die experimentelle Bestétigung fiir das Maxwell-Ampere-Gesetz

(6-19) dar.
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Terminologie

Wellenvektor  k
Wellenzahl k£ k£ = [k
Kreisfrequenz w w = Fck
Frequenz v v = w/(2n)
Wellenléinge A A\ = (27)/k
Schwingungsdauver 7 7 = (27)/w

Anhand von (9.12)) sieht man, dass 7 die zeitliche Periodizitéit der Welle bei festgehaltenem
Ort r beschreibt,

exp(iw(t+ 7)) = exp(iwt + 2mi) = exp(iwt); (9.28)
analog gibt die Wellenldnge A die rdumliche Periodizitét an:
exp(ik(z + \)) = exp(ikz +2mi) = exp(ikz) (9.29);

fiir eine Welle in z-Richtung zu fester Zeit ¢.

Phasengeschwindigkeit
Die Grofe

v = k-r—wt (9.30):

nennt man die Phase der Welle. Unter der Phasengeschwindigkeit v, versteht man die
Geschwindigkeit, mit der sich ein Wellenpunkt mit vorgegebener fester Phase bewegt. Um
Upy, Zu bestimmen, betrachten wir wieder eine ebene Welle in z-Richtung und bilden das
totale Differential von ¢(z,t):

dy = kdz — wdt. (9.31):

Fiir ¢) = const. folgt dann:
dz w

Uph = a = E = C (932)

die Phasengeschwindigkeit ist also gleich der Lichtgeschwindigkeit c.

9.3 Energie- und Energiestromdichte

Streng genommen ist eine ebene Welle senkrecht zur Ausbreitungsrichtung unendlich aus-
gedehnt; jede praktisch realisierbare Welle dagegen begrenzt. Die ebene Welle ist jedoch
eine sinnvolle Approximation, wenn die Ausdehnung der realen Welle senkrecht zur Aus-
breitungsrichtung grof ist im Vergleich zu ihrer Wellenlénge und zu irgendwelchen Hin-
dernissen (z.B. Spalte), durch die sie gestirt werden kann.

Fiir monochromatische ebene Wellen gehen die Beziehungen

0A

B =VxA, E= -
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in der komplexen Darstellung iiber in

B = i(kxA); E = iwA| (9.34);

Mit (9.34]) und (9.17)) lassen sich Energie (und auch Impuls) der Welle leicht ausrechnen.
Der zeitliche Mittelwert der Energiedichte (reelle Darstellung) ist:

1 [ :
wF = —/ wWr dt, (935)
0

T

wobei die Energiedichte wr (mit ppeq = 1/¢*) durch

€0 12 L € (2, 2p2 :
= 2F?4. -~ B2 - 2 (R B 9.36):
wp = 5B o 5 (E? + B?) (9.36)
gegeben ist. Mit A -k = 0 finden wir:
- %Re(w2A-A*+c2k2A-A*) - %OMAOP - %0|E0]2 . (9.37)
Energiestromdichte
Entsprechend zu (9.37) gilt (mit q = k/|k| fir die Energiestromdichte (8.9))
= w wk [Eol? k |Eq|? €0C :
S| = —|APk = — = = | ——|Eo? 9.38):
3 1Al ol el TR TRCE D)

und direkt iiber (8.33)) fiir die Impulsdichteﬂ

— € 2 15 :

Vergleicht man (9.37)) mit (9.38)), so findet man

|§| = CWpF; clwp| = wr.

Die linke Gleichung zeigt, dass Energie des elektromagnetischen Feldes mit der Geschwin-
digkeit ¢ transportiert wird. Die rechte Gleichung weist aufgrund der relativistischen
Energie-Impuls Beziehung

E = \/m2c* +p* &, (E=cp)

mo=0

auf Ruhemasse-lose Teilchen (Photonen) hin.

L die Impuls der Felder wird in der Vorlesung ,Elektromagnetische Felder“ nicht behandelt. Wir

benutzen hier das Ergebnis (8.33) fiir die Impulsdichte der Felder 7y = S/c?.
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9.4 Polarisation

E

Wegen der Transversalitdt und der Orthogonalitdt von E und B konnen wir eine mono-

chromatische ebene Welle der Form ((9.12)) beschreiben durch:
E = e Eyexp(i(k -1 — wt)); B = eyByexp(i(k-r — wt)) (9.40);
mit :

e1, e; und k bilden also ein orthogonales Koordinatensystem. Eine solche Welle nennt man
linear polarisiert. Eine zu gleichberechtigte, linear unabhéngige ebene Welle zu
gleichem Wellenvektor k erhélt man, indem man E in es-Richtung und B in (Minus) e;-
Richtung wahlt. Der allgemeine Polarisationszustand einer monochromatischen ebenen
Welle ergibt sich dann nach dem Superpositionsprinzip, z.B. fiir das elektrische Feld:

E = (e1F) +eyfh) exp(i(k - T — wt)) . (9.42):

E; (I = 1,2) kénnen beliebige komplexe Zahlen sein. Wir schreiben E; = E; exp(it);), mit
reellem Ej, und studieren den Polarisationszustand als Funktion der Phasen ; in (9.42)).

Spezialfille

1.) Lineare Polarisation liegt vor, wenn die Phasen beider Komponenten gleich
sind

—r (9.43):
Richtung und Betrag von E sind dann gegeben durch (s. Skizze)

E i
0 = arctan(ﬁ); E=\/E?+ E? (9.44):
1

2.) Zirkuldre Polarisation:
B, = Ey=Ey th—1hy = ig; (9.45):
dann wird ndmlich (wir kénnen o.b.d.a. 1); = 0 setzen)
E = Ey(e; +ies)expl(i(k -t — wt)), (9.46);
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oder in reeller Darstellung (mit k in z-Richtung)
E, = Eycos(kz —wt); E, = FEpsin(kz — wt) . (9.47)5

Was eben als Funktion von ¢ oder von z einen Kreis beschreibt. Der Drehsinn ist
durch die Wahl des Vorzeichens in (9.46) festgelegt; man erhélt links- bzw. rechts-
zirkulare Polarisation.

ard
ij

Allgemeiner Fall

3.) Elliptische Polarisation tritt auf fiir

By # By; by — s £ 0. (9.48);

E beschreibt dann fiir festes z eine Ellipsenbahn, deren Lage relativ zu e; durch
1y — 9 und deren Hauptachsenverhéltnis durch E)/F; bestimmt ist (Skizze).
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9.5 Erginzung: Differentialoperatoren auf Ebene Wel-
len :

Wir wollen Ergebnisse wie (9.20]), ausfiihrlicher herleiten und mit Beispielen belegen.
Wir haben eine monochromatische ebene Welle

E(r,t) = Re E(r,1) . (9.49)
E ist das physikalische (reelle) Feld, wéhrend
E(r,t) = u eler—« o) (9.50

ein zweckméfig eingefiihrtes komplexes Feld ist. Die Realteilbildung ist allerdings fiir
lineare Operationen kein Problem: Die Ableitungen bzgl. reeller Variabel, also V, 0/0t,
,vertauschen“ mit Re, da

0 0
5 n-Re f(r)=Re or

f(r), (9.51)

wie man sich mit Hilfe der Definition der Ableitungen iiberzeugen kann. Das bedeutet,
dass bei Anwendung eines linearen Operators an , kann man dieses zunéchst an die
einfache Form anwenden und erst am Ende der Rechnung den Realteil bilden. Das
gilt nur fir lineare Operatoren.

Wir haben also z. B.

V xE(r,t)=ikxuekr—«? (9.52)

Oder .
V x E(r,t) =k x Re i u 'k« 8 | (9.53)

Es ist ratsam, u ,rechts“ des Realteils zu behalten, da u.U. u komplex sein kann. Ein
komplexes u beschreibt verschiedene Polarizationszusténde, siche Absch. [9.4]

Also, fiir monochromatische ebene Wellen , die als der Realteil von defi-
niert werden, konnen Differentialoperatoren durch multiplikative Faktoren, wie in
gezeigt, ersetzt werden. Mit der Konvention, dass am Ende der Realteil gebildet werden
Muss.

Triviale Bemerkung: Ebene Wellen haben auch evtl. ein +w statt des —w im Expo-
nential von . In dem Fall &ndert sich entsprechend das Vorzeichen vor w in (9.20)).
Ahnliches kann mit dem Vorzeichen von k vorkommen: Vorsicht ist geboten!

Betrag von r

Nicht ganz so einfach ist der Fall eines Vektorfeldes der Form (z. B.) (keine ebene Welle!)

E(r,t) = u f(glr| +ct), (9.54)f
oder, etwas wie
E(r,t) =u W , (9.55)
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t
Br,f) =1 . (Q|r||r|+ <t (9.56)
oder .
E(r,t)=uxr %—‘FC) . (9.57)E
Wir betrachten den einfachsten Fall (9.54)). Die Kettenregel gibt
r
Vf@hHﬂﬁ%=f@ﬂ+0®vwhﬁﬁﬁ%=f@ﬂ+0ﬂﬁﬂ. (9.58)
Im Fall (9.54) haben wir also die ,,Regel®
Vemgn D =gl e (9.59)
|r| 9¢ ' '
So was dhnliches hatten wir schon in den Ubungsaufgaben gesehen, namlich
r
Vi) = /() - (9.60)

x|

Die Zeitableitung ist einfacher.
Bei Formen wie (9.55)), (9.56)), (9.57) benutzt man die Produktregel und wendet V an
die verschiedenen Terme getrennt an.

7.B.:
V- (ﬁ f(q|r|+ct)) :%V-r—kr-vfﬁr? =
O o 0 S
=30 T e T
_3ﬁgﬁyﬂ®qm—f@) 061,
(€ =qr|+ct)
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Kapitel 10

Wellenpakete im Vakuum
E

10.1 Informationsiibertragung durch elektromagne-
tische Wellen

Ein wichtiger Anwendungsbereich elektromagnetischer Strahlung ist die Informationsiiber-
tragung. Monochromatische ebene Wellen sind dazu ungeeignet, da sie praktisch keine
Information aufer ihrer Periode (w) vermitteln konnen. Man kann monochromatische
ebene Wellen jedoch modulieren und so Information iibertragen. Im einfachsten Fall
bildet man eine Uberlagerung aus 2 monochromatischen Wellen:

f(t) = focos(wit) + focos(wat) . (10.1);

Alternativ kann (10.1)) kann als amplituden-modulierte Schwingung dargestellt
werden:

f(t) = 2fcos(wnt) cos(wpt) (10.2)5

mit n
W) — w wy + w :
W = T W= (10.3):

Wenn w; /&~ wy gewéhlt wird, dann ist ((10.2)) eine fast harmonische Schwingung der Fre-
quenz wy (Tragerfrequenz), deren Amplitude sich mit der Modulationsfrequenz w,,
andert. Man erhélt das Bild einer Schwebunyg.

A

m

Kompliziertere Schwingungsformen und damit mehr Méglichkeiten zur Informationsiiber-
tragung ergeben sich durch Uberlagerung mehrerer Schwingungen verschiedener Frequen-
zen.
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10.2 Fourier-Integrale

Unter bestimmten Voraussetzungen der Stetigkeit und Konvergenz lassen sich Funktionen
durch Fourier-Integrale darstellen:

f@t) = /_ ) f(w) exp(—iwt) dw (10.4);

Fiir die Umkehrung von ((10.4)) haben wir:

f(w) = %/m f(t) exp(iwt) dt ) (10.5)5

f(w) heift die Fourier-Transformierte zu f(t). Sie existiert und (10.4)) konvergiert im
quadratischen Mittel fiir alle quadratintegrierbaren Funktionen f(¢), fiir die

/oo FOR dt < oo (10.6)

o0

f(w) ist dann auch quadratintegrierbar.

Beispiel: Rechteckimpuls

flt) =1 fir —% <t< %; f(t) = 0  sonst. (10.7)5
£ _
L f ) T2n
—T/2 T2
Dann wird
~ 1 (72 1 exp(iwt) /2 sin(wt/2) -
= — wt) dt = ———2|7 = — 10.8):
f(w> 27T _7-/2 eXp('lCU ) Tw 271 |—7'/2 Tw ( )

Die Breite Aw von f (w) schétzt man aus obiger Figur ab zu:

Aw ~ — oder AwAt ~ 2m. (10.9)§
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Je schmaler (breiter) das Signal f(¢) werden soll, desto breiter (schmaler) ist das
Frequenzspektrum, das man benétigt. Diese Unschéarferelation ist nicht an das Beispiel
(10.7) gebunden, sondern ist ein charakteristisches Merkmal der Fourier-Transformation.

Bemerkung
Oft wird die Fourier-Transformation in der symmetrischen Form

ft) = \/% /_OO f(w) exp(—iwt) dw (10.10)

flw) = \/LQ—W/(:f(t)exp(iwt) dt (10.11);

definiert.

In drei Dimensionen wird die Fourier-transformation fiir jede Komponente durch-
gefiihrt. [mehr in [B.1.8]| Die Transformation erfolgt also vom Ortsraum r = (rq,79,73)
zum Wellenvektorraum k = (ky, ko, k3):

o(r) = W / 3(k) exp(ik - 1) dk (10.12f
mit )
gk) = W/g(r) exp(—ik - r) d°r . (10.13)E

Das ,,plus® oder ,,minus“ Vorzeichen im Exponenten der GI. [10.12[ bzw. GI. [10.13] ist
eine Konventionssache. Die inversen Transformation GI. [L0.13| muss aber das entgegenge-
setzte Vorzeichen als Gl. [10.12] haben.

10.3 J$-Distribution E

Die Fourier-Transformation ((10.4)), (10.5) fithrt auf das folgende mathematische Problem:
Setzt man ((10.5)) in ((10.4)) ein, so muss (nach Vertauschung der Integrationsreihenfolge)

10 = 5= [ [ s ev-iv— oy — [ parse—v) w1019

mit

S(t—t) = % /_ " exp(—iw(t — 1)) du (10.15)

fiir beliebige quadratintegrable Funktionen f(t) gelten (plus oder minus Zeichen im Ex-
ponenten ist egal). Die hier eingefiihrte Grofie 0(t —¢') ist offensichtlich keine gewohnliche
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Funktion, sondern eine Distribution, welche streng genommen nicht fiir sich alleine ste-
hen darf, sondern nur in Verbinding mit der Integration in (10.14]) erklart ist.
In drei Dimensionen wird Gl (10.15)) [imehr in [B.1.9]|

(2%)3 /eXp(ik. (r—1') & k (10.16)f

Br—r) =

Darstellungen
Die ¢-Distribution, als deren Definition wir im folgenden (|10.14]) betrachten wollen, kann
durch jede Folge stetiger Funktionen 9, fiir die

lim h FYo.(t =) dt' = f(t) (10.17):
gilt, dargestellt werden. Beispiele:_oo
1.) Rechteck
Su(t) = n fir | < %; 5u(t) = 0 sonst. (10.18)
2.) GauB-Funktion (,,Glockenkurve*)
5,(t) = nexp(—mt*n?). (10.19)

3.) Die Darstellung

~ lsin(nt) 1 [ , :
on(t) = —— = 5 exp(iwt) dw (10.20):

fithrt gerade auf die Schreibweise ((10.15)).

—n

Vorsicht: Die Gleichungen ((10.17)) - (10.20]) sind so zu verstehen, dass die t'-Integration
vor der Limes-Bildung n — oo auszufiihren ist!

Rechenregeln (UB)

1) 0(t) = 5(~t)

L6(t)

2.) d(at) =

3.) 62 —a?) = [d(t+a)+0(t—a)]/(2]al]); a#0.
4.) im allgemeinen: 6(f(t)) = > ¢ r)=0) mé(t —t)

5.) Was ist ¢/(t) (Ableitung)?
Mit Hilfe von partieller integration haben wir |imehr in [B.1.11]|

/ftlé’l—tdtl— /ftl (1 — O)dty = —f'(1) (10.21)
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10.4 Wellenpakete

Signale endlicher Energie erhélt man nur fiir raum-zeitlich begrenzte Felder (Wellenpake-
te), die wir aus monochromatischen ebenen Wellen durch Superposition aufbauen kénnen.
Fiir das Vektorpotential erhalten wir (in Erweiterung der Fourier-Transformation auf 3

Dimensionen):
1

(2m)i2

Da die Wellengleichung homogen ist, miissen die Funktionen e’ A(k,t) diese erfiillen.
Diese Funktionen sind nicht anders als monochromatische, ebene Wellen. Fiir jedes k, gibt
es zwei Losungen mit wy, = +c|k| . Daher konnen wir die A Funktionen als eine beliebige
lineare Kombination (mit Koeffizienten A(k,n)/2) dieser beiden Losungen schreiben:

A(r,t) =

/ Pk e Ak, ) . (10.22)

e A (K, t) Z A(k, n) eilkr=mnt) (10.23)
77 +1
mit der Vereinbarung]|
wp = clk| . (10.24)]

In (10.23)) haben wir eine Summe iiber 7 = 41 eingefiihrt, um beide Basislosungen (9.12])
zu beriicksichtigen. Da A(r,t) reell sein soll haben wir aber

A(k,7) = A(~k, —n)* (10.25)

Wir konnen also fiir jedes k nur einen unabhdngigen, komplexen Koeffizient behalten ,
wir definieren alsd?

Ak)=A(k,1) (10.26)
Dann konnen wir ((10.22)) umschreiben als
1 3 i(kr—wit
A(r,t) = EISEE /d k Re [A(k)e!®r—sd] | (10.27)

was die Superposition von monochromatischen, ebenen Wellen ersichtlich macht

Wegen wy, = c|k| kommen in alle Frequenzen w vor. ist eine beliebi-
ge Kombination der linear unabhingigen, monochromatischen, ebenen Wellen und stellt
daher die allgemeine Losung der homogenen Wellengleichung dar. In der Coulomb-
Eichung fordert man zusétzlich

k-Ak) = 0. (10.28):

Photonen-Addition der Erhaltungsgrossen
Wichtig fiir den Aufbau der Quantenmechanik, welche das elektromagnetische Feld durch
Photonen beschreibt, ist die Figenschaft, dass Energie, Impuls und Drehimpuls des Feldes

Lobwohl wir wy, > 0 nehmen, sind beide Vorzeichen durch das 1 in (10.23)) beriicksichtigt
2 Daher, z. B. A(k,—1) = A(-k,1)* = A(-k)*
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sich additiv aus den Beitrdgen der einzelnen monochromatischen ebenen Wellen zusam-
mensetzen (wie z.B. (9.37))). Das ist nicht trivial, da diese Grofien quadratische Funktionen
der Felder sind. Trotzdem kann die Additivitit dieser Grofien auf folgende allgemeinen
FEigenschaft der Fouriertransformation (10.22) zurickgefihrt werden. — Wir betrachten

ein Integral der Form (cf. (10.22), (10.23 10.23

[IA(x,t)> d°r = Pr | Pk | &Pk Z X
' n==%1
A=K —7)- A(k n)et k) Tilnw— Wk'>t. (10.29)
Der analog zu ((10.16) mit £ und r vertauscht gibt:
/ dPr e — (97)35(k — K) . (10.30)

(110.29)) wird also vereinfacht (k = k/, wy = wy):

/ [A(r,)]* d’r = / @’k >, A ) - Ak, p)e )t (10.31)

n,n'==x1

Wir berechnen die Gesamtenergie

_ ‘o 2 L 2| 3 ;
Up = /{2 E(r, 1) + 2IMO|B(r,7f)| ] d’r (10.32):

mit der Form ([10.31)) fiir jeweils A — E und A — B erhalten wir
/d3k Z —1') - E(k,n)+
n,n'==+1

1 L
+2—MOB( k, —1') - B(k,n)|e in=n)wxt (10.33)

mit der Beziehung (cf. (9.25))
1
B(k,n) = —k x E(k,
(k, ) ™ (k, )

sowie, aus der Orthogonalitdt zwischen k und E,

(_k X E<_k’ _77‘)) ) (k X E(k7 77)) = _k2E(_k7 _77‘) ’ E(kv 77)

erhélt man
81 / T Y T
d’k Z —1)-E(k,n) [ 1+ ———) e 0=t - (10.34)
P wk €olbo
mn
Mit 7;—; = 601#0 = 2, gibt die Summe Null nur fiir n = —7/, also
_% 3
U= [d k> E(-k,—n) E(k,n) (10.35)
7
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Wir kénnen nun Terme mit n = +1, die wegen ((10.25) den selben Beitrag liefern
zusammenfassen:

Ur =5 | @k [BK)?|. (10.36 )

Gleichung beschreibt die Feldenergie als Summe (Integral) der Einzelbeitrdige
der beteiligten monochromatischen Wellen. Sie stellt, zusammen mit den entspre-
chenden Gleichungen fiir Impuls und Drehimpuls, die Grundlage fiir die Beschreibung des
elektromagnetischen Feldes durch unabhéngige Teilchen (Photonen) dar. Up ist selbst
zeitunabhéangig in Einklang mit der Energieerhaltung.

Beispiel:

Betrachten wir zwei kohirente Laserstrahlen, also zwei Wellenpakete, charak-
terisiert durch ihre Amplituden E, (k), E;(k). Die Wellenpaket seien fast mono-
chromatisch, also E;(k) ist stark gepeakt um k; mit k; = w/c. Die Strahlen kom-
men aber von unterschiedlichen Richtungen, also k; # k,, die unterschiedlich
genug sind, so dass E;(k), und E,(k) keinen Uberlapp haben. Die Amplituden
der Felder im Ortsraum seien E(r,t), und Ey(r,¢). Die Strahlen treffen sich und
es bildet sich Interferenz: Die Gesamtamplitude ist E(r,t) = E;(r,t) + Eq(r, ),
so dass die Gesamtenergiedichte

€ 1
wF(rvt) = 50|E(I‘,t)|2 + 2_H(]|B(r7t)|2 7é wFl(r7t) + wF?(ra t) ) (1037)

wo wp;(r,t) die Energiedichte des i-te Wellenpakets ist. Die Gesamtenergie ist

durch ((10.36)) gegeben:

Up :%’ Pk | (E1(k) + Eao(k)) |2 =

/ (B (1) + [Ey(k) + Ba(k) - By(—k) +
Ei(—k) - E(k))

Die gemischten Termen (letzte Zeile) verschwinden, weil die Amplituden im k-Raum kei-
nen Uberlapp haben, also sind die Gesamtenergien additiv:

€
Ur =5 [ @K (B + [E20) = Ur + Urs
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10.5 I Ubersicht Elektrodynamik

Felder und Gleichungen

Maxwell Gleichungen

v.E=" (B) V-B=0

VXE+-— =0 (D) VxB-

10E
c Ot

= lo J

Elektrodynamische Potentiale

O0A

B=VxA E=—— -V
ot
Eichinvarianz
A—A+Vy <I>—>(I>—aa—>t<,

Lorenz-Eichung
109
2ot
Gleichungen:

VAt 0,

1 0%A
2 .
VAT G = T

1 0%® p
vig- S - P
2 Ot? 60’

Coulomb-Eichung

V-A=0
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Erhaltungssitze

Energie
dUr AW
r M S.df 0.
a T a T /av 0
1
Up = / (—Bz+€—0E2) v,
v \2Ho 2
s - LExB).
Ho
Impuls

d 3
Gy +P: 4 S Tndh =0,
Fm:l

PF:/E()(EXB) dVv
1%

E? 1 [ B?
po \ 2

Drehimpuls

LF:/EQFX(EXB)dV
|4
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Elektromagnetische Strahlung im Vakuum

Wellengleichung
1 02
(v~ %5m) (X~ E.B,A)
Ebene Wellen
X(I‘, t) = XO f(k T F wt) XO = Eo, B(), AQ w = C’k|
Bo'k:EO'k:EO'BOZO kXEOO(BO

Monochromatische Ebene Wellen

X(r,t) = X, ¢krFed Komplexes Feld
Re X(r,t) Physikalisches Feld

0
K .
V =i —at—ﬂl:zw

Zeitgemittelte Energiedichte, Pointingvektor, Impuls
k

EF:%|E0|2 §:CE_F:CQfF

Wellenpakete

1

_ 3 i(kr) v
X(r,t) = W/dk:e( ) X (k,t)

mit

S Xk, e i ! Wy =ck (10.38)

Inversion der Fouriertransformation

aus /d3r ek — (2 1)353(k — K)

1 3 —i(k’-r)
W /d re X(I‘, t)
Wegen (10.38) konnen die X (k,n = +1) und X(k,n = —1) aus X(k, t) fiir zwei Werte
von t oder aus X(k,t) und seine Zeitableitung bestimmt werden.

X (K, t) =
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Teil V

Das elektromagnetische Feld in
Materie
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Kapitel 11

Makroskopische Felder

Im Prinzip erlauben die Maxwell-Gleichungen von Teil III das elektromagnetische Feld
beliebiger Materieanordnungen zu berechnen, sobald die Ladungsdichte p(r,t) und die
Stromdichte j(r,t) exakt bekannt sind. In einer solchen mikroskopischen Theorie wird die
gesamte Materie in dem betrachteten Raumbereich in Punktladungen (Elektronen und
Atomkerne) zerlegt, deren Bewegungszustand dann Ladungsdichte p(r,t) und Stromdich-
te j(r,t) definiert. Fiir Materieanordnungen von makroskopischen Dimensionen (z.B.
Kondensator mit Dielektrikum oder stromdurchflossene Spule mit Eisenkern) ist eine
mikroskopische Rechnung in der Praxis weder durchfithrbar noch erstrebenswert, da ez-
perimentell doch nur rdaumliche und zeitliche Mittelwerte der Felder kontrollierbar sind.
Wir werden uns daher im Folgenden mit raum-zeitlichen Mittelwerten befassen.

11.1 Makroskopische Mittelwerte

Wenn man an mikroskopischen Details nicht interessiert ist, kann man sie durch eine
raumliche Mittelung iiber viele Atomabstinde oder Gitterkonstanten eliminieren. Die
Mittelung von einem Feld A(r,t) wird durch die Faltung mit einer geeigneten Funktion
f(r) definiert,

<A (r8) :/d%’ Alr—v8) f(')  mit /dgr’f(r’) _1. (11.1)

Die Funktion f sei bei r' = 0 zentriert und nicht negativ. Die einfachste Wahl hat die
Form einer ,, Kasten“-Funktion:

Fr) = 55 00672~ Irel) 66/2 ~ Ir,]) (672~ ) (112)

also einem kubischen Kasten mit dem Volumen AV = b? und mit dem Koordinatenur-
sprung als Mittelpunkt. Um Unstetigkeiten zu vermeiden kann u.U. eine stetige Funktion,
wie z.B. eine Gauifunktion geeigneter sein:

fr) = ﬁexp <-%> | (11.3)
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Die Mittelungslénge b soll sehr grofl gegeniiber der Skala der mikroskopischen Ladungsf-
luktuationen in einem Material (also der Grofle der Elementarzellen) aber klein gegeniiber
der Skala, auf der die zu studierenden Phdnomene variiren, also typischerweise kleiner als
die Wellenlénge A, sein.

Auf dhnliche Weise werden die Felder auch iiber die Zeit gemittelt, damit Fluktua-
tionen mit sehr kurzen Zeitskalen (wie z.B. Schwingungen von Molekiilen) vernachléssigt
werden konnen. Die Form dieser Zeitmittelung ist dhnlich zu ((11.1)). Hier fithrt man eine
,Mittelungsfunktion® f(t), die durch eine Mittelungszeit 7 characterisiert ist, die sehr
grof} gegeniiber der Skala der mikroskopischen Zeitfluktuationen.

Wir wollen im Folgenden Zusammenhénge zwischen den Mittelwerten fiir Ladungs-
und Stromdichte einerseits und den Feldern andererseits herstellen. Ausgangspunkt sind
die mikroskopischen Maxwell-Gleichungen.

Mikroskopische Maxwell-Gleichungen
Homogene Gleichungen

V-B = 0; (11.4)
0B
E+— =0 11.5
VxE + 5 (11.5)
Inhomogene Gleichungen
V- E = ﬁ; (11.6)
€0

OE )

VxB — €0k, = Hol (11.7)

Makroskopische Felder
Wenn wir annehmen, dass in (|11.1) Differentiationen nach r und ¢ unter dem Integral
ausgefithrt werden diirfen, dann bekommen wir unmittelbar

0 0A 0 0A
— <A>(rt) =< — > (rt); <A>(rt) =< t) >; te.
AT =< G G As ) =< g et
(11.8):
so erhalten wir aus ((11.4)-(11.7) vollig analoge Gleichungen fiir die Mittelwerte:
0<B> i
V- <B>= 0 Vx < E > +T =0 (119)
und
<p> 0<E> :
V- <E>= p ; Vx <B > _EOMOT = U <j> . (1110)
€0

Die homogenen Gleichungen (I1.9) bleiben beim Ubergang von den mikroskopischen
Feldern E, B zu den makroskopischen Feldern

E=<E> B=<B> (11.11):
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erhalten. Diese Eigenschaft folgt aus der Linearitdt der Maxwellgleichungen.
In den inhomogenen Gleichungen ((11.10) wollen wir nun < p > und < j > geeignet
aufteilen.

11.2 Freie und gebundene Ladungstriger

Wir befassen uns zunéchst in (11.10) mit dem Zusammenhang zwischen € und seinen
Quellen. Dazu zerlegen wir

<p>= py+ py, (11.12);

wobei py, die im Sinne von ([11.1]) gemittelte Dichte der gebundenen Ladungstriger (b steht
fir ‘bound’) darstellt, p; die gemittelte Dichte der freien Ladungstréger ( f steht fiir ‘free’).

Freie Ladungstriger sind z.B. Leitungselektronen in Metallen, Ionen in Gasen oder
Elektrolyten. Sie zeichnen sich dadurch aus, dass sie unter dem Einfluss eines dufleren
Feldes einen makroskopischen Strom bilden.

Gebundene Ladungstriger sind z.B. die Gitterbausteine eines Ionen-Kristalls (wie
NaCl mit den Gitterbausteinen Na™ und C17) oder die Elektronen von Atomen und
Molekiilen. Gebunden bedeutet dabei nicht, dass die Ladungstriger total unbeweglich
sind, sondern nur, dass sie durch starke riicktreibende Kréfte an bestimmte Gleichge-
wichtslagen gebunden sind. Unter dem Einfluss des d&ufleren elektrischen Feldes werden
diese Ladungen lediglich um kleine Abstédnde verschoben, also polarisiert. Es ensteht eine
sogenannte

Dielektrische Polarisation.

Die Polarisation kann einerseits durch die Ausrichtung der Molekiile erfolgen, die bereits
eine asymmetrische Ladungsverteilung zeigen (sog. polare Molekiile: (Fig. oben)).
Anderseits kénnen in urspriinglich symmetrischen Molekiilen Ladungen verschoben und
somit Dipolmomente induziert werden, die sich dem dufleren Feld entsprechend ausrichten

(Fig. unten).

Die makroskopische Ladungsdichte ist gegeben (wegen ) durch die Ladungsdichte,
gemittelt {iber ein Volumen AV =~ b3, das sehr viele Molekiile enthilt. In so einem
Volumen kompensieren sich positive und negative Ladungen: die gemittelte Ladungsdichte
scheint also auch in Présenz eines E -Feldes zu verschwinden.

Betrachten wir dagegen das Dipolmoment der einzelnen Molekiile in Présenz eines
externen E -Feldes (Fig. unten) sieht man, dass dieser Vektor (ungefir) die gleiche
Richtung fiir alle Molekiile hat. Bildet man die vektorielle Summe der einzelnen Dipol-
momente in dem Volumen AV erhélt man ein Gesamtdipolmoment d, das proportional
zur Anzahl der Molekiile, also zum Volumen AV anwéchst. Deswegen verschwindet sein
Mittelwert berechnet nach nicht.

Nach erzeugt in r ein elektrischer Dipol d ein Potential

d-(r—1)

dregr — /3

dav(r) = (11.13)
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wo r’ ein Punkt innerhalb AV ist[]
In volliger Analogie zur Ladungs- und Stromdichte kann man die dielektrische Dipol-
dichte oder Polarisation P definieren als
p_ elektrisches Dipolmoment . (11.14)E
Volumen
Im Prinzip sollte in der Limes Volumen — 0 gebildet werden. Da wir aber ohnehin
nur an makroskopischen Mittelwerten interessiert sind, reicht es in der Praxis wenn, wie
oben erwiihnt, das Volumen AV ~ b? < \3.

Die Polarisation eines nichtleitenden Materials ( Dielektrikum) ist charakterisiert durch
eine Polarisationsdichteverteilung P(r) in jedem Punkt r des Materials. Das Potential
einer solchen Dipolverteilung ist durch die Summe iiber alle Volumina AV von Beitrégen
wie gegeben. Diese Summe kann durch ein Integral iiber das Gesamtvolumen
ersetzt werden wobei d = P(r’) dV’ ist:

sr) = — /dV’ Pi)-(r—r) (11.15)

Arey r — /|3

Dieser Ausdruck kann folgendermaflen umgeformt werden:

o(r) - ! /V dV' P(r') - Vy—m—

4meg

S [ avfe, (P SeRw
deg Jy v —r/| |r — 1|

1 ]{ P(r')-n g 1 /dV’ Vr/-P(r)’
av v

" dreg v —r/| 47reg r — 1|

(11.16)

wobei n’ der nach auflen gerichtete Normaleinheitsvektor des Flachenelements df’ = n’ df’
ist. Hierin kann das Oberflachenintegral des 1. Terms als Potential einer Fléchenladungs-
dichte und das Volumenintegral des 2. Terms als Potential einer Volumenladungsdichte
betrachtet werden.

Aus kénnen wir also das elektrostatische Potential einer Dipolverteilung
als Uberlagerung des Potentials der Ladungsdichte der gebundenen Ladungstriger

p(r) = —V - P(r) (11.17)

und der Flachenladungsdichte

() = P(r)-n (11.18)
betrachten. Fiir das entsprechende E-Feld erhalten wir aus ((11.16))

1 r—r 1 r—r
E nNITE g o) — X 11.1
(x) fg W) 4+ / WV ) (11.19)

Are dreg

Woraussetzung ist |r —r'| > b~ (AV)Y/3, d. h. nochmals brauchen wir Abstinde, die viel gréBer als
atomare Liangen sind
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Nimmt man ein geniigend grofies Volumen, auf dessen Oberfliche keine gebundene La-
dungen sind, dann verschwinden die Oberflichenintegrale in (11.16) und (11.19).

Wir haben mit den Zusammenhang zwischen der Ladungsdichte der gebunde-
nen Ladungstriager und der Polarisationsladungsdichte hergestellt. Wir benutzen (|11.17))
zusammen mit (11.10) (links) und erhalten

V(& + P)=ypy; (11.20)

oder nach Einfiihrung der dielektrischen Verschiebung, D,

D = «f + P| (11.21)

erhalten wir

V-D = p;. (11.22)]

(11.22)) ersetzt also die erste inhomogene Gleichung ((11.10)), wobei nur die freien Ladungs-
triager als Quellen der dielektrischen Verschiebung dienen.

11.3 Mikroskopische Stréome :

Wir wollen nun noch die zweite inhomogene Gleichung in ((11.10) umformen. Analog zu

(11.12)) teilen wir auf:
<j>=Jjr+J- (11.23):

Dabei ist:

die von der Bewegung der freien Ladungstriager herrithrende, geméf (11.1]) gemittelte,
Stromdichte.

die von der Bewegung der gebundenen Ladungstriager herrithrende (gemittelte) Strom-

dichte.

Solange freie und gebundene Ladungen sich nicht untereinander mischen, gilt der La-
dungserhaltungssatz fiir freie und gebundene Ladungen unabhéngig. Entsprechend gilt
also die Kontinuitdtsgleichung fiir freie und gebundene Ladungen und deren Strémen ge-
trennt.

Betrachten wir also die Zeitableitung von zusammen mit der Kontinuitétsglei-
chung fiir gebundene Ladungstréiger

oP 0
Vi—=——p=V-j. 11.24
ot atﬂb Jo ( )E
Diese Gleichung legt nahe einen Strom
oP i
jp=—". 11.25):
Jr ot ( )

103


14.11
14.12
14.14
14.15

einzufithren und diesen fiir j, zu nehmen. Allerdings stellt j, = jp nicht die allgemeine
Losung von dar. Man kann in der Tat einen beliebigen divergenzfreien Strom
addieren.

Wir schreiben also

bh=Jp+jium (11.26)

mit
Vi =0 (11.27%
Nach ([11.25)) stellt jp den Strom dar, der aus der Bewegung elektrischer Dipole stammt.
Der Stromanteil j,; stammt dagegen aus den molekularen Kreisstromen d. h. solchen,

welche magnetische Dipole erzeugen. In Analogie zu (11.14)) definieren wir die magnetische
Dipoldichte oder Magnetisierung als

magnetisches Dipolmoment

M — (11.28)]

Volumen

Nach ([5.26)) erzeugt in r ein magnetisches Dipolmoment m in r’ ein Vektorpotential

Ho r—r
A = — —_ 11.29
m(r) A7 % r —r/|3 ( )
Analog zu (11.16)) erhalten wir fiir eine Verteilung magnetischer Dipole M(r')
4 r—r
—A,, = AV M(r') x ——— 11.30
A = M) < (1130)
1
= / dV' M(r') x Vy—
v — 1’|

= /V v’ [—Vr/ x lM(r/) 4 Ve x M(rﬂ

r—r| lr —r/|

Mittels der vektoriellen Version des GauB’schen Satzef’] kann man das erste Integral in
ein Integral iiber die Oberfliche umwandeln

A = 24 ME) x

;% M(r
df’+@/dv’ Ve x Mr) (11.31)
A Jav %

lr — /| A lr — /|

Analog zum Fall der dielektrischen Polarisation, kénnen wir das Vektorpotential einer
Verteilung magnetischer Dipole([11.31]) als Uberlagerung des Vektorpotentials einer Ma-
gnetisierungsstromdichte

[ju = V x M| (11.32)]

mit dem Vektorpotentials einer Magnetisierungsflichenstromdichte

(135}

? (siche Vorlesung , Vektoralgebra®). Verwenden Sie den GauB’schen Satz [, dV V-u= [, u-ndf
mit u = v X e und e einen beliebigen konstanten Vektor.
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betrachten. Es ist offensichtlich, dass aus (11.32]) (11.27)) folgt.
In Analogie zu (11.21]) definieren wir das Makroskopische Magnetfeld

HEE—M. (11.34)
Ho

Aus (11.32)), (11.21)), (11.25) und der zweiten von ([11.10]) erhalten wir

1 . . . o€ .. oD OP
VxH = oV x By = (e i) e —iv = i)+ 50— - (1139)
Also oD
VxH -8 = (11.36)

was die zweite nichthomogene Gleichung im Vakuum ([11.10)) ersetzt, wobei nur die freien
Strome als Quellen des Magnetfeldes H dienen.

Bemerkungen

1.) Ein mikroskopisches Analogon besitzen nur die Felder £, B, ndmlich E, B (vgl.
(11.11))). D und H sind nur Hilfsfelder, die wir einfithren, um komplizierte elek-
trische und magnetische Eigenschaften der Materie pauschal zu erfassen.

2.) Wie im Fall der dielektrischen Polarisierung wird in der Regel eine makroskopische
magnetische Polarisation (oder Magnetisierung) dadurch zustandekommen, dass
vorhandene elektrische (oder magnetische) Dipole im Feld ausgerichtet werden oder
dass Dipole vom Feld induziert werden (vgl. Fig. . Im Normalfall sind perma-
nente magnetische Dipole ohne dufleres Feld statistisch verteilt und ergeben nach
Mittelung tiber ein makroskopisches Volumen keine Polarisation (oder Magnetisie-
rung).

Ausnahmen dazu sind ferromagnetische Materialien, in denen eine makroskopische
Magnetisierung ohne dufleres Feld vorhanden ist.

3.) Die homogene Gleichungen ((11.9) gelten nur fiir die Felder £ und B aber im Allge-
meinen nicht fiir D und H.

4.) Beachten Sie, dass die Lorentzkraft weiterhin die E und B oder wenn gemittelt die
€ und B Felder enthilt:
<F>=q¢(E+vxB). (11.37)

Zusammenfassend werden in der Materie die Gleichungen ((11.9)-(11.10]) ersetzt durch
folgende Makroskopischen Feldgleichungen
Homogene Gleichungen
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Inhomogene Gleichungen
oD i
VD = ppp VXH = 7= =] (11.39)

Mit den Verkniipfungen
D = f + P; B = pyH + pM (11.40):

Die Gleichungen (11.38)-(11.39)) haben formal eine dhnliche Struktur wie (11.4)-(11.7).

Allerdings reichen diese Gleichungen noch nicht aus, um - bei gegebener freier Ladung-
und Stromdichte p¢, jf - die vier Felder €, D, B, H zu bestimmen.

Auch die Verkniipfungen helfen nicht weiter, wenn man die Polarisationen P
und M nicht kennt. Die Schwierigkeit ist eben, dass diese Polarisationen nicht von auflen
vorgegeben werden, sondern wiederum von den Feldern £ und H abhéngig sind. Diese
Verkniipfungen konnen im Prinzip beliebig kompliziert ausfallen.

Lineare Medien

Zum Gliick kann man fiir die meisten Substanzen ein linearen Zusammenhang annehmen,
der zu einer deutlichen Vereinfachung der Gleichungen (11.38)-(11.40) fithrt. Fiir viele
Materialien ist in der Tat die dielektrische Polarisation proportional zu &€, d. h.

P = o £ (11.41)
wobei x. die dielektrische Suszeptibilitdit ist. Daraus folgt die Proportionalitét zwischen

D und &

D=cé& (11.42)F
mit der Dielektrizitatskonstante
e= (14 xe) € - (11.43)

Die Dielektrizitdatskonstante ist eine Eigenschaft des Materials. In den néchsten Kapiteln
werden wir einfache Modelle zur Bestimmung dieser Konstante studieren. e ist ein Skalar
nur in isotropen Medien: in anisotropen Medien ist diese Konstante ein Tensor 2. Stufe.
Fiir hohere Frequenzen hingt € auch von der Frequenz (und evtl. vom Wellenvektor) ab.
Gleichermafien gilt fiir die magnetische Polarisation in vielen Materialien

M=y, H. (11.44)

Die Proportionalitatskonstante y,, heifit magnetische Suszeptibilitdt. Aus (11.44) erhalten
wir einen linearen Zusammenhang zwischen B und H:

, (11.45)E
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mit der magnetischen Permeabilitdit

p= (1 + Xm) fo - (11.46)F

Die Verkniipfungen (|11.40]), sowie (11.42)) und (|11.45)) sind hochst ungliicklich, weil

sie fiir E und B Felder asymmetrisch sind. Auf dem selben Grund haben Formeln in der
Magnetostatik pg im Zdhler, wahrend die entsprechende Formel in der Elektrostatik € im
Nenner haben. Diese Asymmetrie hat allerdings seine praktische Bedeutung: in ({11.40)),
(11.42) und (11.45)) sind €& und H die unabhéngigen Felder, weil diese experimentell am
besten kontrollierbar sind. In der Elektrostatik ist es einfacher das € Feld, durch z.B.
Spannungen, zu kontrollieren. In der Magnetostatik dagegen ist es einfacher H durch
Strome zu kontrollieren.
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Kapitel 12

Verhalten des elektromagnetischen
Feldes an Grenzflachen

E

Betrachtet man € und p als frequenzunabhdingige, skalare Konstanten, dann lassen sich
formell die Maxwell Gleichungen in einem linearen, isotropen Medium (|11.38)), (11.39)
mit Hilfe von und in der gleichen Form wie die Maxwell Gleichungen
im Vakuum schreiben, wobei g — g und ¢y — € und die freie Ladungs- und
Stromdichte erscheinen. Betrachtet man Effekte innerhalb eines einzigen Dielektrikums
(also keine Effekte an den Grenzflichen) lassen sich die bereits hergeleiteten Ergebnisse fiir
Felder im Vakuum auf die in einem Dielektrikum mit der einfachen Transformation py — p
und €y — € erweitern. Unter anderem ist die Phasengeschwindigkeit der EM Wellen in
einem Medium ( unten) nicht gleich der Lichtgeschwindigkeit im Vakuum.

Neue physikalische Effekte bekommt man, wenn die Frequenzabhéngigkeit von e und
1 (Dispersion) oder der Ubergang zwischen zwei Dielektrika mit unterschiedlichen Kon-
stanten ins Spiel kommen. Wir betrachten zunéchst den letzteren Effekt.

12.1 Allgemeine Stetigkeitsbedingungen

Aus den makroskopischen Maxwell-Gleichungen ergeben sich eine Reihe von Konsequen-
zen fiir das Verhalten der Felder an der Grenzfliche zwischen zwei Medien mit verschie-
denen elektrischen und magnetischen Eigenschaften.

1.) Normalkomponenten von B und D
Wir hatten im Absch. [3.1.1] bereits mit Hilfe des Gaufy’schen Satzes fiir E gezeigt, dass
aus V-E = % folgt, dass die Normalkomponente des E -Feldes eine Unstetigkeit % durch
eine Grenzfliche hat, auf der eine Flichenladungsdichte ~ liegt (vgl. (3.14)). Mit Hilfe
des Stokes’schen Satzes hatten wir dagegen gezeigt, dass aus V x E = 0 folgt, dass die
Tangentialkomponente von E stetig ist.

Auf identische Weise folgt aus

V-B=0;, V-D = (12.1)
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dass die Normalkomponente B,, von B stetig durch die Grenzflache hindurch ist:

BV = B, (12.2)8

wahrend die Normalkomponente von D eine Unstetigkeit v hatﬂ

DO p® ], (12.3f

n

mit vy der Flacheladungsdichte der freien Ladungstréger auf der Grenzfliche. Fiir
Dielektrika mit vy = 0 ist also die Normalkomponente von D stetig. Dagegen ist die
Normalkomponente von E auf der Grenzfliche eines Dielektrikums unstetig, wie wir sehen
werden. Als natiirliche Konsequenz von ist DY auf der dusseren Oberfliche eines
Metalles gleich ;.

2.) Tangentialkomponenten von E und H
Wir benutzen:

0B oD :
VxE——E, VXH—E‘FJ]‘, (12.4):

und wenden den Integralsatz von Stokes auf eine rechteckige Fliache F' (Skizze) an.

E (tl) n m
‘t 1 =
F h
/ = \
2
E t t G

Die Fldche F' habe Kanten der Lénge [ tangential zur Grenzfliche G und der Léange h
senkrecht dazu. n sei die Normale zu G und t die Normale zu F' (also t - n = 0), dann
ist die Kante [ parallel zum Einheitsvektor m, wobei

m=nxt. (12.5)E

1 Zu Beachten: Die Konvention fiir die Indizes (1) und (2) fiir D und fiir die unten besprochene
Vektorfelder ist folgende: D ist das Feld auf der AuBenseite und D das Feld auf der Innenseite der
Grenzfliche (Fig. [126). Der Index ,n* steht fiir ,Normalkomponente®, ¢ fiir ,, Tangentialkomponente*.
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Der Satz von Stokes gibt fiir die erste von (|12.4))

/F(VXE)-df = aFE-ds = —/F(%—lj)-df (12.6)E

Wir nehmen [ und h beliebig klein, so dass die Flédche F innerhalb von F' nahezu glatt
und die Felder konstant sind, allerdings sei h < [. In diesem Limes gibt ((12.6))

B
L(EPY —EY) . m=—hl %—t b (12.7)

Fiir h — 0 verschwindet der Teil mit %—?. Da m beliebig gewihlt werden kann (auf der
Oberfléche), folgt die Stetigkeit der Tangentialkomponente von E:

EY = EY|, (12.8)

Ganz analog ergibt die zweite Gleichung von ((12.4)) (wir lassen von vornerein den
%—Teﬂ weg):

L(H? -~HY) . m=1, (12.9%
wo [ die Stromstérke der durch F flieBenden (freien) Stréme ist. Fiir endliche Stromdich-
ten wiirde dieser Term im Limes h — 0 verschwinden, aber nicht im Fall einer endlichen
Flichenstromdichte (freier Ladungen) iy. Analog zur Fldchenladungsdichte v definiert
man eine Fliachenstromdichte i als

i=1lim hj. (12.10)

h—0

In Analogie mit Kap. haben wir also (vgl. (4.3))

=) i (12.11)

Betrachten wir eine infinitesimale Linie der Lénge [ auf der Oberflache G (siche Abb.),
dann FlieBt durch { ein Strom?]
I=1t-i, (12.12)]

wo t die Normale an [ auf der Flache G ist.

l

2genauer gesagt durch eine beliebige, infinitesimale Oberfliche F, die | beinhaltet, und die nicht auf
G steht.

G
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Aus ([12.9) mit (12.12)) erhalten wir also
I =li;-t. (12.13)
(12.9) mit (12.13) und (12.5) gibt also
—(H —HY) - (nxt)=t-(nx (H" —H)) =t-i 12.14)
t t t t f

fiir beliebige Vektoren t (tangential zu G) gibt das

nx (HY —HY) =i, . (12.15)

Der Sprung in der Tangentialkomponente von H ist also gleich der Flachenstromdichte

in die Richtung senkrecht zu H. Fiir ein normales Dielektrikum (also kein Leiter oder

Supraleiter) verschwindet iy, so dass die Tangentialkomponente von H stetig ist.
Zusammenfassend erhalten wir also fiir ein normales Dielektrikum ( ohne Flicheladungs-

und Flichenstromdichten ), dass die folgenden Komponenten durch die Oberflache

zwischen zwei Dielektrika hindurch P stetig sind:

'B., D, E, H,] (12.16)

12.2 Lineare, isotrope Medien

Falls :
B = uH; D = ¢FE (12.17):

gilt, findet man aus (12.2)), (12.8)), (12.3) und (12.15):

D(l) D(2) :
mHY = ppHP | R (12.18):
€1 €2
und
BL  g® :
aBY — &EY = v/|; n x ( L = =iy (12.19):
H1 M2

Beispiel: Dielektrikum im Plattenkondensator

Wir betrachten einen Plattenkondensator Fig. bestehend aus zwei (im Prinzip
unendlich ausgedehnten) Metallplatten mit den Fldchenladungsdichten +v und —+. In
der Mitte zwischen den Platten befinde sich ein Dielektrikum (Konstanten e, ).

Aus Symmetriegriinden zeigt D (und daher E) iiberall in z-Richtung und héngt nur
von z ab. Damit D im Unendlichen verschwindet, muss D iiberall auflerhalb der Platten
verschwinden: D,,; = 0 (konsistent mit dem Gaufy’schen Theorem, da die Gesamtladung
im Kondensator 0 ist).

3das Vakuum kann auch als Dielektrikum mit 4 = po und € = ¢y betrachtet werden
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Abbildung 12.1: Plattenkondensator {kondens}

Innerhalb des Kondensator ergibt das Gaufl’sche Theorem D;, = —~ve.. Da D, stetig ist,
gilt das auch innerhalb des Dielektrikums.

Also ist im Dielektrikum E = —Ze.. Auf der Oberfliche des Dielektrikums hat daher
E eine Unstetigkeit (von unten nach oben), die einer Flidchendichte gebundener Ladungen
v entspricht:

o A QR Gl Y (12.20)
€0 € €€ €0

Die Ladungsdichte =, schirmt die Ladung der Platten ab.
Die Spannung des Kondensators ist

V=(d—d)L+dL. (12.21)
€0 €
Die Kapazitét eines Kondensators ist definiert als ¢)/V/, also fiir unseren Kondensator

mit Flache F'
_F

v
Die Kapazitit eines Kondensators wird in Farad (F) gemessen Farad = Coulomb/V olt.

Das Verhéltnis zwischen den Kapazitdaten eines Kondensators, der mit Dielektrikum vollsténdig
gefiillt ist (d; = d) und eines mit Vakuum (d; = 0) gibt die Dielektrizitatskonstante des
Dielektrikums

C (12.22)

CDiel €
= —. 12.23
CVak €0 ( )

12.2.1 Elektrische Leitfahigkeit in Metallen

In reellen (also nicht-idealen) Metallen erzeugt ein E-Feld einen Strom innerhalb des
Metalles. Die GroBle und Richtung des Stromes hiangt im Prinzip auf komplexe Weise von
E ab, doch, wie im Fall von Dielektrika, gilt fiir nicht zu grofle E eine lineare Abhéngigkeit
(Ohm’sches Gesetz)

jf = oE, (12.24):
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wo die Leitfihigkeit o oft als konstanter Skalar betrachtet werden kann, kann aber (wie
bei €) von der Frequenz abhéngig und fiir anisotrope Metalle ein Tensor sein.

Aus (12.24) und (12.8) folgt fiir die Tan- jg}g jgft)

- : o= R 12.25):
gentialkomponente von j: o1 o ( )
Fiir die Normalkomponente folgt {iber die . dpy :
Kontinuitatsgleichung: Vi + ot 0 (12.26);
bei Anwendung des Gaufi’schen Satzes (wie (1) (2) vy ;
in (T2.3)) Ipn = = —p |- (12.27F

Speziell fiir stationédre Strome folgt die Stetigkeit der Normalkomponenten
Vipg=0 = 44 =;2 (12.28):

Dann folgt aus ((12.3), dass auf der Oberfliche zwischen zwei Metallen, durch die ein
Strom j; flieBt, sich eine Fléchenladungsdichte

) @
Vi = Jfn (m - ﬁ) (12.29)
bildet.

Ubergang Leiter (1) - Nichtleiter (2)
Da im Nichtleiter kein Strom flieBen kann, folgt aus ((12.28])

i =g =0, (12.30)
und damit iiber ([12.24))
EY =0, (12.31)

da o1 # 0. Dagegen folgt fiir E® aus (12.19)):
&E? = —v; . (12.32)
Insbesondere fiir die Elektrostatik ist, wegen j; = 0, auch
EY = 0: (12.33)

dann fordert ({12.8])
E? = o, (12.34):

also steht das E-Feld senkrecht zur Leiteroberfliche; es ist null innerhalb des Leiters, wie
wir bereits gesehen haben.
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12.3 Reflexion und Brechung von Licht

Wie bereits erwidhnt kénnen die makroskopischen Maxwell-Gleichungen , in
linearen, isotropen Medien auf die gleiche Weise wie im Vakuum behandelt werden. In
Abwesenheit freier Ladungen (p; = 0 = j;) lassen sich z.B. die Gleichungen ([11.38)) wie
in Kap. [9] entkoppeln. Man erhilt die Wellengleichungen

9 1 02 _ 9 1 0? :
wobei ¢ die Phasengeschwindigkeit im Medium ist
1 :

Monochromatische, ebene Wellen

Da wir im Folgenden das Verhalten des elektromagnetischen Feldes an ebenen Grenz-
flachen untersuchen wollen, betrachten wir spezielle Losungen von ([12.35)) in Form ebener
Wellen, z.B.:

E = E, exp{i(k-r —wt)}, (12.37)
wobei zwischen w und k die Beziehung

k
NCT

gelten muss. Wie in Kap. [J findet man, dass E, H und k senkrecht zueinander stehen.
Gleichung ([12.38]) unterscheidet sich von (9.11)) dadurch, dass in der letzteren ¢ eine
Konstante ist, wihrend ¢ im Allgemeinen von w abhingt, da € = e(w).

w =k =

(12.38)

Die Komponenten verschiedener Frequenz w in einer monochromatischen ebenen Welle
laufen mit verschiedener Geschwindigkeit ¢ = ¢/(w): das Wellenpaket behélt seine Form
im Laufe der Zeit nicht bei (ZerflieBen oder Dispersion von Wellenpaketen; vgl. hierzu

Abschnitt [10.3]).

Phasen- vs. Gruppengeschwindigkeit
Je nach Verlauf von e(w) kann ¢ > ¢ werden. Dies bedeutet keinen Widerspruch zur
Relativitatstheorie, da die Phasengeschwindigkeit v,, = ¢ nicht identisch ist mit der

Gruppengeschwindigkeit
dw i
= | — 12.39):
Ug ( dk ) k=kg ( )

eines Wellenpaketes, dessen Amplitude auf die Umgebung der Wellenzahl ky konzentriert
ist; der Energietransport in einem solchen Wellenpaket ist durch v, und nicht durch vy,
bestimmt.

Koplanaritéit
Wir untersuchen nun das Verhalten einer Lichtwelle, beschrieben durch ((12.37)), an einer
ebenen Grenzflache (Skizze): Aus ((12.8)) folgt

115


17.28
17.29
17.30
17.31
17.32

E. E,
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1 Grenzfliache
€
2’ K 2 8y
E d

Abbildung 12.2: {figrefl}

r-(E.+ E,) = 7-E, (12.40)

fiir alle Zeiten ¢ und alle Positionen r auf der Grenzfliche; 7 sei ein Einheitsvektor
parallel zur Grenzflache, E., E, und E; bezeichnen die elektrische Feldstéirke der einfal-
lenden, reflektierten und durchgehenden Lichtwelle.  Damit gelten kann miissen
alle Terme die gleiche Zeitabhéngigkeit haben, also mit der gleichen Frequenz schwingen:

We = Wy = Wy (12.41):

Fiir ein festes ¢, muss ((12.40) fiir alle r auf der Grenzflache gelten, also: k. - r =
k,-r = k;-r
fiir ein beliebiges r auf der Grenzflache, es folgt also

ke =k, = ky (12.42)§

aus dieser Beziehung folgt, dass alle k auf einer Ebene stehen (Koplanaritdt)
B.1.3]

Reflexionsgesetz
Aus ((12.42) folgt (siche Fig. (12.2))
k.sinf, = k,.sind, , (12.43)5
mit , k. = k,, das Reflerionsgesetz:
0, = 0, . (12.44);
Brechungsgesetz

Aus (|12.41)) ergibt sich k. c. = w = kg ¢4, also

ke efMe e X
Ne _ G _ VEle _ Ne (12.45);

- - )
kq Ce  ~/€altd ng
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so dass mit (|12.42)), also k. sin . = kg4sin 04, das Brechungsgesetz
ne sinf, = ng sin by, (12.46)5

folgt. Hier ist

€ _ Vealla (12.47)

der Brechungsindex eines Mediums mit konstanten e, tt,.

Wertet man die in ((12.40)) noch enthaltenen Bedingungen fiir die Amplituden aus, so
erhélt man die Fresnel’schen Formeln, das Brewster’sche Gesetz (Erzeugung linear
polarisierten Lichts) und die Totalreflexion (Faser-Optik) (UB).

Bemerkung

Wir werden sehen, dass €(w) im Allgemeinen komplex sein kann, also auch k ist komplex.
Das bedeutet, dass eine elektromagnetische Welle im Medium geschwécht wird (Absorp-
tion).

12.4 Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in lei-
tenden Materialien

Wir betrachten einen Ohm’schen Leiter mit ebener Grenzfldche und Leitfdhigkeit o in dem
kein Ladungsstau auftritt (p; = 0). Die makroskopischen Maxwell-Gleichungen ([11.38)
und (11.39)): lauten nach einsetzen von ((12.24))

OH

V-H = 0; VxH—ea—E—aE:();
ot
jf = oE # 0. (12.49)
Als Losung von ((12.48) setzen wir an
E = Ejexp{i(k-r —wt)}, (12.50)

mit k- E = 0 (folgt aus V- E = 0). Mit einem analogen Ansatz fir H finden wir aus

(12-45):
1 i
H = —(kx E); ikxH)+iewE—-cE = 0. (12.51):
fw
Beniitzt man k x (k x E) =k (k- E) — Ek* = —Ek? und eliminiert man im letzten
Ausdruck von ([12.51)) E oder H, so erhélt man

—ik?
Hw

+ tew — o = 0,
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also

K = wlue (1+i2) . (12.52);
we

Komplexe Wellenzahlen
Aus (|12.52)) sieht man, dass in einem Leiter, k komplex sein kann. Wir berechnen nun
den Real- und Imaginérteil von k. Dafiir setzen wir

k= a+i8 k= a®— B2+ 2iaB (12.53):
(cv, B reel), so folgt (fiir € und o reell):

a?—p? = ,uer; 20 = uwo . (12.54)5

Eliminiert man in der ersten Gleichung o mit Hilfe der zweiten Gleichung, so entsteht:
1 i
gt — Z(,ucua)2 + fPuew? = 0. (12.55):

Da £ reell sein soll, kommt als Lésung nur

2 :
8 = “62“’ ( 1+(£)2 - 1) (12.56)
in Frage. Analog:
2 2 ¢
ot = £ ( 1+ (%) + 1) . (12.57)
Fiir o — 0 folgt:
B —0; o — pew? (12.58):

in Einklang mit . Da pwo > 0, miissen o und  nach gleiches Vorzeichen
haben. Fiir § # 0 (d.h. 0 # 0) wird eine auf eine Metalloberfldche einfallende Lichtwelle
im Metall exponentiell geddampft; fiir eine in positiver z-Richtung laufende ebene Welle
wird ndmlich _

exp{i(kr —wt)} = exp{i(ax —wt)} exp{—pFz}, (12.59):
wobei mit a > 0 auch 5 > 0 sein muss. (Ausbreitungsrichtung = Richtung der Damp-
fung) Grenzfille

1.) Bei hoher Leitfihigkeit (0 — oo) wird die Lichtwelle praktisch total reflektiert, da die
Eindringtiefe d ~ 37! ~ 07/2 verschwindet ((12.56))).

2.) Fiir hohe Frequenzen (w — o0) ist zu beachten, dass o gemaf (14.31)) frequenz-
abhingig ist: o wird fiir w — oo rein imaginir, also k% in (12.52)) reell; das Material
wird durchsichtig. Diesen Effekt kann man mit harter Rontgenstrahlung nachwei-
sen.

Skin-Effekt
Als Folge der Dampfung 5 kénnen wegen ([12.49) Wechselstréome nur in einer Oberflichen-
schicht des Leiters fliefen, deren Dicke durch 37! bestimmt ist (Skin-Effekt).
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12.5 Wellen in einem metallischen Hohlleiter :

Wir betrachten die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen in einem Gebiet, das von
metallischen Randflichen begrenzt ist. Zur Vereinfachung betrachten wir einen idealen
Leiter (o0 — oo) als Grenzfliche.

Die Randbedingungen fiir die Komponenten von E und B an den Grenzflachen eines
idealen Metalles folgen aus der Tatsache, dass im Metall kein elektrisches Feld existieren
kann.

e Demzufolge mufl die Tangentialkomponente von E verschwinden.

e Die Normalkomponente von B muss zundchst nur stetig sein. Da es aber im Metall kein
elektrisches Feld gibt, kann dort das Magnetfeld allenfalls statisch sein, und das ist bei
einer sich ausbreitenden Welle nicht méglich. Also verschwindet auch die Normalkompo-
nente von B.

Als Beispiel betrachten wir ein unendlich langes (in Richtung z) Rohr mit rechteckigem
Querschnitt (Kanten a und b). Das Rohr bestehe aus ideal leitendem Material (¢ —
00). Wir suchen nach Losungen der Maxwellgleichungen (im Vakuum) ist der Form einer
propagierenden Welle, also pro Feldkomponente wie

g<r7t) - f(xay)ei(kz_m) )

wobei f eine noch zu bestimmende Funktion ist

(0,b) (a,b

n

(0,0) (a,0)

Abbildung 12.3: {hohl}

Aus den obigen Uberlegungen
E =0 B, =0 (12.60)

119

By =0 L



erhalten wir die Randbedingungen

E, = E. = B, =0 fir {i - 2 (12.61)
E, = E. = B, =0 fir {Z _ 2 (12.62)

Die richtige Losung der Maxwell Gleichungen muss natiirlich auch die Wellengleichung
erfiillen, und zwar fiir jede einzelne Komponente g(r,¢) von E und B:

, 102

Mit der Methode der Separation der Variablen [mehr in|B.1.10]|, kann man einen Ansatz
fiir die Funktionen f in (12.60) der Form

flz,y) = calx) b(y) , (12.64)

machen, wo a(z) (b(y)) eine geeignete Linearkombination von exp(xik,x) (exp(xik,y)
) ist (im Grunde sin oder cos ), welche die Randbedingungen erfiillt, ist. Dann lautet die

Bedingung ((12.63))

2
B4Rk = (12.65)

2
Fiir die z-Komponente von E haben wir wegen (|12.61])

E. = v sin(k, x) sin(k, y)e'*==) (12.66)

so dass die ,erlaubten® Werte von k,, k, diskret sind:

=" k=10 m.n e N, . (12.67)

Aus VxB= ue%—? erhdlt man

0B, 0B, .
s + 5, — e wk, , (12.68)
was fiir x = 0 und = = a gibt
0B,
T 0 fiir r=0,r=a (12.69)
und analog
0B,
a9y =0 fiir y=0,y=>, (12.70)
was die Losung
B, =+ Cos(mr x) Cos(mﬁ y)ei(kz_“t) (12.71)
a



gibt.
Fiir die weiteren Komponenten bekommt man &hnliche Bedingungen.

Zusammenfassend kann man den Ansatz fiir diese Komponenten wie folgt schreiben:

E, o cos(™2%) sin(™7Y) A
E, | = | Bsin(™2) cos(Zr) | etk (12.72)E
E, 7 sin(*2%) sin(75Y)
B, o sin(™%) cos(™7Y)
B, = B’ cos("TF) sin(™Y) glthz—wt) (12.73)E
B, 7" cos(™2%) cos(™7Y)

m,n € Ny;

Minimale Frequenz
Durch Einsetzen von ((12.65)) und ((12.67)) erhélt man die Bedingung

nm\ 2 mm\ 2 w?
— — K= = .
(Z) +(F) ++ =3
Man kann aus ((12.73)) (12.72)) sehen, dass in einer Losung mit n = m = 0 nur B, nicht

verschwindet. Diese Losung ist aber nicht erlaubt wegen V- B = 0. Die minimale Lisung
hat also n oder m = 1.

Aus diesen Uberlegungen kann man sofort eine “Ausbreitungsbedingung fir Wellen
im Hohlleiter herleiten: k ist nur dann reell, wenn

. \/ nm\ 2 mim 2
W > Whm, mit Wpm = C <—> -+ (—)
a b

gilt. Man sieht, dass sich die Dispersionsbeziehung im Hohlleiter von jener im freien Va-
kuum unterscheidet, so lange a und b endlich sind. Das war zu erwarten. Unterhalb einer
gewissen Grenzfrequenz wyg (fir a > b) ist iberhaupt keine Wellenausbreitung maglich!
Diese Frequenz geht mit wachsendem a gegen 0. Ein Hohlleiter fungiert also als Nied-
rigfrequenzfilter.

Ausbreitungs-Moden

Wir werden zunéchst einige allgemeine Eigenschaften der erlaubten Losungen studieren.
(Keine) TEM-Moden

TEM-Moden steht fiir transversal-elektrische und magnetische Moden. Wie bereits gese-
hen sind diese die einzige Art von Wellen, die sich im Vakuum ausbreiten kénnen. In
einem Hohlleiter sind diese Moden dagegen nicht ausbreitungsfahig.

Das kann man durch Anwendung der Maxwell-Gleichungen fiir den Fall B, = E, = 0
beweisen:

(V x E). = 0,E, — 0,E, (12.74)
V-E=0,E,+0,E,=0.

0
0=
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Das gibt
(074 07)Ey = (02 + 02)E, =0 = n=m=0. (12.75)

Was, wie gesagt, nicht ausbreitungsfihig ist.

Die Tatsache, dass keine Ausbreitung von TEM-Moden moglich ist, ist eine allgemei-
ne Eigenschaft von Hohlleitern die eine zusammenhdngende Topologie haben, also nicht
nur von rechteckigen. Der TEM-Typ tritt aber bei nichtzusammenhéngende Topologien,
wie z.B. beim Koaxialkabel auf.

Spezialfille

(1.) (TM-Welle)
Mit B, = 0, d.h. man hat ein rein transversales B-Feld. Man nennt die zugehori-
ge Welle TM-Welle (transversal-magnetisch). Nichttriviale Losungen fiir die Felder
ergeben sich hier nur, falls n > 0 und m > 0, was man durch Einsetzen der Glei-
chungen in die Ansiitze erkennt. Die niedrigste ausbreitungsfihige Frequenz
fiir eine TM-Welle im Hohlleiter ist demnach durch

1 1
wrpy = CT ?+b_2

gegeben.

(2.) (TE-Welle)
Mit E, = 0, und nun ist das E-Feld transversal. Man spricht von einer TFE-Welle
(transversal-elektrisch). In diesem Fall hat man schon nichttriviale Losungen, falls
einer der beiden Indizes n und m von Null verschieden ist. Die niedrigste ausbrei-
tungsfahige Frequenz ist

falls a > b.

Nomenklatur

Fiir die Bezeichnung verschiedener Moden in Hohlleitern, die durch die Werte von n und
m gekennzeichnet sind, gibt es ein Nomenklatursystem. Man stellt der Grundeigenschaft
der Welle (TM bzw TE) die Indizes n und m zur Seite: TM,,, bzw. TE,,,. Die nieder-
frequenteste ausbreitungsfihige Welle ist demnach TFEq. Diese Welle wird in der Technik
am haufigsten angewandt.

Losungen
Die Konstanten o, 3) und v() in (12.72)),(12.73)) werden durch einsetzen in die Maxwell-

Gleichungen bestimmt. Man kann zeigen, dass die Werte dieser Parameter von zwei freien
Parametern § und ¢’ abhangen. Die Losungen sind:
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Kapitel 13

Energie, Impuls und Drehimpuls des
makroskopischen Feldes

E

Zur Vereinfachung werden wir von nun an die kalligraphische Notation fiir ma-
kroskopische (gemittelte) Felder nicht mehr benutzen und die gleichen Sym-
bole fiir makroskopische und mikroskopische Felder benutzen, solange kein
Missverstandnis besteht. Wir haben also E - E, D - D, B—-B, H —-H, ---.

In Kap. [8| haben wir Energie, Impuls und Drehimpuls des mikroskopischen Feldes
eingefiithrt und dieses Konzept in Teil |[V|auf das Strahlungsfeld im Vakuum angewendet.
Wir wollen im Folgenden die Betrachtungen von Kap. |8 auf das makroskopische Feld
iibertragen.

13.1 Energie

Ausgangspunkt fiir die Energiebilanz in Kap. |8 war die von einem (mikroskopischen) Feld
(E,B) an einem System geladener Massenpunkte pro Zeiteinheit geleistete Arbeit

AWy, i
— = j-EdV . 13.1):
o / J (13.1)
Grundlage von ([13.1)) ist die Lorentz-Kraft, z.B. fiir eine Punktladung ¢:

K = q(E + (v x B)) : (13.2);

deren magnetischer Anteil zu (13.1]) keinen Beitrag liefert. Mit (L1.1)) ist es klar, dass
die selbe Gleichungen fiir die gemittelte Kraft < K > als Funktion der makroskopischen
Felder gelten.

Arbeit der freien Ladungen
Die an den freien Ladungen der Dichte p; vom makroskopischen Feld pro Zeiteinheit
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geleistete Arbeit ist dann ((13.1)):

AWy i
— = = jr- E dV. 13.3):
i Js (13.3)
Die rechte Seite von ([13.3)) konnen wir mit ((11.39)) zu
AWy oD i
— = E. H)-E - — | dV 13.4):
W= [ (rwem - B0 (13.4)

umformen. Wie in Kap. [8| kénnen wir (13.4)) symmetrisieren, mit Hilfe der Identitét

V-(axb) = b-(Vxa)—a-(Vxb) (13.5);

und ([11.38),
oB ;
F = ———. 13.6):
V X o (13.6)

Man erhalt:
AWy oD oB i

Der Vergleich mit zeigt, dass

| S = ExH | (13.8);

als Energiestromdichte des makroskopischen Feldes (Poynting-Vektor) zu deuten ist (vgl.

(8-9))-

Lineare, isotrope Medien
Zur Interpretation der restlichen Terme betrachten wir die Ndaherung linearer Medien:

D =¢E; B = uH. (13.9):
Dann wird 2D 9B 19
E.EJFH.E:EE@.DJFH.B) (13.10);

und wir kénnen analog (8.10]) die Grofie

wF:%<E-D+H-B> (13.11);

als Energiedichte des makroskopischen Feldes interpretieren. Der Erhaltungssatz (8.13])
bleibt mit den neuen Definitionen ((13.8]),(13.11]) unverdndert:

AWy d
el A dv S.df =0. 13.12
a Ta ), er +/BV (13.12)
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13.2 Impuls, Drehimpuls

Nach (|13.2)) ist
dP

dt
die Anderung des Impulses der Probeladung ¢ im Feld (E, B). Fiir die Impulsinderung
eines Systems freier Ladungen, beschrieben durch py, j; im Feld (E, B) folgt:

- q(E 4 (v x B)> (13.13);

dP . :
=M - /dV (pr + (is % B)) _ (13.14);
Analog zu Abschnitt formen wir (13.14]) mit
oD :
um zu
dP oD i
d—tM:/dV {E(V-D)—I—(VXH)XB—EXB}. (13.16):
Wir symmetrisieren ([13.16)) mit Hilfe von
0B :
dp
=X = /dV {E(V-D) + H(V-B) + (13.18)

(VXH)xB+(vXE)xD—%(DxB)}.

Wie in Kap. [§] ldsst sich dann

(7r =D x B] (13.19):

als Impulsdichte des makroskopischen elektromagnetischen Feldes interpretieren (vgl. .
Da in dem restlichen Teil von verglichen mit jeweils die Paare E, D (statt
E E ) und B, H (statt B B ) erscheinen, erhiilt man aus dem Vergleich mit (im
Fall linearer Medien) fiir den Maxwell Spannungstenson]

E-D H-B
Ty = (T Sim — EZ-Dm> + <? Oim — HiBm> . (13.20)

Der Erhaltungssatz (8.31]) bleibt mit den neuen Definitionen ((13.19)),(13.20]) unveréndert:

d 3
—(P av); Tim dfm =01, 13.21
A R P a2
Analog erhélt man fiir die Drehimpulsdichte (vgl. (8.41)))

! Anmerkung: wegen (11.42)) und (11.45) bleibt T}, ein symmetrischer Tensor fiir den Fall linearer,
isotroper Medien.
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Kapitel 14

Elektrische und magnetische
Eigenschaften der Materie

In den vorherigen Kapiteln haben wir die Materialgleichungen (11.38)), (11.39)) mit der
Annahme einer Linearabhingigkeit, (11.42]), (11.45)), vereinfacht.

In diesem Kapitel wollen wir diese Bezichungen und ihre Grenzen diskutieren, sowie
Schéatzungen iiber ihre Groflen anhand einfacher Modelle machen.

14.1 Materialgleichungen :

In der Regel, wiirde man erwarten, dass die Felder P und M Funktionale von E und B
sind. Sie konnen auch von dufleren Parametern wie z.B. der Temperatur T abhéingen:

P = P[E,B,T); (14.1)

entsprechend fiir M.

Zur Vereinfachung betrachten wir P als Funktional nur von E und 7T'. Bisher haben
wir durch die lineare, skalare Form ([11.41)) vereinfacht. Wir wollen nun die Ab-
weichungen von dieser Form diskutieren. Wir fithren hier die Diskussion fiir P versus E
durch. Die gleichen Argumente gelten auch fiir M versus B oder H.

1.) Nicht-lokale Effekte
Auch wenn die Polarisation P linear in F ist kann diese eine nicht-lokale Abhéngig-
keit in Raum und Zeit haben:

P(x,t) = /d3y dr €y Xe(x —y,t —7) E(y,T) . (14.2)5

Dadurch dass y. nur von der Differenz x — y abhéngt, haben wir Translations-
invarianz angenommen, was eine verniinftige Annahme ist. Die Faltung in (14.2))
hat eine einfachere Form im Fourier-Raum

Pk,w) = € xe(k,w) E(k,w) . (14'3)5

Die Nichtlokalitit erzeugt also eine Abhdngigkeit von x. und € von der Frequenz und
vom Wellenvektor.
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2.) Anisotropieeffekte

In anisotropen Medien sind im Allgemeinen P und FE nicht parallel zueinander. .
und daher e sind also Tensoren 2. Stufe:

Pi = €oXe i,jEj Dz = Ez‘J‘Ej (144)

3.) Nicht-lineare Effekte
Der funktionale Zusammenhang (14.2)) war zwar nicht-lokal aber linear. Ein allge-
meiner lokaler, aber nicht-linearer Zusammenhang lésst sich als

By = €oxeij Ej + Xijk Ej Ex + Xigm Ej B By + ...

schreiben. Dabei sind x;jr bzw. x;jm die nicht-linearen Suszeptibilitdtstensoren
3.ter und 4.ter Stufe. Sie beschreiben verschiedene optische Effekte wie die SHG
(Frequenzverdoppelung): Erzeugung von Licht mit der Frequenz 2w mit einem La-
serstrahl der Frequenz w, etc.

4.) Temperaturabhingigkeit
Xe und € werden i.a. eine Temperaturabhéngigkeit haben.

14.2 Dielektrika

Unter dem Einfluss eines elektrischen Feldes FE stellt sich in einem nichtleitenden, polari-
sierbaren Medium (einem Dielektrium) eine Polarisation P ein. In Fig. haben wir 2
Typen unterschieden.

1.) Induzierte Polarisation
Durch das E-Feld kénnen Elektronen und Kerne in Atomen oder Molekiilen relativ
zueinander verschoben und Dipole in Feldrichtung erzeugt (induziert) werden. Auf
diese Weise entsteht eine beinahe temperaturunabhéngige Polarisation.

2.) Orientierungspolarisation
Schon vorhandene (permanente) elektrische Dipole werden im E-Feld ausgerichtet.
Dem ordnenden Einfluss des Feldes wirkt die thermische Bewegung entgegen und die
resultierende makroskopische Polarisation ist stark temperaturabhéngig. Fiir E = 0
sind die Richtungen der elementaren Dipole statistisch verteilt und es ist P = 0.

14.2.1 Dielektrische Funktion im Fall induzierter Polarisation:
Beispiel

Wir haben in ([14.3) gesehen, dass € (bzw. x.) im Allgemeinen frequenzabhéngig sind.
Dies zeigt sich bei schnell oszillierenden Feldern, wobei ,,schnell“ bedeutet Frequenzen
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der Groflenordnung der typischen Molekularfrequenzen. Um die Frequenzabhingigkeit
von €(w) zu verstehen, wollen wir ein vereinfachtes Modell (das Lorentzmodell) fiir die
Polarisation (giiltig fiir den Fall induzierter Polarisation: Punkt 2 oben) betrachten: [[
Lorentzmodell

Wir nehmen an, dass die Elektronen in einem Atom oder Molekiil gedampfte harmonische
Schwingungen mit der Eigenfrequenz w,, ausfithren. Dann lautet die Bewegungsgleichung
fiir ein Elektron eines Atoms (oder Molekiils) unter dem Einfluss eines periodischen E-
Feldes (die komplexe Notation hat die selbe Bedeutung wie im Absch. [9):

d? N e
—r, + I')y—r, + wr,

e o = M@Eoexp(—iwt), (14.5):

wo r,, die Auslenkung bzgl. der Gleichgewichtslage des Elektrons ist. Mit dem Ansatz
r, = r°exp(—iwt) (14.6)§

findet man als Losung von (([14.5))

e :
n = E —wt) . 14.7):
' M, (w2 — w? —iwl,) = " exp(—iwt) (14.7)

Hat man n,, Elektronen mit Eigenfrequenz w, pro Volumeneinheit, dann gilt fiir die
Dipoldichte

2 N,

€ . i
P = zn:enn r, = 7 Eexp(—iwt) zn: (@2 —o? — il . (14.8):
Es folgt fiir die dielektrische Funktion:
- _c 3 T (14.9)
€ €0 =€ Xe = Me . w%_MQ_Zan I ):

Der Dampfungsterm in tragt pauschal der Tatsache Rechnung, dass die ato-
maren Oszillatoren durch Stéfe zwischen den Atomen oder Molekiilen Energie verlieren.
Dies hat zur Folge, dass x. bzw. ¢ komplex werden.

Aus ist es ersichtlich, dass die Ndherung einer frequenzunabhdingigen x. bzw. €
nur bis zu Frequenzen w der Grifienordnung der kleinsten Schwingungsfrequenz w, giiltig
15t.

Fiir hohe Frequenzen w > wy, e, haben wir aus

e~ (1 — g) (14.10)8
mit der Plasma Frequenz
N 2
=" N=Yn, (14.11)

GOMe

!Die Abhiingigkeit vom Wellenvektor, die erst bei riumlichen Fluktuationsskalen der Ordnung der
intermolekulare Abstéinde vorkommt, wird hier nicht diskutiert.
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14.2.2 Orientierungspolarisation: Temperaturabhingigkeit der
Polarisation :

Wir setzen homogene und isotrope Medien voraus; dann gilt fiir den Anteil der Polarisa-
tion, der von der Ausrichtung permanenter Dipole p im E-Feld herriihrt:

P=N<p>r, (14.12);

wobei N die Zahl der Atome pro Volumeneinheit ist und < p >7 sich durch Mittelung
der Dipole mit Betrag p bzgl. ihrer Richtung zum E-Feld bei gegebener Temperatur 7'
ergibt, Diese kann man mit Hilfe der Energie eines Dipols in einem E-Feld

U=-p-E (14.13)

((2.41))) bestimmen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit bei gegebener Temperatur 7', dass
sich ein elementares Dipol mit einem Winkel # zum E-Feld orientiert, propotional zum
Boltzmannfaktor

-U(6 - B i
exp( kﬂ(j )) = exp(pk—) = exp(& cosh) (14.14):
mit E

p i
= —. 14.15):
T (14.15)

Dann ist die Mittelung < p >7 entlang der E-Richtung (ng) gegeben durch
d 0 0 0 i
ng- <p>r=p<cosl > = p J d(c0s) cos § exp(€ cos ) (14.16):

[ d(cos 8) exp(€ cos 0)

Der Nenner in ([14.16)) sorgt fiir die richtige Normierung.
Die Auswertung der Integrale in (14.16]) ergibt:

1 1 ;
P = Np {tanh§ — E} . (14.17):

Diskussion:

Fall 1: starke Felder, tiefe Temperaturen:

E ;
£ = Z—T >1, (14.18):

so dass - wie zu erwarten - mit .
P = Np (14.19):

der Sattigungswert erreicht wird. In dem Fall, gilt der lineare Ansatz (11.41)) nicht mehr.

Fall 2: schwache Felder, hohe Temperaturen:

E :
= Z—T <1, (14.20);
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so dass mit

1 :
cothé = E + g I (14.21):
folgt:
Np? i
P = —F 14.22):
T ( )
der oben diskutierte lineare Bereich. E
P
E~1/T

Abbildung 14.1:

Bemerkung;:

Das obige Verfahren wird unten auf die Behandlung des Paramagnetismus iibertragen
werden, indem man die Energie des Dipols p im E-Feld: —p - EZ, durch —m - B ersetzt,
wobei m das (permanente) magnetische Dipolmoment ist.

14.3 Elektrische Leitfahigkeit und Zusammenhang mit
der dielektrischen Funktion

Die Beziehung zwischen Strom und E Feld ist durch das Ohm’sche Gesetz (12.24) ge-
geben, wobei im Allgemeinen o von der Frequenz abhdngig ist. Wir wollen nun zeigen,
dass zwischen o(w) und €(w) eine einfache Beziehung besteht. Diese Beziehung kann man
verstehen, wenn man formell auch die Stromdichten der beweglichen Elektronen in einem
Metall als gebundene Stréme betrachtet )] Dann folgt aus der Beziehung zwischen j und

P in (11.25)) in Frequenzraum

jp=—twP, (14.23)
sowie aus jp = oF und P = (e — ¢)E die entsprechende Beziehung zwischen o und e:
o(w) = —i w (€ — €) . (14.24)
oder ,
e(w) = e+ -2 . (14.25)
w

2Diese Annahme ist verniinftig, da diese Stréme vom E-Feld erzeugt werden und nicht vom B-Feld
und daher tragen sie nicht zur Magnetisierung bei, also gehoren zu jp.
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Der wesentliche Unterschied zwischen Metall und Isolator zeigt sich nur bei w — 0: ein
Metall ist charakterisiert durch einen nichtverschwindenden Wert von o(w — 0) (e(w —
0) divergiert), ein Isolator (Dielektrikum) durch einen endlichen Wert von e(w — 0). Bei
hohen Frequenzen kann man zwischen Metallen und Isolatoren nicht mehr unterscheiden.
Der Grund ist, dass auch die ,,freien“ Ladungen in einem Metall oszillieren und nicht mehr
von den ,,gebundenen® unterschieden werden kénnen.

Lorentzmodell Dasselbe Lorentzmodell kann daher auch fiir Metalle verwendet
werden, indem auch ungebundene Elektronen eingefiihrt werden. Das kann man formell
durch Einfithrung einer verschwindenden Eigenfrequenz fiir n = 0

wo =10 (14.26)

machen.
Aus (14.9) und (14.24) kann man unmittelbar die frequenzabhingige Leitfihigkeit
ablesen. Wir teilen diese in einen metallischen Term aus der wy = 0 Mode und den

Beitriagen aus den Moden mit endlichen Frequenzen (dielektrischer Term):

0(W) = Omet (W) + Tgier(w) - (14.27)

Der zweite Term ldsst sich leicht mit Hilfe von ((14.24]) aus (14.9)) ablesen. Den wollen wir
nicht weiter diskutieren.
Der metallische Term ist durch die Drude Formel

0o

Omet(w) = 1 —iwr (14.28):

beschrieben, mit der Gleichstromleitfihigkeit

noe’r

(14.29)

und der maittleren Stof$zeit
T = —. (14.30):

Dabei ist ny die Dichte der ungebundenen (metalhsch@n ) Elektronen.
Fiir hohe Frequenzen haben wir aus ) und m

2
o, ~ P (14.31)
w

die Leitfahigkeit wird rein imaginér: die ohmische Dissipation verschwindet.

14.4 Para- und Diamagnetismus

Eine Magnetisierung M kann (analog dem Fall der Polarisation P) auf folgende Weise
entstehen:
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1.) Orientierungsmagnetisierung (Paramagnetismus)

Permanente elementare magnetische Dipole (unter anderem auch die Spins der freien
Elektronen in einem Metall) werden in einem dufleren Magnetfeld gegen die thermi-
sche Bewegung ausgerichtet und fithren zu einer makroskopischen Magnetisierung
M, die in die Richtung von B orientiert ist. Der paramagnetische Beitrag X pare 2U
Xm ist also positiv. Ohne Magnetfeld sind die elementaren Dipolmomente m bzgl.
ihrer Richtung statistisch verteilt und man erhélt im makroskopischen Mittel M =
0.

2.) Induzierte Magnetisierung (Diamagnetismus)

Im Magnetfeld dndern sich die Bahnen der Elektronen, insbesondere ihr Drehim-
puls. Eine solche Anderung des Drehimpulses ist nach mit einer Anderung
des magnetischen Dipolmoments des Atoms verbunden. Atome, die kein perma-
nentes magnetisches Dipolmoment haben, erhalten also im dufleren Magnetfeld ein
induziertes Dipolmoment. Diese induzierten molekularen Ringstrome sind dissipati-
onsfrei. Aufgrund der Lenz’schen Regel erzeugen sie ein induziertes Moment welches
dem des dufleren Feldes entgegengesetzt ist. Der diamagnetische Beitrag X 4ic zu
Xm ist also negativ. Typischerweise ist X, sehr klein (|Xm.dia] ~ 107%), so dass in
der Prisenz permanenter Dipole der paramagnetische Anteil stets gewinnt.

Eine Ausnahme bilden die Supraleiter, die perfekte Diamagnete sind mit yx,, = —1:
in einem Supraleiter kann kein B eindringen (Meifiner-Ochsenfeld-Effekt).

3.) Kollektive Magnetisierung (Ferromagnetismus)
In ferromagnetischen Materialien ordnen sich die permanenten magnetischen Dipole

unterhalb einer kritischen Temperatur spontan, d.h. ohne duflere Felder. Hier ist also
M # 0 mit H = 0.

Die obige Diskussion zeigt eine grundlegende Differenz zur dielektrischen Polarisation.
Wiéhrend (im isotropen Fall und bei w = 0) P sich in beiden Féllen in die Richtung von
E orientiert, und daher y, stets positiv ist, haben diamagnetische Materialien ein y,, < 0,
paramagnetische ein x,, > 0.

Die Magnetisierung M héngt also im Allgemeinen vom &dufleren Feld und der Tempe-
ratur ab. Da Kréfte vom B-Feld erzeugt werden, sollten wir entsprechend ((14.1)) eigentlich

M = M[B,T] (14.32);
betrachten. Es ist jedoch {iiblich, durch

M = M[H,T] (14.33);
zu ersetzen, da H iiber die Stromdichte j; praktisch leichter kontrollierbar ist als B.

Paramagnetismus

133


16.24
16.25

In (5.31) haben wir folgenden Zusammenhang zwischen dem Drehimpuls L und ma-
gnetischem Dipolmoment geladener Teilchen hergestellt

m=g imL . (14.34)

Die Energie des Dipols im duBeren Feld ist durch (5.36]) gegeben. Ahnlich wie in (14.22)
erhalten wir bei hohen Temperaturen

Nm? Nm?
M = B = H 14.
SKT  3KT! (14.35)
also das paramagnetische Anteil der magnetische Suszeptibilitit
Nm?

vara R 110 14.36
Xm.p Sk ( )

22

wo p durch g ersetzt wurde, da Xmpere < 1 und dadurch p = (1 4 )
Setzt man in der Tat typische Werte fii einen Festkorper ein (N ~ 0 1A-3 T SOOK )

erhalt man
Xm,para =" 10_3 . (1437)E

Modellrechnung fiir Diamagnetismus

Wir wollen das Zustandekommen des Diamagnetismus quantitativ néher formulieren. Als
einfachstes, klassisches Modell betrachten wir ein um den Atomkern kreisendes Elektron
(Ladung ¢) unter dem Einfluss eines dufleren Magnetfeldes (B in z-Richtung ). Zur Ver-
einfachung nehmen wir eine kreisformige Bahn (Skizze).

BEZ

Wenn die Geschwindigkeit des Elektrons v ist, dann ist die gesamte Zentripetalkraft
K (gegeben durch die anziehende Kraft des Kernes Ky und die des B-Feldes)

m v?

K= —Ko—quB (14.38)]
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nach der Anordnung der Skizze. Fiir konstante Ky, und r &ndert sich v (fir kleine B!)
um die (kleine) Menge [}

Av=1v(B)—v(B=0) =974 0oB?. (14.398

2m

Im linearen Regime kann der O(B?) Term konsistent vernachlissigt werden. (14.39) ent-
spricht dann einer Anderung des Drehimpulses AL = e, AL, mit

rqu

AL, =mr Av=— 5

(14.40)

Zusammen mit ((14.34)) entspricht dies einem zusétzlichen magnetischen Moment (hier
g =1, weil es sich um Elektronenbahnen handelt)

q2 7‘2

AMiag = =3

(14.41)

Wenn Z N die Elektronendichte, ¢ = —e ist und r eine typische Atomlidnge r = ag (der
Bohr’sche Radius) dann ist die induzierte Magnetisierung

ZN2 2
2Ne g

- (14.42)F

M~ —
Wie bereits erwédhnt zeigt diese antiparallel zum B-Feld. Wie beim Paramagnetismus
konnen wir g durch pg ersetzen (Achtung, gilt nur wenn x,,, < 1, also z.b. nicht in einem
Supraleiter wo x,, = —1!) und erhalten

Z N e a3 po
dig = ———————0 0 14.43
Xm,d . (14.43)
Setzt man typische Zahlen ein, erhédlt man als Abschéitzung
Xm.dia = —107° (14.44)

also einen Faktor 1000 kleiner als Xy, pare (14.37)). Allerdings gibt es in einem Stoff freie
magnetische Momente nur dann, wenn es ungepaarte Elektronen gibt. Systeme mit aus-
schliellich gepaarten Elektronen sind daher diamagnetisch.

3Das bekommt man indem man (14.38)) bis auf ersten Ordnung in Av entwickelt.

135



Teil VI

Quellen elektromagnetischer
Strahlung
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Kapitel 15

Losungen der inhomogenen
Wellengleichungen

15.1 Problemstellung

Bei Anwesenheit von Ladungen haben wir die inhomogenen Gleichungen (vgl. ((7.15),
(7.16))

via— LA (15.1):
2ot T TH e
1 9? p :
2p— ——¢p = —L= 15.2):
v'e c? Ot? € (15:2)
mit der Nebenbedingung (Lorenz-Eichung)

1 0¢ :
V- A+-— =0 15.3):
* 2 ot (15:3)

zu losen. Das Problem ist also die Losung einer inhomogenen Wellengleichung
OW(r,t) = y(r,1), (15.4)

wo U fiir ¢, A; und « fiir p/e, pj; steht.

Green’schen Funktionen

Die allgemeine Losung von setzt sich aus der (in Abschnitt [9] diskutierten) all-
gemeinen Losung der homogenen Wellengleichung und einer speziellen Losung der
inhomogenen Wellengleichung zusammen. Zur Konstruktion einer speziellen Losung von
benutzen wir die Methode der Green’schen Funktionen: Mit der Definition der
Green’schen Funktion:

(v2—58—2> Gr.x'it, ) = —o(r 1) 6(t — 1) (15.5)

konnen wir als (formale) Losung angeben:

(15.6):

U(r,t) = /G(r,r/;t,t') v ) dr'dl
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wie man durch Einsetzen von ((15.6) in (15.4) direkt bestétigt. Dabei wird ohne (die an
sich notigen) Skrupel die Reihenfolge von Integration bzgl. r’; ¢’ und Differentiation bzgl.
r,t vertauscht.

15.2 Konstruktion von GG

Die Green’sche Funktion hat zwei fundamentale Eigenschaften:

Gr,r';t,t) = Gr—rt—t) (15.7);
aufgrund der Invarianz von gegen Raum- und Zeit-Translationen;

Gr—rit—t) =0 firt<t (15.8)

wegen des Kausalitatsprinzips.

Wir transformieren wegen ((15.7) r — ' — r und ¢ — ¢ — ¢ und suchen eine Losung
der Differentialgleichung

(V2 - 6—12%) G(r,t) = —8*(1)d(t) . (15.9)

Dazu fiithren wir eine Fouriertransformation beziiglich der Zeitkoordinate durch:

G(r,t) = % / G(r,w)e ™! dw . (15.10)

Mit Hilfe von .
5(t) /e—m dw , (15.11)

o
wird (15.9) zu
1 A ’
oot [(924 ) dte) +60)] =0, (15.12)

o
Da diese Gleichung fiir alle ¢ verschwinden muf3, miissen auch alle Fourierkoeffizienten
verschwinden:

, W E

vV + vl G(r,w) = —0(r) . (15.13)

Zur Losung dieser Gleichung benutzen wir die Eigenschaft (die wir im Absch|15.2.1

beweisen werden) giiltig fiir eine beliebige, ausreichend (auch im Ursprung) differentier-
bare Funktion f(r) des Betrages r = |r|:

v ) _1000) F(0)8(x) . (15.14)

r r Or?

Als Ansatz fir G(r,w) nehmen wir genau diese Form

G(r,w) = 14 (15.15)


11.7
11.8

dann gibt
g, W 1/ w?
(V + g) G(r,w) = (fw(r) + —fw(r)) — 4mf,(0)5(r) = —4(r) , (15.16)

r c?

was die Losungen

L i
w(r) = —e>"re 15.17
fulr) = e (15.17)
hat. Durch Fouriertransformation ((15.10f) erhélt man mit Hilfe von ((15.17)),(15.15))
11 : 1 r
)= —— —wtF /) qy = —5(t F ) . 15.1
Glr?) dmron ) © YT T (tF c) (15 S)E

Das Kausalititsprinzip zwingt uns, die Losung mit dem oberen (—) Vorzeichen
zu wéhlen. Diese Greensfunktion ist die sogenannte ,retardierte” Greensfunktion, weil
diese eine verzdgerte Antwort (t = 7) beschreibt. Die Funktion mit dem + Vorzeichen
heifit ,avancierte“ Greensfunktion, weil in diesem Fall die Antwort vor deren Ursache
stattfindet. Die retardierte Greensfunktion fiir die Wellengleichung lautet also (wir fithren
die relativen Koordinaten r — 1’ ¢t — ¢’ wieder ein):

Go—rt—t) = — 1 sqp—py_E=T

 Arjr — /| c

)| (15.19)

Interpretation von G

Die Inhomogenitét in ((15.5)) stellt eine punktférmige Quelle dar, welche zur Zeit ¢ am Ort
r’ fiir eine (infinitesimal) kurze Zeit angeschaltet wird. Die von dieser Quelle hervorgeru-
fene Storung breitet sich als Kugelwelle mit der Geschwindigkeit ¢ aus. Die retardierte
Greensfunktion erfiillt also folgende physikalische Erwartungen:

i) Die Kugelwelle G muss fiir ¢ < ¢’ nach dem Kausalitétsprinzip verschwinden.

ii) Sie muss am Ort r zur Zeit t = t + |r — r’|/c ankommen, da elektromagnetische
Wellen sich mit der (endlichen) Lichtgeschwindigkeit ¢ im Vakuum ausbreiten.

Gleichung (|15.6)) zeigt, wie man die Potentiale A, ¢ zu gegebener Quellen-Verteilung
p,J aus den Beitrdgen fiir punktformige Quellen aufbauen kann.

15.2.1 Beweis von (|15.14) E

kennen wir bereits aus der Elektrostatik fiir den Fall f(r) = 1. Schon in diesem
Fall fiihrt die naive Anwendung des Laplace-Operators in Polarkoordinaten (hier brauchen
wir nur den r-Anteil)

107 :
= (rg(r) (15.20)
zum falschen Ergebnis V?1/r = 0, was die ganze Elektro-statik und -dynamik entkrften
wiirde. Der Grund ist, dass nicht in der Ndhe von r = 0 angewandt werden kann,
wo die Funktion singular ist. Es ist dagegen klar, dass fiir » > 0, korrekt sein

V3g(r)
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muss. V2f(r)/r besteht also aus einem reguliren Anteil erg (gegeben in (15.20))), der
fiir jedes r > 0 giiltig ist und einem irreguléren Anteil bei r = 0. Aus ([15.20) ist es klar,

dass
v, M0 Ly (15.21)

Um den irreguliren Anteil zu bestimmen integrieren wir V2f(r)/r in einer Kugel K(a)
mit Radius a:

/K(G)VQfY VY (V%)d —
f L e (L2 TG0 1522

wo wir das Gauf’sche Theorem, sowie

vi _r (& _ M) (15.23)

r r 72

benutzt haben. Den irreguldren Anteil bekommen wir indem wir den Limes von ((15.22))
fiir @ — 0 nehmen:

lim/ VQ@dSr = —47£(0) (15.24)

a—0 K( )

was bedeutet, dass in der Ndahe von r =0

vfmgf Ef") = —4nd(r) f(0). (15.25)
Insgesamt also haben wir
(Vg + V2 = T sy o) (15.26)

15.3 Losung der Wellengleichung und retardierte Po-
tentiale :

Die (asymptotisch verschwindende) Losung der Wellengleichung ((15.4)) von ((15.6)) ist also
mit (|15.19) gegeben durch:

_ 3./ ,6(t—t’—|r—r’|/c) ’ognN 3./ 1 /
- /dr/dt P (') = /dr mﬂra@@)ﬂ)

wo wir im letzten Term die Integration iiber ¢ mit Hilfe der §-Funktion durchgefiihrt
haben und die retardierte Zeit

/
tret

—t—|r—r|/c (15.28)]

eingefithrt haben. Die Differenz t — t,..; ist die Zeit, die ein Lichtstrahl braucht, um von r’
den Aufpunkt r zu erreichen. Die Interpretation von ([15.27) ist, dass ein Quellenelement
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v(r’,t') im Punkt v’ bei der Zeit ¢’ das Potential im Aufpunkt r erst bei einer spdteren Zeit
t =t + |r —r'|/c beeinflusst, d.h. die Information bewegt sich mit Lichtgeschwindigkeit.
Die Allgemeine Losung der Wellengleichung ist gegeben durch die par-
tikulire Losung plus eine beliebige Losung der homogenen Wellen-
gleichung, d.h. eine beliebige Linearkombination monochromatischer, ebenen
Wellen wie in (0.9).
Angewandt auf Ladungen und Stréme gibt die retardierten Potentiale

L [AO T g L[ E)

4rre v —r/| r—r|

o(rt) = (15.20)

Aty = 2o [0 e = x1/e) oy 1[I0 ) g | g5 0

4 lr — /| A | |r — 1|

Die Losungen ((15.29) und (15.30)) sind tber (15.3) bzw. die Ladungserhaltung (6.3))

miteinander verkntipft.

Die Ausfiithrung der Integrationen in und wollen wir anhand von einigen
praktisch wichtigen Spezialfillen untersuchen; dabei werden wir besonders auf die im
Argument der 4-Distribution enthaltene Retardierung achten.

quasistationire Felder
Vernachléssigt man die Retardierung in ((15.29)) und ({15.30)),

v —r'|

St —t' — ) = St —1), (15.31)

C

so erhélt man quasistationdre Felder:

/ - r,| d3r’, (15.32)

H J(I‘ t) 3,1 '

A(r,t) = = |r—r’\ d’r (15.33):

welche den gleichen Ausdruck wie in der Elektrostatik und in der Magnetostatik haben.

Diese Potentiale treten in der Theorie elektrischer Netzwerke und Maschinen auf. Die

Néherung ist gerechtfertigt, wenn p und j sich wiahrend der Zeit, die eine elek-

tromagnetische Welle braucht, um die Distanz |r — 1’| zuriickzulegen, (praktisch) nicht
andert.

Zeitlich periodische Quellen-Verteilungen

Fiir periodische Quellen-Verteilungen

p(r', 1) = p(r') exp(—iwt); jr',t) = j(r') exp(—iwt) . (15.34)
Dann folgt aus , :
¢ = o(r)exp(—iwt); A = A(r)exp(—iwt) (15.35)
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mit (k= w/c)

_ L [ p)exp(iklr — 1) 5, :

o(r) = y- / P ar', (15.36):
_ o [i()exp(iklr —1|) 5 :

A(I') = E/ |I‘ — I‘/’ d°r’. (1537)

Die Diskussion der Integrale ((15.36)), (15.37]) werden wir im Abschnitt Wieder aufgreifen.

Potentiale bewegter Punktladungen
Fiir eine sich auf der Bahn x(t) bewegende Punktladung ¢ kénnen wir

pr',t) = qo(x' —x(t)); Js ) = qv(t') 6" —x(1)) (15.38);

schreiben. Dann kann in ((15.29), mittlerer Term) die r’ - Integration mit Hilfe der §-
Funktion ausgefiihrt werden:

_ a4 [ —x() ot —t' —|r —r'|/c) 5, :
o(r,t) = 47re/ Py d’r'dt (15.39):
g [t =t —|r—x(t)|/c)
B 47T€/ Ir — x(#)] ot
analog
A(r,t) = %/V(t)é(t _|rt—_x|(1;5’i x(®)l/e) dt’ . (15.40)§

Zur Ausfithrung der ¢’ - Integration benutzen wir

[ oty stete ar - lg((zj” , (15.41)

wobei
Et) =1 —t+|r—x(t)|/c (15.42)]

der Argument der delta-Funktion ist. Die retardierte Zeit t,.; ist dann die (in diesem Fall
einzige, s.u.) Nullstelle von &, i. e. sie erfiillt die Gleichung

trot — 4 |t — X(tret)| /e = 0 (15.43)

ist. Diese retardierte Zeit t,.; ist nicht so einfach auszuwertenﬂ wegen der impliziten
t’-Abhéngigkeit in x(t').
t.e; trigt der endlichen Laufzeit der elektromagnetischen Welle vom momentanen Teil-
chenort x zum Aufpunkt r Rechnung.

Die Ableitung von & lautet

R()
R(t)

!Diese retardierte Zeit ist nicht die gleiche wie in (15.28))!

) =wm(t) =1— Bt (15.44)
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wo wir den Abstandsvektor
R(#) =1 — x(!') . (15.45)

und

o<

B (15.46)

eingefiithrt haben.

Zu beachten ist, dass &'(t') stets positiv ist, da |G| < 1. Aus diesem Grund gibt es immer
maximal eine Nullstelle t,.; von £(¢') = 0. Anderfalls wiirde man dieselbe Punktladung
gleichzeitig (fiir den Beobachter) an zwei oder mehr verschiedenen Stellen sehen kénnen.

Wir erhalten also aus ((15.39)),(15.40|) die Liénard-Wichert-Potentiale

q 1 q 1 ;
t) = — | —=— = 15.47):
(b(r’ ) dme |:R’€:| ret dme |:R -R- IB‘| ret ( )
und analog
Hq TV :
A(r,t) = =2 [—} . 15.48);
(r ) 41 LRK et ( b 8)
Hier haben wir die Bezeichnung [-- -], eingefiihrt, was bedeutet, dass alle Gréfien zwi-

schen [---] _, bei der (durch (15.43)) selbskonsistent zu bestimmender) retardierten Zeit
zu betrachten sind.
Der Grenzfall v — 0 ergibt das Coulomb-Potential:

q

. 15.49):
dreR ( )

A — 0 o(r,t) —

15.4 Elektromagnetische Strahlung bewegter Punkt-
ladungen

Von Abstrahlung elektromagnetischer Wellen durch lokalisierte Ladungs- und Strom-
Verteilungen sprechen wir, wenn der Energiefluss durch die unendlich ferne Oberfléche
nicht verschwindet,
lim [ S-df # 0. (15.50);
R—o0
Das bedeutet, dass die Felder E, B nicht stirker als R~ abfallen diirfen, da die Oberfliiche
wie R? anwiichst. Solche Felder nennt man Strahlungsfelder, im Gegensatz zu den
statischen Feldern, welche mit R=2 abfallen.
Wir wollen nun zeigen, dass beschleunigte Punktladungen strahlen; dazu miissen

wir die zu (|15.47) und ([15.48]) gehorenden Felder iiber

A :
B=VxA; E= —V(b—aa—t (15.51);

berechnen, wobei wir fiir ¢, A die Form ((15.39)), (15.40) benutzen wollen. Wir werden in
der (ziemlich komplizierten) Herleitung jeweils immer nur die fihrenden Terme behalten,
und O(R™?)-Terme stets vernachlissigen.
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Fir das B-Feld haben wir
(B)

(4) o

B(r,t) =V x X4 / v(t)S(t —t+ R(t)/c)

47

dt' (15.52)8

1
R(t)

Hier wurden die beiden Terme, auf die der V-Operator angewandt werden muss, mit (A)
und (B) markiert. Da %m = O(1/R?) ist, kann man die Anwendung von V auf den
Term (B) vernachldssigen (das ist der Term, der in der Magnetostatik das Magnetfeld

gibt). Fiir die 6-Funktion haben wir dagegen

BN
~~
x
~—

9 / / SV /
g7~ RS = 5/ e
£(t)

(15.53)

wo wir die Notation (15.42)) benutzt haben. Um eine partielle Integration durchfiihren zu
konnen, ist es zwechméssig die Ableitung der J-Funktion beziiglich £ in einer beziiglich ¢/
umzuwandeln:

SE(H)) = %%5@(%)) - ). (15.54)
(115.52)) wird also
Bty = - [ L L gy BO O s oa/R) . (15.55)

“dx ) R() k() R(t') Ot/
Mittels partieller Integration kann man die % auf die restlichen Terme verschieben:

B(r1) = 42 / 5(g(t'))% [ R(lt,) - (175,) B(t) x 1;”((;; i+ OB . (1556)

Wir miissen im Prinzip alle diese Terme nacheinander ableiten. Diese Aufgabe wird
deutlich vereinfacht, wenn man sich auf die leading (fiihrende) Terme in 1/R beschrinkt.
In der Tat hiangt der Ausdruck zwischen den [---] in von t' von zwei Funktionen
ab, namlich R(¢') und B(t'). Da 2 R(t') = —v(t') verliert man beim Ableiten von R(t')
stets eine Potenz in R. Solche Terme kénnen daher vernachléssigt werden. Ebenfalls

geschieht beim Ableiten des Betrages -2 R(t') = —v - R/R.

ot/

Dagegen ergibt die Ableitung der Geschwindigkeit 3
2 (t)y=a(t")/c (15.57)
ot '

gerade die Beschleunigung des Teilchens: hier ,verliert* man keine Potenz von R.

Diese Uberlegung zeigt schon, dass leading Terme in 1 /R proportional zu a sein
miissen. Wir fithren daher in die Ableitung beziiglich ¢’ nur da wo B auftaucht
durch, ndmlich explizit und in der Funktion 1/k. Fiir die letztere haben wir

o 1 1 ., R
o n) 2 R

+O(1/R) . (15.58)
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Wir ersetzen auch, wie oben

1
S(EM)) = St —t 15.

(6( )) /{(t’) ( Te?ﬁ)) ( 559)

fithren die Grofie
S=kR=R-R-v/c (15.60)

ein und erhalten

kg . N R(t)
B(r,t) iy dt S O(t" — trer) {a(t) X S(0) +
)

+ (a(t’) R

S(t’)> (5(15’) x %)} +O(1/R?) . (15.61)

Das Integral iiber ¢’ kann leicht mit Hilfe der §-Funktion durchgefiihrt werden. Nach
Einfithrung des Vektors?|

R
= — 15.62
) (15.62)
schreiben wir B in einer kompakten Form
IB=B,+B,| (15.63)
mit dem O(1/R) Term (Strahlungsfeld) B aus ((15.61)):
=l oM Ly (8 x M) (15.64)
dme | S S ret
und B, der restliche O(1/R?) Term ist.
Fiir das E-Feld erhélt man aus ((15.51)) mit einer &hnlichen Rechnung
[E=E, +E| (15.65)
mit
pg |1 1
E;=—|-a-MM-MpB)—-=-M : 15.66
A B 15608

Man kann sich leicht vergewissern, dass dhnliche Beziehungen wie bei den ebenen Wellen
bestehen, ndmlich

1, (15.67)

WO

(15.68)

der Verbindungs-Einheitsvektor ist.

2Was fiir kleine 3 dem Einheitsvektor von R entspricht
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Fiir die O(1/R?) Felder ergibt sich nach langer Rechnung

M — M
B, = Tﬁ (15 (15.69)

ret

Es gilt eine der Beziehungen wie in ({15.67)):

B, = L [N]

5 x B, ., (15.70)

ret

so dass auch das gesamte B stets senkrecht zu [N], _, und zu E ist.

15.5 Energiestromdichte

Da E; und B, wie 1/R abfallen, fillt die Energiestromdichte (Pointing-Vektor) S wie
1/R?* ab. Mit Hilfe von ((15.67) bekommen wir fiir ihren leading (O(1/R?))-Anteil

E E N N
S, — == x (E; x [N],.,) _ [ ]TEtEg ) (15.71)
pe pe
Wir erhalten
2
Ss = |:167T2603/£6R2 (N % [(N B x a]) :|ret 15720

Da [S| ~ R™2, ist die Ausstrahlungsbedingung erfiillt und wir haben das Ergebnis,
dass beschleunigte Punktladungen, a # 0, strahlen.

Dass geradlinig, gleichférmig bewegte Punktladungen (a = 0) nicht strahlen, folgt ohne
jede Rechnung aus dem Relativitdtsprinzip: Das Ruhe-System der Punktladung ist dann
ein Inertialsystem, in dem das elektrische Feld das Coulomb-Feld ist und das magnetische
Feld, per Definition, verschwindet, so dass S = 0 wird.

Im nichtrelativistischen Limes f < 1, kann man s = 1, und die Retardierung ver-

nachlassigen: (15.72f) gibt

¢*N
1672ec3 R?
also ist die Strahlungsintensitét maximal senkrecht zur Teilchenbeschleunigung. Im rela-
tivistischen Fall (UB) 1—f < 1 und fiir den Fall a || 8 (Bremsstrahlung) ist die maximale
Intensitét in einem kleinen Winkel nach vorne ausgerichtet. Das kommt dadurch, dass

fiir 8 ~ 1, der Term « im Nenner in (({15.72) sehr klein wird wenn R beinahe parallel zu
ist (siehe ((15.44))). Genau nach vorne verschwindet aber S wegen des Z#hlers in ([15.72)).

S = Nxa®> px1 (15.73)

Beispiele:

1.) Bremsstrahlung:

Wenn ein geladenes Teilchen (z.B. Elektron) in einem dufleren Feld abgebremst wird
(z.B. beim Aufprall auf ein Target), dann entsteht Bremsstrahlung. Daraus resultiert
das kontinuierliche Rdntgenspektrum.
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2.) Synchrotron-Strahlung:

Die Bewegung geladener Teilchen auf Kreisbahnen ist auch eine beschleunigte Bewe-
gung. Die dabei entstehende Strahlung ist ein wesentliches Problem bei zyklischen
Teilchenbeschleunigern (Synchrotron); ein Teil der zugefiithrten Energie geht durch
Strahlung verloren. Auch hier wird Rontgenstrahlung erzeugt.

3.) Strahlungsdidmpfung:

Im klassischen Atommodell bewegen sich die gebundenen Elektronen auf Kreis- bzw.
Ellipsenbahnen um den Atomkern. Dabei strahlen sie als beschleunigte Ladungen
kontinuierlich elektromagnetische Wellen ab. Der resultierende Energieverlust fiihrt
zu instabilen Bahnen und schliefSlich zum Kollaps des Atoms im klassischen Modell.
Dieser Widerspruch zur experimentellen Beobachtung wird erst in der Quantentheo-
rie bzw. Quantenelektrodynamik (QED) aufgelost.
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Kapitel 16

Multipolstrahlung

16.1 Langwellen-Niherung
Fiir eine Quellen-Verteilung der Form

p = plr)exp(—iwt);  j = j(r)exp(—iwt) (16.1)
hatten wir in Abschnitt [5.3]

¢ = o(r)exp(—iwt): A = A(r)exp(—iwt) (16.2):

gefunden, sowie (mit k = w/c)

o = L ettt =D (16.3)

Arey Ir —r/|

A([_) — @/j(r/) eXp(ik‘r_ rll) d37,,/ )
4w lr — 1|

Bei der Diskussion von (16.3]) kénnen wir uns im Folgenden auf A(r) beschrianken, da A

und ¢ direkt iiber die Lorenz-Konvention zusammenhéngen: Aus

1 0¢ ;
AT = 16.4):
V- -A+ 2 0 (16.4)
folgt mit (/16.2))
2 :
o(r) = Z% V- A(r). (16.5)

Zur Bestimmung der Felder im ladungsfreien Bereich werden wir allerdings das skalare
Potential nicht mehr brauchen, da

CiwE(r) =V xB. (16.6)

Alle Felder konnen mittels A bestimmt werden.
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Langwellen - Niherung
Zur weiteren Behandlung von ([16.3]) betrachten wir die Langwellen - N&herung
2 i
ag < A = % (16.7):
wobei ag den Radius einer Kugel angibt, welche die Ladungs- und Stromverteilung um-
fasst. Wir nehmen den Koordinatenursprung im Mittelpunkt dieser Kugel, so dafi " < aq.

Beispiele
Fiir die optische Strahlung von Atomen ist ag ~ 1078 cm, A ~ 5-107° cm; analog fiir die
v-Strahlung von Atomkernen: ag ~ 10713 cm, A ~ 107! cm.

Auf der anderen Seite, gibt es technisch interessante Félle, bei denen ag ~ A ist, z.B.
Antennen deren Linge der GréBenordnung der Wellenléinge ist (Antenne A\/4 UB)

Bei der Diskussion von sind nun die Langen ag, A und r wesentlich. Wir unter-
suchen folgende Félle:

Fall 1 : gy <7 < A (Nahzone)

Dann ist 5
klr —r'| = ;|r—r'| < 1 (16.8):
und wir erhalten (vgl. (15.32)):
1 p(') s, po [ () :
= d Alr) = — ar'. 16.9):
¢(r) drey / lr — /| " (x) A ) |r—1/| : (16.9)

Der Ortsanteil der Potentiale zeigt nach (16.9) die gleiche Struktur wie in Elektro-
und Magnetostatik. Angesichts der Zeitabhéngigkeit ((16.2)) spricht man von quasi-
stationdren Feldern. Dieser Fall ist relevant fiir elektrische Netwzerke.

Fall 2 : gy < A < r (Fernzone)

Dieser ist der Fall von Interesse fiir elektromagnetische Strahlung

Wegen

2 :
b — % > 1 (16.10):

kénnen wir dann die Taylor-Reihe in (r//r) entwickeln (vgl. Elektrostatik)

S S Uni=y B

n! r 72

n

und in (([16.3))) benutzen:

A(r) = Ag(r) + Ay(r) + - (16.12)
I S\ L
= Z—i /d?’?"' i) —eXpEaz r) gxp(—ilj;rr . r’/rl (1 — rr; )
1—=E T
T 1+%
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- Z—;M/d%’j(r'){1 + (%—ik)(N-r’)vL---}

r

\

mit k& = w/c und dem Richtungsvektor

N = - (16.13)
r
Im letzten Term in (16.12)) haben wir wegen ([16.10) 1/r im Vergleich zu k ver-

nachlassigt.

16.2 Elektrische Dipol-Strahlung

Wir berechnen den ersten Term in ((16.12))

exp(tkr L i
Ao(r) = Z—;#/dij’r i), (16.14);

der, im Gegensatz zur Magnetostatik, nicht verschwindet, da die Stromdichte nicht stati-
ondr ist. Den kénnen wir wie folgt umformen (vgl. Magnetostatik):

/jl ) &' = /V’ j(r)) dr ’—/r;(v’-j(r’)) & (16.15);
|4

— /(9VT§J'(1“')-df’—/vr;(v’.j@/)) B — M/V o) i,

wo wir das Volumen grof§ genug gewahlt haben, so dafl das Oberflachenintegral verschwin-
det, und die Kontinuitatsgleichung

V.j—iwp = 0 (16.16)

ausgenutzt haben.
Mit der Definition d = [, rp(r)d®r wird Ay(r) dann zu

Ao(r) = —iw Z—; M d. (16.17)
Fiir die Berechnung der Felder beschrinken wir uns wie in Absch. [15{auf Strahlungsterme,
d. h. Terme ~ r~!. Wie da bereits gesehen, liefern Ableitungen bzgl. r; des Betrages r
zu Termen niedriger Ordnung.
Die leading Terme in der Rotation von kommen aus Ableitungen des exp(ikr)-
Termes. Da wirkt der V-Operator:

V exp(ikr) — i k N exp(ikr) . (16.18)E
Wir erhalten also

Bo(r) = V x Ay = 10 2SRk o qy. (16.19)

4re T

151


12.12
12.13
12.14
12.15
12.16
12.17

(es gibt immer Korrekturen O(A\/7)?).
Aus (/16.6]) folgt fiir das E-Feld:

2

Ey(r) = i—V x By(r) = —c N x By, (16.20);
w
was auch bedeutet )
B() =-N x E() (1621)
c

wo wir (16.18)) benutzt haben.

Energiestromdichte
Da By - N = 0, kénnen wir leicht die Energiestromdichte

E x B :
S = 222 _ “ByxN)xBy = —N B? (16.22)
Mo Ko Ho

berechnen. Es mufl beachtet werden, dass in (16.22)) eigentlich der Realteil von B, e~ **

vor dem Quadrat gebildet werden muss. Wir finden daher

2(kr — wt
Sy = Ho w4dzsin29COS(T w>N

1672c I (1623

wobei 6§ der von N und d eingeschlossene Winkel ist. Fiir den zeitlichen Mittelwert folgt:

_ in? ¢ :
Sy = 10 A U, (16.24)

1672¢ 272

di o

Der Dipol strahlt also nicht in Richtung von d (# = 0), sondern maximal senkrecht zu
d (¢ = 90°). Die sin®# - Abhingigkeit ist charakteristisch fiir Dipolstrahlung.

Bemerkungen

1.) Charakteristisch fiir Strahlungsfelder ist ihre Eigenschaft, dass E, B und S ein ortho-
gonales Dreibein bilden (vgl. Kap. [9).

2.) Ein (mit der Frequenz w) oszillierender Dipol ist nur durch beschleunigte Punktla-
dungen realisierbar. ({16.24]) ist also konform mit der allgemeinen Aussage (({15.72]).
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3.) Die Strahlung niedrigster Multipolaritét ist Dipol-Strahlung (I=1), nicht Monopol-
Strahlung (I=0)! In der Quantentheorie wird gezeigt, wie die Multipolaritidt der
Strahlung und der Drehimpuls der Photonen zusammenhéngen. Da Photonen einen
Eigendrehimpuls haben (Spin 1), gibt es keine Drehimpuls-freie Strahlung, d.h.
Monopol-Strahlung. Der Spin der Photonen ist direkt mit der Tatsache verkniipft,
dass Strahlungsfelder Vektor-Felder sind.

16.3 Magnetische Dipol-Strahlung

Wir betrachten jetzt den Néachsten Term der Entwicklung (16.12))

Ai(r) = —iwﬂM/J‘(r’)(N-r’) &' (16.25)

Are r

Wir zeigen jetzt, dass das verbleibende Integral durch das magnetische Dipolmoment
und den elektrischen Quadrupoltensor bestimmt ist. Um dies zu sehen, benutzen wir die
Identitét:

(N-1)j = %(r’ xj) x N + %{(N-r’)jJr (N-j)ir'} . (16.26):

Mit der Definition 1

m = —/(r’xj(r')) dv’
2 )y
(4.41)) des magnetischen Dipolmoments wird der erste Teil in ((16.26)):
kr) i
AP () = it SXPURT) N, 16.27):
A LULET ) (1627

Der magnetische Dipol-Anteil des Vektorpotentials geht formal in den elektrischen Dipol-

Anteil ((16.17)) iiber, wenn man
1 :
-(mxN)—>d (16.28):
c

ersetzt. Damit kann man aus ((16.19)) und (16.20) fiir die Feldstérken sofort ablesen (die
Ableitung von N ergibt Terme hoherer Ordnung und kann vernachléssigt werden):

5, exp(ikr)

m ,UO .
B{"(r) = LWt (N x (m x N)) (16.29);

und "
E"™(r) = —c (N x B{"™) = 4’;22&6@32 ") emx N, (16.30):

Ein Vergleich mit (16.19) zeigt, dass (bis auf ein Minus-Zeichen) die magnetische Dipol-
strahlung die gleiche Form wie die elektrische aufweist, indem E mit B sowie d mit m
vertauscht.  Entsprechend sieht die im Zeitmittel abgestrahlte Energie dhnlich wie in

(116.24)) aus:

.2
sm Mo 4 osin” :
S, = 62 ™ 53 N, (16.31):
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wo 6 jetzt der Winkel zwischen m und N ist. Der Unterschied zwischen der magnetischen
und der elektrischen Dipolstrahlung liegt also in der Polarisation: fiir einen elektrischen
Dipol liegt der Vektor des elektrischen Feldes in der von N und d aufgespannten Ebene
(allerdings senkrecht zu IN), fiir einen magnetischen Dipol liegt E senkrecht zu der von N
und m aufgespannten Ebene.

Die elektrische Dipolstrahlung ist um den Faktor Cfn—d; x 03.’2’2 = f}—i starker als die
magnetische Dipolstrahlung, es sei denn, die letzte verschwindet, weil z. B., keine freien
Ladungen, sondern nur (divergenzfreie) Strome vorhanden sind.

16.4 Elektrische Quadrupol-Strahlung

Wir befassen uns nun mit dem 2. Term in (16.26)), der auf

Age)(r) it exp (1kr) /{ N-j)} d* (16.32)5

dre

fiihrt. Das Integral in (16.32)) kann nun auf den in Abschnitt [1.5] eingefiihrten elektrischen
Quadrupoltensor zuriickgeﬁihrt werden. Analog (16.15)) formen wir um (N ist unabhéngig
von r'):

/ i) (N 1) d3r’—|—/ 7 G (¥ Npy 1 (16.33)

:N/V’r )) &' — N/mz j) dr
:—uuN/r d?’/

wobei der Divergenzterm in (16.33)) in ein verschwindendes Oberflachenintegral umgewan-
delt worden ist und die Ladungserhaltung benutzt wurde. Also:

/V {j(r’)(N r')+ (N -j(r')} d*r' = —iw/ v (N-1')p(r)) &, (16.34);

1%
und wir konnen ([16.32) schreiben als:
5 exp(ikr)

Age)(r) _ Mo w

4re 2r

/ (N- 1)/ p(r') d (16.35)

Fiir die Felder folgt bei Beachtung von ((16.18|)

BYr) = VxAP@) = ik (N x Af)(r)) (16.36);
und mit (16.6]) _
E9r) = = —¢ (Nx B§€>(r)) . (16.37);

Mit Hilfe des elektrischen Quadrupoltensors, gegeben durch seine Komponenten
Qun = /p(r’) L A e A (16.38)§
v
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erhalten wir fiir Bge) den Ausdruck:

5 exp(ikr)

B{Y(r) = —iﬁ; W <N>< Q(N)> : (16.39):

wobei der Vektor Q(N) die Komponenten

3
QIN),, = > QualV, (16.40)
n=1

hat. Man beachte, dass der 2. Term in ([16.38)) zu (16.39) keinen Beitrag liefert (denn

Energiestromdichte
Wie oben berechnen wir nun die Energiestromdichte

(N x Q(N))’N .  (16.41)

o) 2 sin?(kr — wt)
s© — ¢ (R B ﬂwt) N - _Ho 6
! 140 eB1 e 16723~ 3612

Nach Zeitmittelung wird (16.41)) zu

6

ale Ho W 2 :
= N N))"N . 16.42):
S1 1672c3 7212 ( X Q( )) ( 6 )

Der Unterschied zur Dipolstrahlung bzgl. der Frequenzabhéngigkeit ist offensichtlich. Der
zusitzlichen w?-Potenz in S entspricht ein zusitzliches w = kc in den Feldern, was dem
nichsten Term in der Entwicklung in apk = ag/\ entspricht (ag ist die Grofle des La-
dungsbereiches). Die Quadrupolstrahlung wird wichtig, wenn ag/\ ~ 1 wird.

Axialsymmetrie

Zur Diskussion der Winkelabhéngigkeit betrachten wir den Fall der Axialsymmetrie (vgl.
Abschnitt : 0 sei der Winkel zwischen der Symmetrieachse des Quadrupols und dem
Ortsvektor.

In _
(N xQ(N))’* = Q(N)* - (N-Q(N))” (16.44):
wird dann

QIN)* = %(2) (NT +N3) + gQgNg = %(2) (sin® 6 + 4 cos® 0) (16.45)

sowie 5
N-Q(N) = N,QuN, = —% sin? 0 + ngcos?e; (16.46)
also _
(N x Q(N))* = Qjsin*6cos®6 . (16.47):
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N Z ~
Ergebnis:
6
g _ Mo W 2 i2 2 E
S, = 6203 7272 Q; sin“fcos” 0 N . (16.48):

Die elektrische Quadrupolstrahlung unterscheidet sich von der elektrischen und magne-
tischen Dipolstrahlung sowohl in der Frequenzabhéngigkeit als auch in der Winkelvertei-
lung.

Anwendung in der Atom- und Kernphysik

Atome und Kerne kénnen unter Emission bzw. Absorption von elektromagnetischer Strah-
lung ihren Zustand dndern. Die Multipolentwicklung ist die fiir diese Situation passende
Beschreibung des elektromagnetischen Feldes. In der Atomphysik dominiert in der Regel
die Dipolstrahlung: Der Vergleich von und zeigt, dass elektrische Dipol-
strahlung um einen Faktor der Grofilenordnung \/aq stirker ist als elektrische Quadru-
polstrahlung. Die erste dominiert auch die magnetische Dipolstrahlung, von der sie sich
nach ([16.24)) und (16.31]) um den Faktor (v/c)? unterscheidet. Die Verhéltnisse sind in der
Kernphysik komplizierter. Eine genaue Diskussion ist hier nur im Rahmen der Quanten-
theorie moglich.
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12.47

Kapitel 17

Systematik der Multipolentwicklung

Dieser Teil der Vorlesung wird zu grofiem Teil aus dem Buch von W. Nolting ,, Grundkurs
Theoretische Physik 3 Elektrodynamik® Vieweg, Braunschweig entnommen.

Genauer werden, nach der 5 Auflage die Seiten 108-109, 111 bis 113 und 119 bis 126
benutzt (entspricht Teil des Abschnittes 2.3.5 sowie den Abschnitten 2.3.7-2.3.8) (Nach
der 7. Auflage: Seiten 118-120 und 125-132).

In diesem Skriptum werden nur einige wenige Abweichungen oder Ergénzungen auf-
gefiihrt.

Verweise auf Gleichungen oder Abschnitte der Form (Nxxx) beziehen sich auf das
Buch von Nolting (5 Auflage).

17.1 Eigenschaften der Kugelfunktionen (zu N2.3.5)

Fiir m = 0 sind die Kugelflachenfunktionen unabhéngig von . Fiir azimutale Symmetrie
kann man sich auf die m = 0-Funktionen berschrinken. Die Legendre Polynome P, ent-
sprechen lediglich den m = 0 Kugelflichenfunktionen, nur mit einer anderen Normierung.

Yio(6) = 254* L Plcost) (17.18

™

17.2 Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordi-
naten

Den Fall einer Flacheladungsdichte wollen wir nicht im Fall azimutaler Symmetrie,
sondern allgemeiner nach Abs. N2.3.8 behandeln.
Im Abs. N2.3.8 betrachten wir zunéchst den Fall einer allgemeinen Fliacheladungsdichte

O-(T[)? 67 QO) :
Wir kénnen diese nach Kugelflichenfunktionen (nach N2.158) entwickeln

O-(T0797§0) - Zalm}/lm(eago) (172)
I,m
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mit den Koeffizienten

Olm = /dgp dcosO Y, (0,0)0(ro, 0, p) (17.3)

die vierte Randbedingung vom Abs. N2.3.8 gibt also (siehe Seite N123)

€
> o Yim(0,0) =Y TO i (2L + 1) Yin (0, @) (17.4)
lm lm 0
also fiir die Koeffizienten
7“3 Olm
€oaim = 921 1 (175)

und fiir das Potential der Flacheladungsdichte

o) = 25 o () i Vin). (7.6

€0 > 4 20+ 1

Im Fall azimutaler Symmetrie sind nur die g9 Terme ungleich Null.

17.2.1 Punktladung
Der Fall einer Punktladung ¢ in (r¢, 6, ¢o) ist ein Spezialfall mit

o(re,0,p) = %5((,0 — p)d(cos B — cos by) (17.7)
0

(diese Form erfiillt [ o df = g), also

O = 25 Y (00, 00) - (17.8)

0

Mit (17.8)) und (17.6)) erhdlt man Gl. (N2.169).

17.2.2 Strahlungsfelder

Fiir Strahlungsfelder brauchen wir statt der Entwicklung von (Gl. N2.169), die

4 |r r’|
Entwicklung von

zk:|r r’

_ 1)
= ‘r_r,l sz VY (k)i (k) Yim (0. 0) (17.9)

die wir ohne Beweis angeben. Hier sind j; und h;l) sphérische Bessel- bzw. Hankelfunk-
tionen. Diese sind die Losung einer Gleichung wie (N2.145) indem man V? — V? + k2
ersetzt, was der homogenen Wellengleichung entspricht.
Fiir Punkte auflerhalb des Quellenbereiches (r > ) bekommt man fiir das Vektorpo-
tential
A(r) = ik S 1 (k) Vi (0, 9)jim (K) (17.10)

Im
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mit den Koeffizienten

Jinl) = [ @30 i) (7.11)
Die ersten beiden Terme der Entwicklung ([17.10)) entsprechen den Multipoltermen, die
wir in Kap. [16| gesehen haben.

17.3 Viewgraphs
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Allgemein

Entwicklung nach orthonormalen Eigenfunktionen

O U,(x) = 0, U,(x)

Eigenfunktionen eines Hermiteschen Operators

/ 4z U2 ()Un (z) = 62

Orthogonalitaetsbedingung

fn(z) = Z caU

n
_ Vollstaendigkeit

- [ @U@ 1(a)

Bestimmung der Koeffizienten

Vollstindigkeit auch: Z U ( —y)

=/dy SO £0) = 3 il /dyU y) £0)

J




Kugelflaechenfunktionen

2) Funktionen der Kugelfiiche

1
Euty

In Kugelkoordinaten (r, 9, ¢) 1Bt sich der Laplace-Operator wie folgt schreiben:

s 2
& f .8 1 <, R
A=—5—-r— + <Ay )
r29r | ar) " 200 on
dp = -B—Sin'l? 9 —-—1 62
¥ sind 99 a9t sin 9 p?’ e
_ie Eigenfunktignen des Operators Dy,
A'ﬁ,qoylm(ﬂ) Cp) = _ta + 1)},11’71 (7-9! ‘P),
Kugelflichenfunktionen:
L Yin (9, 9); 1=0,1,2,..., m=—l,~l+1,...,01-1,l. (2.146)

9I¢ bilden ein vollstindiges System auf der Einheitskugel. Wir listen ihre

At imotan Tiaaea oo

0= Aoy x = (cos6,0)

Ortohogonalitaet

_21 +1
\ [ a0 [ dcos 0¥ (0,0)Yim(9,0) = it Srams
o

-1

Vollstaendigkeit
oo +1 -
Z Z Y (9,0 )Yim (9, ) = 8(p — ¢')8(cos 9 — cos ).
=0 m=-1

112 -

| Entwicklung nach Kugelfunktionen

oo+l

FO=fn0,0) =) > Rin(r)Vim(9, ), (2.159)

=0 m=-1{
2m +

1
Rim(r) = / dyp / dcos® £(r, 9, )Y (9, ). (2.160)
o

0



[ Legendre Polynome J

nuetzlich bei Azymuthaler Symmetrie
(nur Abhaengigkeit von 0 )

21+ 1
Y 0(0) = Pi(cos©
0(6) =/ = —Pi(cos6)
Yim(9,¢) = %H% P (cos9)e'™¥,
Py(£1) = (£1)". )
Orthogonalitaet
+1
/dz P;(Z)Pk(z) == 213_ 1'5ch
-1
0 7 2 (l+m)
: dz P (2) P (z) = - Sk,
o _/1 A+1(1—m)
Vollstaendigkeit

% Y (2l +1)P(')Pi(z) = 6(z - 2'),
=0




Weitere Formeln

g) Additionstheorem:
+1
m=-|

Z @'y, 9¢)).

h) Spezielle Funktionen:

Pile) =1,
Pilz) =z,

Pa(z) = -;—(322 -1),

Sie (2.147) fiir Yy, _y;

S

3 V() Yim(®, ) =

[/l"?’wv A:‘Hl'
h vt
3/ V:J‘%;“'q.ﬂu"'.
20 + 1 L GEV
B
pom 1 (cos ) (2°161)M»-F
0.$=0
e TkV

:U’Jf{i—?’ an (w

1
P3(2) = 5(533 -32),...;

1
Yoo = —,
o0 vir
3 ;
Yll—_ gsin'ﬂe"",
Yl —m(97(P) = (_1)m Yl*m(e7(P)
3
Yi0 = 4/ — cos Y,
4
11415 ;
Yosie o ni =il i2¢p
2=y 2Wsm de
1 .
Yor = L sind cosve'?,
8w
5 (3 1
Yoo=4/— | =cos?9 — =
20 4ﬂ(2cosﬁ 2),...

) Y2‘_1;...
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Loesung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten

Laplace Gleichung

V 2'¢_(r,19,;p) =0 'I

Entwicklung nach Kugelfunktionen

(rnd,¢)=2_ Z Rim (1) Yim (9, ). (2.162)

=0 m=-1

Laplace Operator ist ''einfach"
0=A®= Z{ er( df) ;’;‘V&w}ﬂm(ﬂ,wh

=S (AR Mt al vt
Lzm {r dr ( dr) r } (R‘p: Rl’m(r))
Gleichung fuer Radialanteil

1 d[,dR] W(l+1),
. ;2-3—;[1'25 - R=0. (2.163)
10
——— 7R = Ansatz

(3’2_ s 1(:+1))u(r) i

dr? re

Allgemeine Loesung:
u(r) = Ar't' + Br!,

also:
I oo +1
/ r 17 4p Z Z (A;m‘.f'z + Btm_r_“-“)) Yim(ﬂstp) (2164)

=0 m=-{

o




Potential einer allgemeinen Flacheladungsdichte

Zz

ro = Radius der Fl che

1
/"
I, :

> y
X ®.(r) : Potential fiir r > r,,
®.(r): Potential fiir r < r,.

Flacheladungsdichte

Entwicklung nach Kugelfunktionen

rOa E Glelm

Koeffizienten

O — / d dcos® Y}, (8,0)5(r0,0, )

Beispiel: Punktladung

G(rp,0,0) = q26((p — () 0(cosO — cosBy)

"o
(diese Form erfiillt [ 6 df = g)

Gim = ~5¥ (B0, @) -

Fo



Randbedlingungen:

1) @ regular bei r = 0,
2) & — 0 fiir r — oo,
3) P stetigbeir =71

od ad . of s
4) o=—¢ ( = = a—:)r:ro(Unstetlgkelt in En)

g

Konsequenzen fuer die Entwicklung des Potentials
Ko Biine

Aus 1) => & =) Aimr'Yim(d,9), }

Im I

/

aus 2) = @5 =)  Bimr Y (8, ), {
i Im i

. g 1
( aus 3) = A;mrf) = BT s = r—a;m.

0

Notation: innerhalb (r <7o): r=r., rop=r,
aufierhalb (r >ro): r=ry, ro=rc. ( I, :"der gr sste )

zwischen r, und r"

J

-

Also, 1,2,3 gibt: %)= Zaem (—<) Yim (9, ). ‘kompakter

Somit ist die vierte Bedingung

f e _——

E .-/d(rg,ﬁ,go) = Z Oim Yim(9,¢) -T= —€o (8¢> _ 9%« .
- e B 9 4 - TS=rc=rQ

I,m 6'."(

1 -1
r r
= —€, Za:myxm(ﬂ,&o) [_(I + l)rziz 9 !<+1:l -
Im o "> dr=rg
>

€0
o ‘Zazm@f + 1)Yim (9, ). ©
ym

Dies legt die Koeffizwnten fest
€olim (20 + 1) Lro Glm

Und das Potential wird:
d(r )—

L)
Z Z 2;_,_1 (1{) Glm Yim (9, ¢).

€T~



Speziell fuer eine Punktladung in ro = (I’ 0, 60, (I)())

O(r) - 1 % + i "
q N 47[80‘7'— }"0’ €oT> tsz; 20+ 1 ( )/Ylm(ﬁl)a‘p(j}qm(ﬂ,(p)_

0

r=(r,0,0)

Mit Hilfe dieser Gleichung koennen wir
e ®(r) = [d3  Pr)

Ir —r'|
entwickeln

Ausserhalb des Ladungsgebietes:
/ /
Fr>r &1 =re,F =r-

Qim
Ameod(r) = 47rz Z 2[“ = Yim (9, )

Mit den sphaerischen Multipolmomenten:

mm=]ﬁfmﬂﬂﬂmwwm



Monopol (1=0)
Mit Yoo = (4m) /2 folgt:

== (2.175)

| o= =

"'J)ies stimmt bis auf den unwesentlichen Faktor 1/v/47 mit (2.91) iiberein.

Dipol (I=1)
it den Kugelflichenfunktionen
Yio(9, ) = \f — \/; )

3 z+1y
- /___ i _
Yii(9,9) = o sinde e
Yi-1(d,9) = -Y11(9,¢)

‘wir den folgenden Zusammenhang zwischen den sphérischen und den
schen Dipolmomenten (2.92):

/ 3
qio = Pz:
q1 = \/ @z +ipy) = —q_1- (2.176)

(Quadrupol 1=2)

Iflichenfunktionen

' 1 /5 1 /5 322-+2
Ya0(9, @) = 2\/ (3cos?d — 1) = \/4.” =5

[15 ; 15
(21(9, ) = — B—ﬂsinﬂcosﬂe‘“’ = — E;ri?(x-'_ iy),

1 1151, 15 (z + 1y)2
‘l’, = —4f — 2 i2¢ _ 4 LS
¢) 4V 2 i 4 oar  r2

q20 = l\/EQaar
q21 = —"\/7(Q31 -1Q32) = —q3_,,

(Qn - Q2 —2iQ12) = q;_,.

g2 = 12



Teil VII

Spezielle Relativitit
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Kapitel 18

Spezielle Relativitatstheorie und
relativistische Elektrodynamik

18.1 Prinzipien der speziellen Relativititstheorie

Die spezielle Relativitédtstheorie beruht auf zwei Grundannahmen (= Prinzipien), dem
1. Relativitatsprinzip, und dem
2. Prinzip von der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit.

Beide Annahmen werden durch experimentelle Befunde nahegelegt, doch geht auch
eine gewisse philosophische Grundeinstellung darin einE|

18.1.1 Das Relativititsprinzip

Wiederholung der Definition eines Inertialsystems : In einem solchen System bleibt ein
Massenpunkt im Zustand Ruhe oder in gleichféormiger Bewegung, wenn keine Kraft auf
ihn einwirkt. Fin solches System ist realisiert in einem Bezugssystem, das sich relativ
zum Fixsternhimmel in Ruhe oder in gleichférmiger Bewegung befindet.

Das EINSTEINsche Relativitédtsprinzip besagt hingegen, dafl alle physikalischen Vorgénge
in allen Inertialsystemen bei sonst gleichen Bedingungen gleich ablaufen. Es ist durch kein
Experiment moglich, eine absolute Geschwindigkeit eines Systems festzustellen. Daher
muf} auch die mathematische Beschreibung aller physikalischen Vorgéinge in allen Inerti-
alsystemen gleichartig sein (Kovarianz).

Ein Spezialfall dieses EINSTEINschen Relativitédtsprinzips ist das GALILEIsche Relati-
vitatsprinzip, das nur fiir die klassische Mechanik (Mechanik fiir Teilchengeschwindigkei-
ten < ¢) gilt, und welches in der Mechanik-Vorlesung behandelt wurde. Man kann es wie
folgt formulieren:

! Eine umfangreiche Darstellung der speziellen Relativitéitstheorie kann im gleichnamigen Vorlesungs-
skriptum von E. SCHACHINGER gefunden werden, welches von http://www.itp.tu-graz.ac.at/lectures.html
heruntergeladen werden kann.
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Man kann aufgrund mechanischer Experimente keine Aussagen iiber den Be-
wegungszustand eines gleichférmig bewegten Systems, in dem man sich befin-
det, machen.

18.1.2 Prinzip der Konstanz der Vakuumlichtgeschwindigkeit c

Die Vakuumlichtgeschwindigkeit hat den konstanten Wert
c = 2,99792458 x 10°m/s.

Geméf diesem Prinzip ist die Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ sowohl vom Bewegungszu-
stand des Beobachters als auch von dem der Lichtquelle vollig unabhéngig (bei alleiniger
Betrachtung von Inertialsystemen). In jedem Inertialsystem findet man, z.B. fiir die Aus-
breitung der Wellenfront eines Lichtblitzes den Wert ¢, selbst wenn die Quelle relativ zu
diesem System in gleichférmiger Bewegung ist.

Bei der Schaffung der Elektrodynamik zu Ende des vergangenen Jahrhunderts hielt
man fiir die Ausbreitung der elektromagnetischen Wellen ein Medium (den sogenannten
Ather) fiir nétig analog zur Ausbreitung der Schallwellen in Luft, oder einen anderen
elastisch deformierbaren Koérper.

AuBerdem glaubte man (irrigerweise), dafi das Relativitdtsprinzip notwendigerweise
die GALILEI-Transformation nach sich zieht. Daraus schlof§ man (irrigerweise), dafl die
Elektrodynamik das Relativitédtsprinzip nicht erfiillt und daf§ es ein ausgezeichnetes Ko-
ordinatensystem gibt, das im ” Ather” ruht. Man versuchte nun einen ” Atherwind” festzu-
stellen, der dadurch entstehen sollte, daf} sich die Erde bei ihrer Revolution um die Sonne
relativ zum Ather bewegt.

Die Messung der Schallgeschwindigkeit kann im Prinzip auf einer Meflstrecke erfolgen
mit einer Nachrichteniibermittlung mittels elektrischer oder optischer Signale (deren Ge-
schwindigkeit ¢ grof gegeniiber der zu messenden Schallgeschwindigkeit ist) vom Anfang
zum Ende der Strecke (Messung der ” Einweggeschwindigkeit”). Ein derartiges Vorgehen
ist bei der Messung der Vakuumlichtgeschwindigkeit ¢ nicht moglich, da man keine Art
von Signalen kennt, deren Ausbreitungsgeschwindigkeit grof§ gegen c ist. Man ist daher
gezwungen, das Lichtsignal, dessen Ausbreitungsgeschwindigkeit gemessen werden soll,
am Ende der Messtrecke zu reflektieren und kann daher nur die Laufzeit fiir Hin- und
Riickweg messen (”Zweiweggeschwindigkeit”).

Das wichtigste der diesbeziiglichen Experimente war der MICHELSON-Versuch: Im
Ather ist die Lichtgeschwindigkeit gemi der damaligen Ansicht = ¢, fiir andere Systeme
muf man gem#B den Galilei-Transformationen umrechnen, (Abb. (18.1)a). Der gesamte
MeBapparat bewegt sich relativ zum Ather mit der Geschwindigkeit v. Ein Beobachter
im mitbewegten System S’ stellt folgende Laufzeit ¢, fiir den Weg PSyP fest (P = Position
des halbdurchlédssigen Spiegels, sieche Abb. b):

Iy Iy
c—v c+v

ty =
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Abbildung 18.1: a) Der Michelsonversuch. b) Lichtweg bei Reflexion an Sj. i

Ebenso ergibt sich im mitbewegten System aus

AT? = VT + 2,

[
T -} = 1P = T= 21 -
2 —w
folgende Zeit ¢; fiir den Lauf PS;P (Abb. (18.1)b):
L
t1 =27 = 22—
! Ve—o
Aus den beiden Laufzeiten
l2 lgC ZQ/C
ty = (C+U+C_U)C2—U2 :202_@2 :21—52
l
o= g b/e
V1= p?
mit v
= — 18.1
p=" (15.1)
ergibt sich folgender Zeit- und damit auch Phasenunterschied im Beobachtungsfernrohr:
2 Iy lo
At =1t —ty = — — .

Ist der Apparat um 90° verdreht, ergeben sich folgende Anderungen und folgender Laufzeit-
und Phasenunterschied:

ll — lg, tl — tll = tQ, t2 — t/2 = tl,
2 Iy Iy
At =ty —t] == - :
2 1 c [1 _ 62 /1 _ 52]
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Wird nun das Interferometer wihrend des Beobachtungsvorganges gedreht, sollte dadurch
folgender Laufzeit- und damit auch Phasenunterschied resultieren:

2 Iy Iy lo lo
T = A —-At== — + —
c[1—62 Vi-p2 1= /12
I+ 1 1 1
= 2 — . 18.2
T c 1_62 /1_52] ( )

Der unerwartete Nulleffekt konnte nur durch eine zusétzliche Hypothese (F1ZGERALD,
LORENTZ) erkldrt werden: Bei Bewegung relativ zum Ather verkiirzen sich Lingen in der

Bewegungsrichtung um den Faktor (1 — g—j) 5; Léngen in den transversalen Richtungen

bleiben unverédndert. Dann erhélt man in den obigen Gleichungen fiir
lh=1y: At=At=0 = 71=0.

Damit sind aber noch nicht alle Schwierigkeiten beseitigt; um den negativen Ausgang
weiterer Experimente deuten zu koénnen, waren noch zusétzliche Hypothesen iiber die
Zeitdilatation und die Veranderung der Kriifte bei Bewegung relativ zum Ather erforder-
lich. Der Ather wird damit unbeobachtbar.

FINSTEIN vereinfachte 1905 die Situation in radikaler und revolutionédrer Weise, in-
dem er den Ather fiir die Lichtausbreitung fiir unnétig erklirte und die Giiltigkeit des
Relativitéatsprinzips fiir alle physikalischen Vorgénge forderte. Weiters postulierte er, daf3
die Vakuumlichtgeschwindigkeit in allen Inertialsystemen den Wert ¢ hat. Er analysierte
den Begriff der Gleichzeitigkeit und zeigte, daf jedes Inertialsystem seine eigene Zeit hat
und dafl Zeitangaben von einem System ins andere mittels der LORENTZ-Transformation
durchgefiihrt werden miissen.

18.2 Die LORENTZtransformationen

System S: Koordinaten z;, (i =1,2,3), Zeit t;
System S”: Koordinaten , (i = 1,2, 3), Zeit t'.
Zur Vereinfachung der Berechnung seien die beiden Koordinatensysteme parallel und die

Geschwindigkeit v des Ursprungs von S’ liege in der x;-Achse von S:
v = ’U(Sli. (183)E

Zur Zeit t = t' = 0 sollen die Urspriinge x; = x; = 0 zusammenfallen und zu dieser

1

Zeit werde ein Lichtblitz vom Ursprung ausgesandt. Zur in S gemessenen Zeit ¢ ist die
Wellenfront in r = Z?Zl r;x; = \/T;x; = ct angekommen. (Hier wurde die sogenann-

te EINSTEINsche Summenkonvention eingefiihrt: Uber zweifach auftretende Indizes wird
summiert, in diesem Fall also {iber den Index i.) Es gilt dann:

At? — iz = 0. (18.4)E
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Diese Gleichung mu$ in jedem Inertialsystem gelten, also S (¢ = ¢):
At? — zlal = 0. (18.5)E

Zur Vereinfachung der Schreibweise wird nun zy = ¢t und xj, = ct’ gesetzt. Man fordert
weiters das Bestehen der linearen Transformation:
3
o = Z AafTp- (18.6)
8=0
zwischen S und S’.  Fiir das bestehen einer solchen linearen Transformation sprechen
folgende Tatsachen:

1. Die Homogenitédt und Isotropie des freien Raumes.

2. Die Bewegung eines kréftefreien Teilchens relativ zu einem Inertialsystem wird durch
eine lineare Gleichung in den z; beschrieben. Dies mufl fiir jedes Inertialsystem
gelten. Die obige Transformation aus einem Inertialsystem in ein anderes mufl daher
eine lineare Gleichung wieder affin in eine solche transformieren.

Bei unserer Wahl der Bewegungsrichtung gilt:
Ty =1ah, T3 =T, (18.7)E

d.h.: wir kénnen von den Koordinaten z, und 3 vollig absehen und die weiteren Uberle-
gungen in der (xg, z1)-Ebene durchfiihren:
1'6 = QagZo + ap1y, (188)
.I‘/l = a10xo + a1 (189

Setzt man diese Gln. in die sich aus Gln. (18.4)) und ([18.5)) ergebende Bedingung ein, so
folgt:

2 2 2 2 2 2 2 2
Lo — X1 [= x5 + T3 :x2+x3] = Ty — Ly,
2 2\..2 2 2V.2 _ 2 2
(ago — ai0)Tp — 2(ar0a11 — agotor)rory + (ag, — ayy)ry = x5 — a7,
2 2 2 2
= ayg —ajp =1, apai —agap =0, ay —aj; = —1

diese Gleichungen sollen fiir beliebige xg, z1 gelten. Die erste Gleichung der letzten Zeile
wird durch den nachfolgenden Ansatz befriedigt:

ago = coshu, a9 = sinhwu;
aus der zweiten folgt:
(llo/aoo = CLQl/CLH = tanh u,

apy = psinhu, a;; = p coshu,
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und daraus ergibt sich wegen der dritten:
=1, p==+l.

Es wird p = 1 gewahlt. (Fiir p = —1 erhielte man aus ((18.8) und ((18.9) eine Transfor-
mationsgleichung, bei der entweder die Zeit umgekehrt und/oder das Rechtssystem im
Raum in ein Linkssystem transformiert werden wiirde.) Es ist also:

ry, = xgcoshu+ x;sinhu, (18.10)

i = xpsinhu + 2 coshu. (18.11)

Der Ursprung von S’ bewegt sich mit der Geschwindigkeit v relativ zu S und hat also

Koordinaten [Gl. ([8.3))]:
B=v/e, x7=0, x =Pz (18.12)
Damit folgt aus obigen Transformationsgleichungen:
0 = zgsinhu + zof coshu, tanhu=—p8 <1,

und durch Umrechnung;:

1 1
coshu = = =7,
V1 — tanh?u \/1—52
b tanh u -0 3
sinhu = = = —fn.
V1 — tanh?u \/1—52

Damit haben wir die LORENTZ-Transformation fiir eine Bewegung ldngs der x;-Achse mit
der Geschwindigkeit v = [c abgeleitet:

B _ ct—v/cx

2 = Al — Bry), ot = ’_1—621’ (a)

;L'/ _ z1 — Bo), {L'/ — z1—vt ’ b

1 v(21 — Bo) 1 Vi-@ (b) (18.13)
Ty = I, T = o (©)

Die inversen Transformationen erhédlt man durch Auflésung des obigen Gleichungssy-
stems, einfacher noch durch Anwendung des Relativitédtsprinzips (Wechsel des Systems
ist gleichbedeutend mit Umkehr der Geschwindigkeit):

Bo—= =B T = x, o
/ /
ct = % (18.14a)
/ !/
o = % (18.14b)
Ty = b, (18.14c¢)
r3 = . (18.14d)



Zusammen mit den Rotationen (siche Sec. bilden LORENTZ-Transformationen eine
Gruppe. Alle physikalischen Groflen transformieren sich geméfl diesen Transformations-
gleichungen.

Das augenscheinlichste Ergebnis dieser neuen Transformationsgleichungen ist, daf3 die
Zeit keine Invariante mehr ist. Als Grenzfall fiir v < ¢ und f < 1 enthalten obige
Gleichungen die GALILEI-Transformationen.

18.3 Folgerungen aus den LORENTZ-Transformation-
en und deren Uberpriifung

Fiir einen Beobachter B in S ist S das ”Ruhesystem” und S’ das "bewegte System”; fiir
einen Beobachter B’ in S’ verhélt es sich gerade umgekehrt. Wir nehmen von den obi-
gen LORENTZ-Transformationen nur die Gleichung fiir die zur Systembewegung parallele
Komponente und die Zeit:

B=lcn, 4=t o

et T s
¥y = vz —ot), (a) 1 =(z] +ot’), (b) (18.15)
¢ = 7(25—%%), (a) t:7<t’+%x'1>. (b) (18.16)

18.3.1 Relativierung des Begriffes der Gleichzeitigkeit

In jedem System werden alle Uhren untereinander synchronisiert. Das kann man Z.B. so
machen: Zur Zeit t = t' = 0 wird vom Ursprung x; = 2, = 0 ein Lichtblitz ausgesendet.
In jedem System befindet sich bei jeder Uhr ein Spiegel, der den Lichtblitz zum Ursprung
reflektiert. Die Hélfte der ganzen Laufzeit ist dann die Zeit, die die Uhr in dem Moment
anzeigen muf, als bei ihr der Lichtblitz eingetroffen ist.

B’ stellt fest, dafl zwei Ereignisse an verschiedenen Orten seines Systems gleichzeitig
eingetreten sind:

(Igaxll)z‘l = (070)7
(x(wx/l)B = (O7a/>

Um festzustellen, dass diese sich in zwei unterschiedlichen Punkten eintretenden Ereig-
nissen muss Information iibertragen werden. Z.B. kénnen diese Ereignisse durch das Auf-
blitzen von Lichtern signalisiert werden, und diese Lichtblitze treffen bei dem in x} = a’/2
befindlichen Beobachter B’ gleichzeitig ein.

Gemaf Gln. b und b gilt dann fiir den Beobachter B in S:

(xo,z1)a = (0,0),
(vo,m1)p = ~(Bd,d).
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Dem Beobachter B erscheinen die beiden Ereignisse also nicht gleichzeitig. Wenn, umge-
kehrt, B zwei Ereignisse an verschiedenen Orten gleichzeitig erscheinen, so sind diese fiir
B’ nicht gleichzeitig. Gleichzeitigkeit ist also ein Begriff, der jeweils nur in einem System
Sinn hat, und ist somit keine Invariante der Transformationsgruppe.

18.3.2 Zeitdilatation

Wir betrachten zwei Ereignisse, die im Ursprung von S’ (2} = 0) zu den Zeiten ¢’ = 0 und
t" = At stattfinden (etwa Ablesen einer Uhr, die sich im Ursprung befindet). B’ mift:

(1'6,33/1),4 = (0,0),
(I:J?x/l)B = (CAt/7O)'

B in S hingegen mifit fiir die beiden Ereignisse:

(330,33'1)A = (070)7
(zo,71)p = Y(cAt',vAY).

Dafl B fiir die beiden Ereignisse verschiedene Ortskoordinaten mifit, ist aufgrund des
Bewegungszustandes von S leicht einsichtig. Dafl B jedoch fiir den Zeitunterschied die von
At' verschiedene Zeitspanne yAt' mifit, ist ein vom klassischen Standpunkt abweichendes
Resultat. Da v > 1 ist, ist At > At’. Man sagt daher auch: "Bewegte Uhren gehen
langsamer”. Genau dasselbe stellt B’ fiir eine in S ruhende Uhr fest; sie ist fiir B’ eine
bewegte Uhr und scheint ihm langsamer zu gehen. Wir schreiben dies in der folgenden
Form, weisen aber darauf hin, dafl diese Beziehung mit grosser Vorsicht anzuwenden
ist; eigentlich sollte man fiir Zeitumrechnungen immer Gleichung wie in den LORENTZ-
Transformationen benutzen.

Atyun. = 7 Apon, (18.17)

Operationelle Beobachtung der Zeitdilatation

Beobachter B hat in seinem System langs der x1-Achse an allen Orten Uhren aufgestellt
und synchronisiert (in seinem System ist ja der Begriff der Gleichzeitigkeit sinnvoll). Die
Uhren des Systems S’ (dort ruhend) fliegen an denen des Systems S vorbei und werden mit
den jeweils gegeniiberliegenden Uhren von S verglichen. Dies ergibt zu den Zeitpunkten
t =0 bzw. t = At, die in Abb. dargestellte Situation. Fiir einen Uhrenvergleich zum
Nachweis der Zeitdilatation benétigt man mindestens 3 Uhren (z.B. in S” in 2}, = 0; in S
in z; =0 und z; = {).

Experimenteller Nachweis der Zeitdilatation an Myonen

Myonen entstehen beim radioaktiven Zerfall des Pions (m-Mesons). Das Myon konnte als
ein schweres Elektron bezeichnet werden (m,, = 206 m,, muc2 = 106 MeV, mit m, der
Elektronenmasse.); es hat einen radioaktiven Zerfall mit einer Lebensdauer von 2.2 pus:

oo o e F+ Uty N, = Noe_%- (18-18)E
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Abbildung 18.2: Zeitanzeigen der Uhren in verschiedenen bewegten Systemen
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Abbildung 18.3: Myonen in der Atmosphére E

(u~ symbolisiert ein negativ geladenes Myon, e~ ein Elektron, 7, ein Antineutrino und
v, ein p-Neutrino.) Das Pion wird mittels einer Kernreaktion erzeugt:

p+Kern;y — 7% + p+ Kerny;

n~ — pu 4+, (sehr schneller radioaktiver Zerfall).

(p symbolisiert hier ein Proton.) Myonen werden von einfallenden Teilchen der kosmi-
schen Hohenstrahlung iiber die obige Pionenreaktion erzeugt und fliegen mit anndhernd
Lichtgeschwindigkeit weiter und kénnen daher in 79 = 2.2 us héchstens eine Strecke von
660 m zuriicklegen. Man kann die Myonen aber noch in Meereshohe, also nach einem
Flugweg von 6 - 10 km, nachweisen. Die aus der LORENTZ-Transformation folgende Zeit-
dilatation erklart diese Erscheinung.

Wenn ein Myon mit § = 0.995, d.h. v ~ 10, fliegt, dann mifit man von der Erde
aus anstelle von 7 = 2.2 pus die ldngere mittlere Lebensdauer von 7y = y7) = 22 us.
Diese Zeit reicht aus, um eine Strecke von 6 km zuriickzulegen. Dieser Effekt wurde bei
Beobachtungen genau untersucht. Wegen des statistischen Charakters des Zerfallsgesetzes
ist dieses Experiment nicht so einfach durchzufithren, wie in Abb. schematisiert
dargestellt wurde. Es wurden die Myonenzahlen in verschiedenen Hohen registriert und
daraus die Lebensdauer deduziert Pl

Zwillingsparadoxon, Uhrenparadoxon

Zwei Uhren, eine fliegt im Raumschiff mit, die andere bleibt auf der Erde. (Von der
Wirkung des Gravitationsfeldes auf die Uhr, die im Rahmen der allgemeinen Relativitéts-

Zsiehe J. H. SMITH, Theory of Relativity (Benjamin 1965), §3.5).
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theorie behandelt werden kann, wird abgesehen.) Das Raumschiff beschleunigt bis nahe an
c und fliegt gleichférmig bis zu einem die Strecke ¢ T, = dg,q. entfernten Himmelskorper,
kehrt dort um und fliegt gleichférmig wieder zuriick. Ein Beobachter, der am Startpunkt
der Rakete in Ruhe zuriickbleibt, mifit folgende Flugzeit:

TLC TL

Torge = — + -+ = 5 + .-+ (Effekte der Beschleunigung)
v

bis zum Eintreffen des Raumschiffes am Zielpunkt. Ein Beobachter im fliegenden Raum-
schiff liest von seiner Uhr die Zeit (= Eigenzeit)

Terae T
T, = ~rde _ L

gl ole)
ab. Da « > 1 ist, scheint fiir ihn die Zeit langsamer vergangen zu sein. Wenn der Raum-
fahrer zuriickkehrt, wird er weniger gealtert sein, als sein auf der Erde zuriickgebliebener
Zwillingsbruder (von Wirkungen des Gravitationsfeldes abgesehen). Ein Beispiel:

Erde — o-Centauri: 71} = 4.5 Jahre.

Annahme: =09 — y=1/4/1—52=1/0.435

T
Ty =% =0435-1.11- T}, = 0.4857T}.
B
Im System des Raumfahrers zeigt die Uhr also nur etwa halb so viel Zeit, wie das Licht
zur Bewiéltigung dieser Strecke braucht.

Terde = I =1.117T%.
g
Fiir den auf der Erde verbliebenen Zwillingsbruder vergeht also wéahrenddessen die 1.11-
fache Zeit, die das Licht braucht, um von a-Centauri zur Erde zu gelangen.
Die Anwendung der Speziellen Relativitdtstheorie ist in diesem Falle eigentlich nicht
gerechtfertigt, da Beschleunigungen auftreten. Die Behandlung obigen Vorganges nach
der Allgemeinen Relativitatstheorie fithrt jedoch zum selben Ergebnisﬂ

Das g-2-Experiment am Myonspeicherring bei CERN E

Die Zeitdilatation kann auch beim g-2 Experiment im Myonenspeicherring beobachtet
werden. Das Myon hat ein magnetisches Moment o g; dieses prizediert im Magnetfeld
des Speicherringes (siehe Abb. ) Die Prézessionsgeschwindigkeit gestattet es, die
Grofle von g und damit des magnetischen Moments zu bestimmen. Die Prézession kann
beobachtet werden, weil die Emission der Elektronen bzw. Positronen e beim Zerfall des
Myons

W = e + U+, u+ — 6+—{—Ve—|—l7u.

eine Vorzugsrichtung in Richtung des magnetischen Momentes hat. Die emittierten Elek-
tronen bzw. Positronen werden mit Zahlern registriert. Aus der Abnahme der Zahlrate
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Abbildung 18.4: Minkowski Diagramm fiir die Reise des zweiten Zwillings im Referenz-
system des ersten (ruhenden) Zwillings. Es erkldrt die Asymmetrie zwischen den auf der
Erde bleibenden und den reisenden Zwillings. E
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Abbildung 18.5: Der Myon-Speicherring (links). Zahlrate der Elektronen bzw. Positronen
(rechts) E

kann die mittlere Lebensdauer der Myonen nach dem Zerfallsgesetz bestimmt
werden, aus der 'Modulation’ der e-Potenz das gesuchte g-2 (siehe Abb. [18.5p). Dieses
Problem wire streng genommen auch nicht nach der speziellen Relativitédtstheorie 16sbar.
Wir setzen in der LORENTZ-Transformation v gleich der Tangentialgeschwindigkeit der
umlaufenden Myonen. Fiir v = 12.1 ergibt sich theoretisch eine vom Laborsystem (der
Erde) aus gemessene Lebensdauer von ¢ty = ym9 = 12.1 X 2.2 us = 26.72 us. Gemessen
wurde ein Wert von 26.15 us. Eine kleine Diskrepanz aufgrund von Mefifehlern.

18.3.3 LoORENTZ-Kontraktion

In S” rubt ein Stab der Lénge £, d.h. ein Beobachter in S’ beschreibt die Endpunkte A
und B des Stabes mit den Koordinaten:

iy =0 und 25 =14,
Ein Beobachter B in S mifit zur Zeit ¢t = 0 fiir die beiden Endpunkte die Koordinaten

/ 6/
Tia = 114 =0 und x5 =-2.
gl 8

B sagt, der Mafistab habe eine Linge ¢y = ([ /7, sei also aufgrund der Bewegung verkiirzt

(LorENTZ-Kontraktion)
g/
=2 = /1= F < £ (18.19)

Bei ausgedehnten Korpern mufl man zusétzlich beachten, daf§ die von vom Beobachter
weiter entfernten Punkten des Korpers ausgehenden Lichtstrahlen erst spéter eintreffen als
die von néher gelegenen Teilen. Dadurch wiirde ein solcher Korper verzerrt bzw. verdreht
erscheinen.

3siehe M. BORN Die Relativitétstheorie Einsteins (Heidelberger Taschenbuch).
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18.3.4 Additionstheorem der Geschwindigkeiten

Ein System S’ bewege sich mit Geschwindigkeit v < ¢ relativ zu S. Ein Objekt O bewege
sich mit Geschwindigkeit v < crelativ zu S’. Dann ist die Summe u+v und kann im Prinzip
groffer als ¢ sein. Da aber auch O die Grenzgeschwindigkeit ¢ nicht iiberschreiten kann,
kann die obige Addition der Geschwindigkeiten nicht richtig sein. Tatsédchlich liegt ein
Trugschluf} vor; dieser wird nur vermieden, wenn man bei jedem Wert der Geschwindigkeit
die Zeit des betreffenden Systems benutzt.

Das System S’ und das Objekt O, bewegen sich in z-Richtung:

e S relativ zu S mit Geschwindigkeit v;
e O in S mit Geschwindigkeit u, also seine Raumkoordinate ist =} = u/c x;

° Sei w die Geschwindigkeit von O im System S (zur Vereinfachung benutzen wir
zundchst Einheiten mit ¢ = 1):

ry () Foxg)  uxy+ovxy  u4wv
w = — = = = .
ro  y(zh+ovr)) ozl H+vuxy 14 wuv

Damit lautet das Additionstheorem fiir die (gleichgerichteten) Geschwindigkeitenﬁ

u—+v
= . 18.20
YTy (18.20)

Es gilt also nicht mehr das vektorielle Addieren von Geschwindigkeiten wie in der klassi-

schen Mechanik. Auch folgt daraus, dafl die resultierende Geschwindigkeit immer kleiner

1.80

ist als ¢, wenn nur v und v kleiner als ¢ sind. (Z.B.:u=v=09¢c = w=qy5c<c)

Eine experimentelle Uberpriifung des obigen Additionstheorems ergibt sich aus dem
Fi1zeauschen Mitfiihrungsversuch:

® -

Eine Fliissigkeit mit Brechungsindex n fliefit mit Geschwindigkeit v. In der ruhenden
Fliissigkeit ist die Lichtgeschwindigkeit u = ¢/n. Die Lichtgeschwindigkeit im Labor (bei
flieBendem Wasser) betrigt’}

we Ut <v+1> (1—%4—0(1}2))zg—i—v(l—%)—l—O(?}/c)Q

n

in Ubereinstimmung mit dem Experiment.

4 Aus Dimensionsiiberlegungen kann man leicht Einheiten mit ¢ # 1 wiedereinfiihren.
5die Rechnung wird zunsichst in Einheiten mit ¢ = 1 durchgefiihrt. Einheiten mit ¢ # 1 werden in das
Endergebnis wiedereingefiihrt.
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18.4 Das vierdimensionale Raum-Zeit-Kontinuum

E

Das Ziel dieses Abschnittes wird es sein, einen Formalismus zu entwickeln, mit dessen
Hilfe die Gesetze der Physik auf eine Weise geschrieben werden kénnen, die ihre Invarianz
gegen die Lorentz-Transformationen (LT) evident macht. Der erste Schritt fiithrt dabei
iiber die Einfithrung der Viererschreibweise.

Ko- und kovariante Tensoren
Seien ct, x, y und z Koordinaten im Minkowski-Raum. Man definiert E]

z, = (vo,21,22,23) = (ct,x,y,2) = (ct,1), uw=0,1,2,3

= ('xovxlaanxS) = (Cta -, _yv_z) = (Cta —I‘) (1821)

als kovariante (x,) bzw. kontravariante (z*) Vierervektoren. Per Konvention steht ein
griechischer Index fiir 0...3, ein lateinischer fiir 1...3. Die Einstein-Konvention, wie wir sie
bisher verwendeten, wird nun eingeschriankt: summiert wird nur noch iiber gleichnamige
Indizien, wenn sie auf verschiedenen Ebenen stehen, d.h.

3

3
TS . 2 i i
xmu—g atx, = s, a:xi—g 'y .
i=1

pu=0

Die Beschaffenheit, d.h. die Geometrie eines Raumes ist durch seine Metrik und damit
durch sein Linienelement eindeutig festgelegt. Es gilt

ds® = g, dz"dz" . (18.22)5

Metrischer Tensor
Im euklidischen vierdimensionalen Raum lautet die Metrik

1 000
B 0100
Iw="1o0010|"
0001
Im Minkowski-Raum hat man dagegen

1 0 0 0
0 -1 0 O
0 0 0 -1

Mit dieser Metrik ist es moglich, Indizes zu heben bzw. zu senken und damit kontrava-
riante in kovariante Vektoren zu verwandeln und umgekehrt. Es gilt

SWARNUNG: Die Vorzeichen in den (18.21)) (und auch unten z.B. in (18.24)),(18.30) und andere),

sowie die Bezeichnung kontra- vs kovariant sind im vergleich zur Standardkonvention und zu friitheren
Skripten vertauscht. Der Grund ist dass wir mit dem Rest der Vorlesung konsistent bleiben méchten und
z.B. 3 = z und nicht 3 = —z haben wollen.
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v v
Ty = G und = g™z, ,

wobei g die zu g, inverse Metrik darstellt. Es gilt ¢ = g,,, und

0 pu+#A
v . SH

Transformationseigenschaften

Wie transformieren sich nun allgemeine Vektoren beim Ubergang in ein anderes Koor-
dinatensystem? Was macht iiberhaupt einen kontravarianten Vektor aus? Man betrachte
beliebige ko- bzw. kontravarianten Vierervektoren

A,u - <A07A17A27A3>
AP = (Ao —Ay,— Ay —Ay) (18.24)
Man kann auch kompakter schreiben
AH - <A07 A)
Ah = (Ag —A) . (18.25)

Es sei ein Vektorfeld A, in den Koordinatensystem mit Koordinaten z,, gegeben. Durch
eine LT werde nun der Ubergang zu neuen Koordinaten ;, vermittelt. Die kontra- bzw.
kovariante Eigenschaft eines Vektors ist nun durch sein Transformationsverhalten in das
neue System festgelegt:

a /
kovarianter Vektoren — A) = ( 82“ ) A, (18.26)E

transformieren wie die Koordinaten (diejenige ,,ohne Minus Zeichen® in ([18.21))): diese
Form gilt offensichtlich wenn A, = z,,.

da
Kontravarianter Vektoren ~— B'* = ( ; ) BY (18.27)E
./L-V

transformieren wie , kontra“-Koordinaten (diejenige ,,mit Minus Zeichen® in ((18.21))).

Invarianz des Skalarproduktes

Eine zentrale Forderung dieses Formalismus soll die Invarianz des Skalarproduktes B* A,
gegen LT sein. Die Motivation fiir diese Forderung ist offensichtlich: Minkowski- Abstédnde
sollen unabhéngig vom Koordinatensystem sein. Das gibt also:

m 8 /
A

(die Stellung der Indizes am Kroneckersymbol wird spéter noch klar). Das fithrt zu

8x’ua_g;L 50
(9x” 81’)\ v
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was nach den Kettenregel gilt wenn

ox'" Oz,

= . 18.2
oxv 83:;L (18 S)E

Das legt die Beziehung zwischen den obigen ko- und kontra-varianten Transformationen
(18.26) und ([18.27)) fest.
Hinweis: Den Skalarprodukt kann man kompakt mit Hilfe des Formalismus ({18.25)) durchfiihren:

B, A = (By,B) - (Ay,—A) = ByAdg —B- A (18.29)

Dieser Skalarprodukt ist invariant unter Lorentz transformationen

Transformation von Ableitungen
Den néchsten Schritt bildet die Untersuchung des Transformationsverhaltens von Ablei-
tungen. Nach der Kettenregel gilt

o 0w 9 0x,

ozt Oz dxv  Ox, Oxv

wo wir ([18.28) verwendet haben. Aus (|18.27)) kann man also folgende allgemeine Regel
aufstellen:

Die Ableitungen nach kontra/ko-varianten Koordiaten transformie-
ren sich wie ko/kontra-variante Vektoren.

Fiir die Formulierung von Ableitungen hat sich in der SRT eine abkiirzende Schreibweise
durchgesetzt:

0, = ;2= (%,-V), mit -V = (G % %) 50l
— 0 o) : o B o .
(9# = ﬁ = <a—zO7V) s mit V = (3_ 6_2’8_:133) .
Wellengleichung
Nun ist es moglich, die Viererdivergenz zu definieren:
0Ay 0A;  0Ay 0A;3 10Ag
0, A" = = -——+V-A. 18.31
K 8m0 + <8x1 + (91'2 + axg c Ot + ( )
Oder dhnlich wie in ([18.29)):
0, A" =(0y,—V)-(Ag,—A) =0hAs+ V- A. (18.32)

Durch zweimalige Anwendung dieses Operators bekommt man eine elegante Schreib-
weise fiir den d’Alembert-Operator:

02 , 19 _,
=0 ==V T GV

Damit ist die Wellengleichung Lorentz-invariant.
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Raum- und zeitartige Abstéinde
Ereignisse x(¢) werden durch Vektoren im Minkowski-Raum beschrieben. Zwei Ereignisse

Ty = (l’g,xl,xz,l’g), Yu = (?/0;%;1/2793)

nennt man raum- bzw./zeitartig wenn sie sich durch ein Signal nicht-/verbinden lassen,

also
<0: raumartig

B — =
(z y*) (= yu) { >0: zeitartig

Zwei ‘gleichzeitige’ Ereignisse (im Laborsystem) mit zo = yo sind also raumartig. Wegen
der Invarianz des Skalarproduktes ist die Raum- bzw. die Zeitartigkeit unabhéngig vom
Bezugssystem (nicht jedoch die ‘Gleichzeitigkeit’).

Die Vierergeschwindigkeit

Aufgrund der Zeitdilatation ist es nicht so einfach, einen Ausdruck fiir eine Geschwin-
digkeit hinzuschreiben - nach welcher Zeit soll die Bahnlinie abgeleitet werden? Von
besonderer Bedeutung ist hier der Begriff der Eigenzeit. Sie bezeichnet die Zeit 7, die eine
Uhr anzeigt, die mit dem bewegten Korper fest verbunden ist, d.h. mit ihm bewegt wird.
Bennent man mit ¢ die Zeit im Ruhesystem des Beobachters, dann gilt dr = dt\/1 — (2
(mit 5 =wv/c), also

1 ds?
dr = dif(1- 6 = - [(c dt)? — dz? — dy? — sz] - =, (18.33)
und damit ist die Eigenzeit invariant unter LT, genau wie das Lorentz-invariante Lini-
enelement ds. Man hat also eine Zeit, welche zur Definition eines Geschwindigkeitbegriffes

geeignet ist. Somit definiert man die Vierergeschwindigkeit u,, als

~dzy, B 1
U =" | Uy = ﬁ(ca V),
also
d(ct) c dx dt 1 :
= = = = e, e 18.34)
YTy T Ao YT war T T aop O (18.34)
Es ist dann )
1 ds
po_ 2 2 2 o] _ (G5 _ 2
Uy e [c v, — v, vz} (dT) . (18.35)E

Die Viererbeschleunigung
Analog zur Vierergeschwindigkeit definiert man die Viererbeschleunigung

b -_%_dzx”
B odr dr2
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new5.17

Zwischen Vierergeschwindigkeit und -beschleunigung besteht ein besonderer Zusammen-

hang. Es ist ndmlich nach ((18.35))

d du du*
0 = E(uuu“) = d_:uﬂ + UMF: buuﬂ + uub,u — 2uubu’

=2

also b_Lu beziiglich der Minkowski-Metrik.
Aus ([18.35)) ist der Vektor der Vierergeschwindigkeit immer zeitartig. Hingegen ist im
Ruhesystem des Teilchens (5 = 0)

d d 1 -b
by = o _ _ _Bb 4

dr ar1—p  (1-p2)pP

also ist b, ein raumartiger Vektor.

18.5 Lorentz-Transformation im Viererraum: Rota-
tion und Boosts :

Im letzten Abschnitt wurde der Ubergang zu den Koordinaten eines neuen Inertialsy-
stems z'# vollzogen. Wie findet man aber die /¥, wenn man die Relativgeschwindigkeit
der Koordinatensysteme kennt? Die allgemeinste lineare Transformation in ein anderes
Koordinatensystem wird durch

" = L ¥
vermittelt. Aquivalent haben wir
z, = LS &, |,
WO
L, = guag”" L% (18.36)

Wir suchen die Bedingungen, denen L*, geniigt. Wegen der Invarianz des Minkowski-
Abstandes unter LT ist

32 — S,2=glwl‘/“£(}/y — gWL“pL”prxa _ gpaxpxa7
also
Gpo = Gl LY, oo = (L) g LY, | (18.37)

Hier erkennt man deutlich die Ahnlichkeit zu orthogonalen Transformationen. Weiterhin
gilt

_ T _
detg = dicL detg detL = detlL = +1.
=-1 =detL
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Man nennt Tranformationen mit

| +1 eigentliche LT
detl, = { —1 uneigentliche LT .

Wir untersuchen im folgenden zwei konkrete Beispiele fiir L*.

Rotationen
Man setzt L) =1, LY = L} = 0:

b
L, = R

A
SO O

Die Untermatrix R beschreibt dabei eine Rotation, also eine orthogonale Transformation
im euklidischen 3d-Unterraum. Wie gewohnt redet man bei

{ detL =detR =1 } { eigentlichen
von

detl, = —1 uneigentlichen } Rotationen.

Boosts

Die durch L,/ vermittelte Transformation soll in ein mit der Geschwindigkeit v z.B. in
x-Richtung bewegtes Inertialsystem fithren. Laut den Gleichungen der LT ist (fiir 3 in
1-Richtung)

/ To — Bxl / r1 — ﬁxo / / E
Ty = —F/—, T = —, Ty = Xo, To = X3, 18.38
0 m 1 \/1_762 2 2 3 3 ( )
was zu ) 5
SiE i 0 0
— L_ 0 0 :
LMV — \/1_62 \/1_52 (1839)
0 0 10
0 0 01
fithrt. Fiir kontravariante Ortsvektoren lautet das Transformationsgesetz
= LMoY, mit Lt = g“”Lp”\gM ,
was zu ) 5
0 0
V1-82 /1-p2
g L_ 0 0 :
L“V = \/1_52 \/1_52 , (18.40)5
0 0 10
0 0 01
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fithrt. Drei Rotationen um und drei Boots entlang der Raumachsen ergeben sechs un-
abhéngige Parameter fiir die eindeutige Bestimmung einer LT. Man sieht das auch auf
eine alternative Weise ein. Die 16 Transformationsgleichungen

g/U/ = gPULpMLUV

sind nicht alle unabhénging. Wegen der Symmetrie von g,,, hat man nur zehn unabhéngige
Gleichungen und damit sechs freie Parameter.

Gruppeneigenschaften
Einige weitere Eigenschaften der LT sind die folgenden:

1.) Die LT bilden eine Gruppe
Bei der Hintereinanderausfithrung zweier LT ergibt sich wieder eine L'T. Diese Grup-
pe ist aber nicht kommutativ, da es sich ja um Matrix-Multiplikationen handelt.
Die néchsten beiden Eigenschaften sind Folgen dieser Gruppen-Eigenschaft.

2.) Die Identitdt ist eine LT
Das ist klar, da sich ein Boost fiir f = 0 in die Identitédt verwandelt.

3.) Zu jeder LT existiert eine Inverse
Die Hintereinanderausfithrung einer LT und ihrer Inversen fiihrt also zur Identitét.
Man kann die Inverse direkt angeben. Wie oben gezeigt, gilt

gl“’ = gpo-Lp“LUV .

Damit ist
&, = Mg = gVgel’, L, = L L, .
A
::Lp

Die gesuchte (Inverse)” von L7, ist also L}

18.6 Relativistische Formulierung der Elektrodyna-
mik

Gauf}’sche cgs-System

Fiir die relativistische Formulierung ist es vorteilhaft, nicht das bisher beniitzte MKSA-
System fiir die elektromagnetischen Einheiten zu beniitzen, sondern das Gauf’sche cgs-
System. Dazu ersetzt man in den SI-Gleichungen

B—-B/c A—Ajc (18.41)
4A7j

fo €2

p — Amegp J— 4meg) =

Dann haben die Maxwell-Gleichungen im Gauf’schen cgs-System (im Vakuum) die
Form:

V-E = 4mp V-B =0

VxB = 4j4+ 198 VxE+18 — 0.

(18.42)
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Die Lorentz-Kraft lautet im Gauf3’schen cgs-System:

1
K — q<E+—v><B>. (18.43)
c
Aus den Potentialen A und ¢ gewinnt man die physikalischen Felder im cgs-System via
10A
B=VxA E=——-V 18.44
X ) c at ¢ Y ( )
die Lorenz-Fichung hat die Form
10 :
V- A+-—¢p =0. 18.45):
* c Ot ( )

18.7 Strome, Dichten, Potentiale

Der in den letzten Abschnitten entwickelte Formalismus stellt eine extrem leistungsfihige
Methode zur Formulierung der Elektrodynamik dar. Im folgenden werden die Gleichungen
der Elektrodynamik so geschrieben, dass sie unter LT forminvariant bleiben.

1.) Die Kontinuititsgleichung
Die Viererdivergenz ([18.31)) legt einen Zusammenhang mit der Kontinuitétsglei-
chung nahe. Nehmen wir zunichst an, dass der Vierervektor

ju = (Cpaj)

lautet, so wird die Kontinuitédtsgleichung einfach zu

8", = 0|, (18.46)

Da dies einen Skalar darstellt, ist die Gleichung Lorentz-invariant. []

Diese Eigenschaft ist von nun an fiir jede physikalische Gleichung zu fordern. Die
Frage ist hier speziell, ob j,, wirklich ein Vierervektor ist. Dazu muss sich seine nullte
Komponente cp als zeitartige Variable transformieren. Die im Volumenelement d3x
eingeschlossene Ladung ist pd®z. Das Minkowski-Volumenelement d*x transformiert
sich auf folgende Weise:

O(x, 71, x5, 73)

Ay = ‘

dz = d'z |
\8(9507371,56'2,953)

>

=|detr|=1

also ist d*z eine Lorentz-Invariante. Andererseits ist wegen der Invarianz der elek-
trischen Ladung
pd*r = pdx . (18.47)

Damit ist gezeigt, dass p eine zeitartige Variable ist: Sie transformiert wie dxy.

"Man unterscheide zwischen Lorentz-Invarianz als Forminvarianz unter LT (das ist das eigentliche Ziel

der Lorentz-invarianten, auch kovarianten genannt, Formulierung) und Lorentz-Invariante oder Lorentz-
Skalare Grofien, die ihren Wert unter LT beibehalten, so wie die linke Seite von ([18.46[). Hier ist das
beides aufgrund der skalaren Eigenschaft von 0% j,, der Fall.
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2.) Das Viererpotential und die Lorenz-Eichung
Die Lorenz-Eichbedingung lautet

10
A+ -—¢ = 0.
v * c ot
Mit der Definition des Viererpotentials
A, = (¢, A) (18.48)
wird dies zu _
DA, =,A" = 0. (18.49):

Auch das ist als Skalar wieder invariant unter LT. Das gilt offensichtlich nicht fiir
die Coulomb-Eichung V - A = 0.

3.) Vektor- und Skalarpotential in Lorenz-Eichung
Die Feldgleichungen fiir die Potentiale ¢ und A koénnen nun kompakt hingeschrieben
werden. Sie lauten zusammen einfach

4
OA4, = 5. 1. (18.50)

= —J
I3 c

18.8 E und B Felder und die Maxwell-Gleichungen

Mit 9, = (%%, — ) ergibt sich fiir die x-Komponenten der Felder
E, =—12_ %0 — _(9hA; — 01 A)
B — 0A. _ 94 _ (18.51)
=5 T o = —(0a A3z — 03A3)

Gl. (18.51]) legen die Einfithrung des antisymmetrischen Feldstdirkentensor nahe:
F, = 8,A,—0,A,. (18.52):

Seine Komponenten erhélt man durch Aufteilung in zeitlichen (0) und rédumlichen (i =
1,2, 3) Indizes:

Fo = 0;A0 — 0hA; =F;

E,j = @AJ — GJAZ = €ijk (—V X A)k = —€ijk Bk . (1853)
Dies, zusammen mit der Antisymmetriebedingung F),, = —F, ,, bestimmt F’ vollsténdig.
In Matrix Form haben wir also:
0 -E, -E, —FE,
B E, 0 —-B. By
F., = E, B. 0 —-B, (18.54)
E. -B, B, 0
Seine kontravariante Form erhélt man durch
Fiv = g"Fg™ (18.55)
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Wir konnen also (|18.53)), sowie die Tatsache benutzen, dass jeder rdumlicher Index ein
minus Zeichen erhélt. Das ergibt:

FiY = —F;
- E 18.56
Fl’j = _Eijk Bk . ( )
In Matrix Form:
0O E, FE, E,
) 0 —B B
o= " - Y . 18.57
-FE, B, 0 —B, ( )
-F, -B, B, 0
Aus diesem gewinnt man den sogenannten dualen Feldstarketensor F,,, iiber
0 -B, —-B, —B,
o 1 Ap Ba: 0 Ez _Ey
Fu = Ee,w,\pF = B, —E. 0 E . (18.58)

B. E, —-E, 0

Analog zum dreidimensionalen Fall ist hier der Ricci tensor €,,,, vollsténdig bestimmt
durch die Definition

€123 = 1 und €,,), ist total antisymmetrisch (18.59)

Man sieht, dass man von F},, direkt nach F,, gelangt, wenn man B fiir E und —E fiir
B einsetzt.  Mit diesen Definitionen kénnen die Maxwell-Gleichungen duflerst kompakt
aufgeschrieben werden. Wir trennen in inhomogene und homogene Gleichungen.

1.) Die inhomogenen Gleichungen
Sie lauten unter Verwendung des Feldstérketensors einfach

1
PE, = T4, (18.60)
C

Beweis: Wir benutzen ((18.53) und setzen ¢ = 1: Wie oben wird die GIl. (18.60]) in

seinen raumlichen und seinen zeitlichen Komponenten unterteilt. Die ersteren liefern
4§ = O°Foy + 0'Fy = 0,(—E;) — 0'€tim B = (V x B — 0, E); , (18.61)
also das Ampersche Gesetz Die zeitliche Komponente liefert
4t p=0"Fyy+0'Fyo=V -E . (18.62)
Gl. ist konsistent mit der Definition , in der Tat:
oMF,, = 0"o,A, —0,0"A, . (18.63)

Der zweite Term verschwindet in der Lorenz-Eichung ([18.49), wéahrend der erste
Term gleich ((18.50)) ist. Das bestétigt Gl. (18.60)).
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Beide Seiten von (|18.60]) haben ein freies Index, also transformieren wie ein Vierer-
vektor unter einer Lorentz-Transformation. Also gilt in jedem anderen Inertialsystem

K’ die Gleichung

4
OF, = —j,.

Aus (|18.60]) sieht man also, dass die inhomogene Maxwell-Gleichungen Lorentz-
inwvariant sind.

2.) Die homogenen Gleichungen
Sie haben die Form

HF, = 0], (18.64)

wobei F,,, hier der duale Feldstérketensor ist. Wie sich zeigen lasst, kann man die
homogenen Gleichungen auch mit Hilfe des Feldstérketensors F),, schreiben:

0 F + 0y Fry + O3F = 0. (18.65)

Diese Gleichung heifit auch Jacobi-Identitit (der Beweis erfolgt einfach durch das
Einsetzen der Definition ((18.52).

Da die homogenen Maxwell Gleichungen dquivalent zu den ([18.44)) sind, dann sind
die (|18.65)) automatisch aus der Definition (|18.52]) erfiillt.

Beispielsweise bekommt man dann fiir 4 = 0, v = 1 und A = 2 die z-Komponente
der Induktionsgleichung wieder:
10 0 0 10
— s

195 9 % |18V «E
cotr "o Ty cor- TV

Fir p =1, v =2, und A\ = 3 ergibt sich

0 0 0
B —B —
T+ y+az

9 B.=V-B=0.
ox dy

18.9 Transformation der Felder

Wenn man schon die Elektrodynamik kovariant formuliert, dann stellt sich die Frage,
wie sich elektrische und magnetische Felder bzw. der Feldstdarketensor unter Lorentz-
Transformationen verhalten. Die universelle Transformationsvorschrift fiir Tensoren zwei-
ter Stufe lautet
A
F[w = L,/L/F),.

Das gestrichene System bewege sich mit der Geschwindigkeit v entlang der x-Richtung.
Die zwischen K und K’ vermittelnde Transformation ist ein Boost der Form ([18.39) und
bewirkt, dass im gestrichenen System die Felder folgende Form annehmen:

E, (B, — BB.)//1— 3, B, = (By,+pBE.)//1-/% . (18.66):
E' (E.+ BBy)/\/1 -, B, = (B.—pBE,)//1-p
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Spétestens hier wird klar, dass elektrisches und magnetisches Feld untrennbar verkniipft
sind. Der Feldstarketensor F),,, nicht die getrennten Felder E und B, liefert die relativi-
stisch konsequente Beschreibung des elektromagnetischen Feldes. Die korrekte Verallge-
meinerung von fiir allgemeine Geschwindigkeiten v lautet

—1

B = 7B—72 (B-V)V—1<VXE)
v c
-1

E = 7E—72 <E-V)V+1<VXB>
v c

mit
1

v o= —\/W

Zu beachten ist, dass zu einer Transformation in ein neues Bezugssystem immer auch
eine Transformation der Raumzeit-Koordinaten gehort, denn andere Koordinaten hat der
dortige Beobachter ja nicht zur Verfiigung. In K’ miissen also die Felder als E' = E'(x/,t')
und B’ = B/(x/,t') ausgedriickt werden. In den Formeln ((18.66)) wird diese Tatsache noch
nicht berticksichtigt. Die obigen Formeln machen deutlich, dass beispielsweise ein in einem
bestimmten Inertialsystem rein magnetisches Feld nicht in allen anderen Inertialsystemen
auch rein magnetisch zu sein braucht. Bei der Transformation treten plotzlich elektrische
Feldkomponenten auf!
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Kapitel 19

Relativistische Mechanik
:

Die Newton’schen Bewegungsgleichungen sind invariant unter Galilei- Transformationen,
nicht jedoch unter Lorentz-Transformationen. Das Relativitétsprinzip verlangt daher eine
Modifikation der Newton’schen Gleichungen, und zwar derart, dal bei Geschwindigkeiten
v < ¢ die Newton’schen Gleichungen giiltig bleiben.

19.1 Impuls und Energie

Wir betrachten zunéchst ein freies Teilchen. Seinen Newton’schen Impuls

— mg— 19.1):
P modt (9)

erweitern wir zu einem Vierer-Impuls, dessen Komponenten durch

d i
Py = moﬂ = mou, = &(C,V)Em (c,v) (19.2):

Vi- B

gegeben sind, wobei 7 die Eigenzeit des Teilchens in seinem Ruhsystem ist und u, die
Vierergeschwindigkeit. my is die Ruhemasse, und m = mg/4/1 — 5% die relativistische
Masse

Ruheenergie
Wir entwickeln

mo C2

1 .
= — = 24 - 24 19.3):
cPo 5 moec” + 2mov + ( )

in Potenzen von /32. Im nicht-relativistischem Limes 8 — 0 erkennen wir m,v?/2 als die

kinetische Energie und nennen daher mgc? die Ruheenergie und

& =cp =mdc (19.4)

als die relativistische Gesamtenerige.
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Energie-Impuls Beziehung
Die Lénge eines Vierer-Vektors ist eine Lorentz-Invariante:

&\’ :
(—) —-p’ = pupt = myc, £ = mict+pid |. (19.5):

Bindungsenergien von Atomen und Kernen
Fiir das Deuteron entspricht die Massendifferenz

Am = m,+m, —mgq ~ 3.5-10"%g (19.6)5

einer Energie
g = Amc? ~ 2.2MeV, (19.7):

welche gerade die Bindungsenergie des Deuterons ist. In Atomen ist die Bindungsenergie
um Groflenordnungen geringer: aus

My +me —my ~ 2.4 1072 (19.8)
folgt fiir die Bindungsenergie

en ~ 13.5¢V. (19.9)

Tragheitsgesetz
Das Newton’sche Trégheitsgesetz, wonach

p = const (19.10);
fiir ein freies Teilchen gilt, verallgemeinern wir auf
pu = const; w=0,1,2 3, (19.11)5

fordern also zugleich mit der Erhaltung der rdumlichen Komponenten auch die Konstanz
der 0. Komponente, der Energie.

19.2 Bewegungsgleichungen

In Verallgemeinerung der Newton’schen Kraft-Definition fithren wir im Minkowski-Raum
eine Vierer-Kraft ein durch ihre Komponenten:

dp dp i
K= P (1, K) (19.12)
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Dabei ist d7 im momentanen Ruhsystem des Teilchens als differenzielle Eigenzeit erklért.
Die Raum-Komponenten von ([19.12)) ergeben die relativistische Verallgemeinerung der
Newton’schen Bewegungsgleiehungen:ﬂ

dp ayd i
— =K 19.13):

wobei K z.B. fiir die Lorentz-Kraft (6.24) steht.
Mit ([19.2) kénnen wir auch die Raumkomponenten von ((19.12)) als

V%(m(v)v> = 7%(%7@)‘/) = K (19.14):

schreiben, wobei mg die Ruhemasse und m(v) die relativistische Masse darstellt. Da die
Zeitkomponente py die Energie ist, beschreibt seine Zeitableitung K/~ die Leistung.

Die Gleichung ((19.14)) zeigt, dafl Teilchen der Ruhemasse mgy # 0 die Geschwindigkeit

v = ¢ nicht erreichen kénnen, da wegen
m(v) — oo (19.15)

fiir v — ¢ dazu eine co-grofle Energie notig wire.

19.3 Lorentz-Transformation der Kraft

Da K, die Komponenten eines Vierer-Vektors sind, gilt fiir die Transformation vom mo-
mentanen Ruhsystem ¥ auf ein anderes Inertialsystem Y/ mit der speziellen Transforma-

tion ([18.38]):
Ky — K K, — 8K, i
gy = BoZ O B TR g gk, (19.16)

Vg

Fiir die dreier-Komponente gilt demnach

K| = Ki; f?(' = y(v) (K| — SKo) (19.17)

Lorentz-Kraft
Wir wollen nun priifen, ob die fiir die Praxis &uflerst wichtige Lorentz-Kraft der Forderung
der Kovarianz geniigt, ob also

dp v e i
— =gq(E+—-—xB) = K 19.18):
=~ g(E+ xB) (19.18)

"'Wir benutzen K als die Raumkomponente der Viererkraft, und K die Newton’sche Kraft (119.13]).
Aus (19.12), K = vK.
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in jedem Inertialsystem als Bewegungsgleichung eines Teilchens mit Masse mg, Impuls
mo(v)v benutzt werden darf. Der nicht-relativistische Ausdruck fiir die Leistung ist mit

(19.19)
&~

o = Kv=ygE.v. (19.19):
Wir zeigen jetzt, dass die Gleichungen ([19.18)), (19.19) in der kompakten Vierervektor-
Form geschrieben werden koénnen:

Ao _ o
dar  a

mit dem Feldstérketensor " = g"F,,, (siehe (18.52))).

ist offensichtlich Lorentz-invariant. Es zeigt also, dass die Lorentz-Kraft ,
sowie die entsprechende Energiebalance Lorentz-invariant sind, obwohl es man aus
ihrer Standardform nicht hétte vorhersagen kénnen.

Beweis von (19.20)): Mit Hilfe von (18.56) und ¢ = 1 haben wir fiir y = 0 (zeitliche
Komponente):

¢ — i

d .
V%ZQ%ZUiz—quui:qE'VV- (19.21)
also (19.19). Fiir 4 = ¢ (rAumliche Komponente):
dpz 0 j
VY = 4wt B up=q Foy—q By (19.22)

= qv (Ei+e5 Brvy) =qv (BE4+vxB);,

also die Lorentz-Kraft ((19.18)).

Ergebnis
Wir haben die Grundbegriffe und Grundgleichungen der Newton’schen Mechanik fiir die
relativistische Mechanik erweitert derart, daf3

1.) die Newton’sche Mechanik im Grenzfall v < ¢ enthalten ist,

2.) die modifizierten Grundgleichungen kovariant bzgl. Lorentz-Transformationen sind.

Dabei blieb die Lorentz-Kraft als Bindeglied zwischen Mechanik und Elek-
trodynamik erhalten. Sie findet ihre experimentelle Bestédtigung z.B. im Funktionieren
moderner Teilchenbeschleuniger. Der Zusammenhang zwischen relativistischer Mechanik
und Elektrodynamik ergibt sich zwangslaufig im Rahmen von relativistischen Eichfeld-
theorien mit minimaler Kopplung.
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19.4 TUbersicht Relativitit

Lorentz Skalare, Vierervektoren, Vierertensoren
Vierervektoren:
hy, = (ho,h) = (ho, hy, hy, h,) Kovariant
h* = (ho, —h) = (ho, —hs, —h,, —h,) Kontravariant

1 1
Ausnahme: Vierergradient: 0, = (Eat, —V) ot = (Eat, V)

Einstein-Konvention: Gleiche (griechische) Indizes werden von 0 bis 3 summiert,
wenn sie auf ,, verschiedenen Ebenen“ stehen

Stehen zwei gleiche Indizes auf der gleichen Ebene, hat man ein Fehler gemacht.
Lateinische Indizes i, j, [, - - - beschreiben nur Raumkomponenten 1,2, 3.

Skalarprodukt (Einstein Konvention):

3
hupt = Z hup" = hopo —h -p
pn=0
(Man kann auch so machen: (hg,h) - (po, —p))
Invariant unter Lorentz Transformationen!

Vierertensoren:
v "
F FHw FR

iz
Kontraktion (Einstein Konvention):
pu = Eh” ist ein Kovarianter Vierervektor (und transformiert als solches un-

ter Lorentz Transformationen).

Indizes ,,heben oder senken“ mit Hilfe des metrischen Tensors g*”:
W = g"h,

Fry — g“agVﬂFa,B

Im der speziellen Relativitét (flachen Raum):

0 fiir WF# v

g = 1 fiir p=v=>0 (19.23)
-1 fir p=v=12,3

Spezielle Vierer-vektoren und -Tensoren

Zeit-Ort Vierervektor: z,, = (ct, x)
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Vierergeschwindigkeit: u,, = 5. =7 (c,v). (v=1/y/1-p?)

man hat: v*u, = 2.

Eigenzeit dr = 1\/dzrdx, = /dt? — dx?/c? .

1
Viererdivergenz: 0, = (—Gt, —V)
c

Elektrodynamik
Viererstromdichte: j, = (cp,j)
Viererpotential: A, = (¢, A)

Feldstérkentensor: F), = 0,4, — 9,4,

_| & 0 =B B, | (19.24)

oy

oder auch
Fi,O = FE; E,j = _ﬁijkBk ij = _Fu,u'

Viererimpuls: p, = (£/¢,p) = moy (¢, V)
Gleichungen in Lorentz-Invarianten Form:
Kontinuitatsgleichung: 0 = 0*j, = 0p/0t + V - j
1
Lorenz-Eichung: 0 = 0"A,, = - d¢/0t+ V - A
c

4
Wellengleichung: 0"0,A, = il Ju
c

4
Inhomogene Maxwellgleichungen: 0" F,,, = il Ju
c

Homogene Maxwellgleichungen: 0" F,\ + 0" F, + ONF, w =0
oder: 8%#,,,\,)17)") =0
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e Lorentz-Kraft: % _ 1

T Cc

F,

174
.

Lorentztransformationen

Lorentztransformation von einem inertialen Bezugsystem ¥ in einem anderen Y’ mit
relativen Geschwindigkeit v.

1
Wir fithren ein: B =v/c 7= ——=

V1= p?
4 p;,:, - L#Vpl/
e Invarianz des Skalarproduktes fordert ¢*” = ¢""L /L’

e Geschwindigkeit v in xz-Richtung: v =0 e,

ho=7 (ho—Bhi), By =7 (h—pho),  hhy=hy,  hy=hs, (19.25)

also
Y B~y 0 0
b —B Y 0 0
Ly = 0 0 Lo (19.26)
0 0 0 1

Die inverse Transformation (von ¥’ — X), erhdlt man wie oben (und unten) mit der
Substitution v — —v (B — —pB)

Transformation des E und B-Feldes.

Transformation des Feldstarketensors

F, = L)LSFy, .

e Inertialsystem mit Geschwindigkeit v in z-Richtung:
E, = ~(BE,—BB.), B, = v (B,+pBE.) . (19.27)
E. = v (E.+8B,), Bl = v (B.-BE,)

fiir allgemeine Geschwindigkeit v:

-1
B':7B—,y <B~V>V—2 V><E>
c




Kapitel 20

Relativistische Elektrodynamik
E

20.1 Transformationseigenschaften, das elektrische Feld
einer bewegten Ladung

Um das Verhalten der einzelnen Komponenten von Fj; bei Lorentztransformationen stu-
dieren zu konnen, betrachtet man das Transformationsverhalten des Feldstéarke—Tensorfeldes:

P L = [ELY R (20.1):

Spezialisiert man wieder auf eine Lorentztransformation fiir Geschwindigkeiten parallel
zu einer Achse, so hat L*, die Matrixform und die Auswertung erfolgt einfach
durch Ausrechnen von

F' =LFL"
als Matrixgleichung. Da das Ergebnis antisymmetrisch sein mufl findet man rasch (fiir
Relativbewegungen parallel zur x—Achse):

Ei()=Eir)  Bi() = Bi(r)
By(r') =5 (Balr) = = By(r)) By(x') = (Bolr) + S Ea(r))
E(x') =7 (Bu(x) + = By(x)) B(x') =7 (B(x) = ~Ex(x))

Betrachten wir nun zur Illustration ein im Inertialsystem S ruhendes geladenes Teilchen.
Mifit der Beobachter in S das elektromagnetische Feld des Teilchens, so findet er das
iibliche Coulombfeld r

B = 0, E = QW,
wenn wir annehmen, dafl das Teilchen kein magnetisches Moment hat.

In einem relativ zu S bewegten System S’ ergibt sich dann aber nicht nur ein elek-
trisches sondern auch ein magnetisches Feld. Die klassische Erklarung ist natiirlich, dafl
ein bewegtes geladenenes Teilchen immer einen Strom darstellt, welcher ein Magnetfeld
generiert. Hier folgt diese Tatsache unmittelbar aus dem Transformationsverhalten .
Es wird aber auch das elektrische Feld beeinfluf3t:

X
Ei(r’) = El(r) = QW
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Wir setzen nun b? = 3% + 22 = y/? + 2’2, wobei b den Abstand des Aufpunktes von der
x—Achse angibt. Daraus folgt (wir setzen hier ¢ = 1):

x v (x4 Bt

E\(r) = a3=4 ot ) (20.2)
pon _ Y

Ey(r') = vEs(r)=¢q AT (20.3)

Ey(r') = ~Es(r)=gq = 7 (20.4)

[72 (' + ﬁt’)2 + bQ]

und wir sehen, dafl in allen drei Bezichungen ein Faktor v auftritt.
Wir untersuchen nun die momentane Feldlinienverteilung zum Zeitpunkt ¢ = 0:
i '
E(r) = q,ys (272 + b2 /2]
(1-p)r
q
[z + 62/72]3/2
_ A=A (20.5)
= |

Die Feldlinien sind also wie bei der ruhenden Ladung gerade Linien in radialer (r) Rich-
tung. Wir berechnen nun den Betrag der elektrischen Feldstdrke |E'|:

I _ (1 — 62) ‘I‘l|
™ e
1— B2

pr— 2 .
q|r’|2 [1 — [2sin? 19’] 3/2 (206)

mit sind’ = b/|r/|. Wir sehen, dafi dieser Betrag bei festgehaltenem r’ in der Ebene
senkrecht zur Bewegungsrichtung der Ladung am gréfiten, namlich gleich

1
|I"|2 /1 — 52
ist (also auch grofler als im Fall einer ruhenden Ladung), und in Richtung der Fortbewe-
gung des Teilchens am kleinsten ist (kleiner als fiir 8 = 0):
: / / 1— 6 g
sint =0 — |E|=¢—5—. (20.8)

o2

sind =1 — |E|=¢ (20.7)

Das Coulombfeld ist also senkrecht zur Bewegungsrichtung dilatiert (verstirkt) und in
Bewegungsrichtung kontrahiert (abgeschwécht).

Das Feldlinienbild (der Fluss der Feldlinien pro Flacheneinheit gibt wie iiblich |E| an)

kann man aus dem Feldbild der ruhenden Ladung dadurch finden, indem man dieses Bild
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Abbildung 20.1: Feldlinienbild einer bewegten Ladung, die diinnen Linien entsprechen
dabei dem Feldlinienbild der unbewegten Ladung.

¥

Abbildung 20.2: Zur Konstruktion des Feldlinienbildes einer bewegten Ladung.

in z—Richtung (der Bewegungsrichtung) um /1 — 52 affin staucht. Dazu betrachten wir
eine Kugel und das daraus durch Stauchung in x—Richtung um /1 — 32 hervorgehende
Ellipsoid. Eine Fliche dA senkrecht zur x—Achse erscheint vom Ursprung betrachtet unter
dem Raumwinkel dQ2 = dAcosd/r?. Alle durch diesen Raumwinkel hindurchtretenden
Feldlinien gehen bei der Stauchung in den Raumwinkel d©2’ = dA cosd’/r? iiber, da dA

ja unverdndert bleibt. Es gilt somit:
Q' cosd'r* /v 147
dQ  cosvr? B ax 4B

Da die Zahl der Feldlinien, welche die Flichen r2dQ) und r"2d§2’ durchsetzen gleich ist,
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ergibt sich:
|E'[r?dY = |E[r?dQ
1
= q—2r2dQ = qd{2
r

1d2 1 y?

r2do qﬁ r3
o
= C]F’Y =dq

El =

'y
[72 (' + Bt’)2 + b2

}3/2'

Fiir ¢ = 0 erhalten wir dann:
'y
qh%a + b2]3/2
1— 32
q )
7’2 (1 — 32 sin? 19’)3/2

B =

wie aus (20.6)) zu erwarten war.

Bei Abbremsung eines rasch bewegten Teilchens (oder bei Beschleunigung eines ruhen-
den Teilchens) mufl dann die gestauchte Form des Coulombfeldes in das Feldlinienbild der
ruhenden Ladung (oder umgekehrt) iibergehen. Dieser Prozess kann nur allméhlich erfol-
gen, da sich die Information iiber die Bremsung des Teilchens mit Lichtgeschwindigkeit
in seinem Feld ausbreitet. Es geht dabei eine StoSwelle durch das Coulombfeld hindurch.
Die elektrischen Feldlinien in der Stofiwelle stehen dabei anndhernd senkrecht auf den Ra-
diusvektor und die StoBwelle breitet sich mit Lichtgeschwindigkeit vom Teilchen weg aus.
Falls also ein Teilchen aus relativistischen Geschwindigkeiten heraus abgebremst wird,
entsteht das typische Vorwartsmaximum der Bremsstrahlung.

20.2 Die Bewegung eines geladenen Teilchens in ei-
nem homogenen elektrischen Feld

Ein Teilchen mit der Ladung e wird zum Zeitpunkt ¢ = 0 in das Feld eingebracht und im
Feld beschleunigt. Es gilt also die Anfangsbedingung:

t=0: E=(0,0E), r=(0,0,2) =(0,0,0),
v = (0,0,%) = (0,0,0).

Fiir den Impuls des Teilchens gilt (vom Beobachter im Inertialsystem des homogenen
elektrischen Feldes aus gesehen):

mo

P
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oder

—_— = = = € .
ait® " a1
Damit gilt folgende Differentialgleichung;:
di Mt ) g
PA\Y1- ey
mit der Losung _
0% _cEt+ A

L= (2/0)?
Aufgrund der Anfangsbedingungen gilt noch A = 0. Wir rechnen weiter:
maz?
L—(2/0)?
mg (2%/¢) ¢
1—22/c?

B2 _ (ekEct 2
1—62  \mye?

B eBct\?
— g 7

ZﬁSL
L+ (Ga)

— (eEt)?

= (eEct)?

mit & = moc? der Ruhenergie. Also gilt

2

und man erkennt, dafl das Teilchen erst fiir t = oo Lichtgeschwindigkeit (5 = 1) erreichen
kann.

Es folgt weiter:
dz c

—:BC:
dt 2
1+ (5)

oder
cdt

1 + (egoct)2’

woraus die z(t) Bahnkurve des Teilchens bestimmt werden kann. Wir substituieren:

dz =

eEct
hy =
sinhu g
coshudu = cbedi
&o
P & coshudu

eF coshu/sinhu
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oder

z = B+50 /dusinhu

eF
&o eEct\?
= B4+ —4/1 .
T ek * ( & >

Aus der Anfangsbedingung t = 0,z = 0 folgt schlieflich B = —&y/eF und wir erhalten

die Bahnkurve:
&o eEct\? :
= — 1 —-1]. 20.9):

Wir untersuchen nun den Fall sehr grofler Zeiten. In diesem Fall gilt:
z~=ct—1

und das Teilchen beschleunigt nicht mehr! Fiir den nicht relativistischen Grenzfall & =
moc? > eEct folgt hingegen

&o +1 eEct 2+ ]
z = — — e —
ek 2 50
_ eEt?
B m02’

also die klassische Beschleunigung im elektrischen Feld. Aus (20.9) folgt noch

eF L 2 . eBect\?
—z = )
&o &o

Mit den Abkiirzungen

finden wir die Bahnkurve
2 —(ct) =1,

und damit ist die Bahnkurve eine Hyperbel mit dem Lichtkegel als Asymptote.
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Anhang A
Mathematik-Wiederholung

A.1 Wiederholung Vektoralgebra

Unter Benutzung von §;; (Kronecker-Delta) und €;;;, (Ricci-Tensor) und der Einstein’schen
Summenkonvention (stets implizit!) gilt:

A.1.1 Skalarprodukt
A.1.2 Vektorprodukt (alias Kreuzprodukt)
A xB= AiBjEijkék (Aquivalent: (A X B)k = AiBjEijk) <A2)

wobei &, der Einheitsvektor in Richtung k (k = 1,2,3 oder z,y, z) in Kartesischen
Koordinaten ist.
Eigenschaften

AxB=-BxA < €ijk = —€jik <A3)
(zB. € =0 A X A=0)

Die Vertauschungsrelation (A.3)) und €123 = 1 definieren ¢;;; vollsténdig.
A.1.3 Spatprodukt
A - (B X C) =C- (A X B) < €ijk = €kij <A4>

(zyklische Permutation, resultiert aus zwei Vertauschungen aus Gl. (A.3))

'Herzlichen Dank an Herrn G. Huhs fiir das Tippen!
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eq:vertausch

Eigenschaften
Wir brauchen nur noch

Ax(BxC)=B(A-C)—C(A-B) <= et ju = OOk — Oidyy . (A5

Hier wurde iiber den zweimal auftretenden Index [ summiert (Einstein Konvention). Dar-
aus kann man weitere wichtige Beziehungen herleiten.

A.2 Nabla-"Operator”

Unter Beriicksichtigung der Tatsache, dass es sich um einen Differentialoperator handelt
(Produktregel!, evtl. Kettenregel; es muss klar sein auf welche Terme er wirkt), kann man
ihn als Vektor behandeln.

o 9 0\ _
V.. =80..=08&... (A7)

(Vorsicht! V braucht stets etwas, worauf er angewendet werden muss!)

Bemerkung:
Ortskoordinaten werden in der Regel mit x oder r bezeichnet, was auch (x,y,z) oder
(x1, o, x3) entspricht.
A.2.1 Divergenz <— ,,Skalarprodukt*

Divergenz eines Vektorfeldes v

V.v = 0 (Summenkonvention!) (A.8)
= ﬁv + gv + 2v
I T, TR P

A.2.2 Rotation +— ,,Vektorprodukt*

Rotation eines Vektorfeldes v

V xv= €ijk (9@ (] ék (Ag)

A.2.3 Gradient +— ,,Produkt mit einem Skalar*

Gradient eines Skalarfeldes ¢
V- ¢p=8 0 ¢ (A.10)
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A.3 ,Nabla-Kalkiil“

A.3.1 Beispiele
Vx(AxB)=7
2 Methoden:

1.
[V x(AxB), = 0;(AxB); e
Vorsicht! Ordnung nicht &ndern!
= az An B €nmj €ijk

(Anwendung von (A.5)) = €nm; €xij
= On Ay B, — 0, A, By
= A;0,, By, + B,,Opm Ar — Br0,, A, — A,,0,, By
= [A(V-B) + (B-V)A—B(V-A)—(A-V)B]k
Der erste und der letzte Vektor in Klammern sind daher identisch. Per Konvention

wirkt V auf alles was auf der rechten Seite des Operators steht (falls nicht anders
spezifiziert - siche unten)

2. Benutzung von

Cx(AxB) = A(C-B)-B(C-A)
Ersetze C — V!
Aber aufpassen!

V wirkt auf A und B
= Markierung worauf V wirkt (Produktregel)

4 |
Vx(AxB) = Vx(AxB)+V x(AxB)

4 4 4 4
— A(V-B)-B(V-A)+A(V-B)-B(V-A)

Benutzung der Konvention ,,V wirkt nach rechts®
= (B-VVA-B(V-A)+A(V-B)—-(A-V)B

mit v, = Bj 8j Az
A.3.2 Benutzung der Kettenregel

f (|r]) ist eine skalare Funktion des Betrags der Ortskoordinate (oft verwendet man die
Notation r (ohne Boldface oder Pfeil) fiir |r|).

V ) = fr)V [r[  (Kettenregel)

r:
(V) = 0/m 2 et = (= (@)
Vi = é r Oft verwendete Formel in der E.dynamik! (A.11)

|
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also

vV (r)) = £ (Ir) &

A.3.3 Weitere wichtige Aspekte

1. Linearitit

zB. V- (A+B) = V-A+V:-B
Vx(A+B) = VXxA+VxB

2. Auf konstante Felder wirkt V nicht

B.V.-éop=¢0V-6+¢ -Vop=¢- -V
z & =209 é +é p==¢e )

=0

Bei Einheitsvektoren ist zu beachten, dass die Kartesischen Einheitsvektoren &;, &,
... konstant sind, &, allerdings nicht!
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A.4 Gaufy’scher Satz

1. Flichenelement (orientiert) (siehe Fig.)

n .
n
ds

Flachenelement geschlossene Fliche

dS =dS n (A.12)
wobel 1 der Vektor normal zur Oberflache ist

2. Fluss ® eines Vektorfeldes v durch eine geschlossene Fléache 0V, die ein Volumen
V' abgrenzt (siehe Fig.)

(V) = / v-ds (A13)

)%

3. ist gleich dem Volumenintegral der Divergenz von v in V'

B (V) = / Vv (A14)

A.4.1 Interpretation E

divv = V - v = Fluss (nach auflen) des Vektorfeldes v durch die Grenzfliche eines
infinitesimalen Volumens pro Einheitsvolumen

0D (06V)
V-v= 57

Bei V - v # 0 ,entstehen® zusétzliche Feldlinien: Quelle
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A.4.2 Anwendung

e In der Elektrostatik

v.E="

€o
Ladungsdichte ist die Quelle des elektrischen Feldes

¢ Kontinuitatsgleichung
dp
A VA
ot .
Eine zeitliche Anderung der Ladung entsteht nur durch einen

Strom(zu- oder ab-)fluss
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A.5 Stokes’scher Satz

1. Kurve im dreidimensionalen Raum
dl = orientiertes Kurvenstiick

2. Zirkulation Z = Linienintegral eines Vektorfeldes v entlang einer geschlossenen
Kurve 0S5, die eine Flidche S abgrenzt (S ist nicht eindeutig durch 95 definiert!)
(siehe Fig.).

Die Orientierung der Fldche kann nach der ,Daumenregel* ermittelt werden.

Z(0S) = /v -dl (A.15)
as
3. = Fluss der Rotation von v durch S
Z(05) = /(V X v) - dS (A.16)
S

[Dass der Fluss unabhéingig von S bei gleichem 05 ist, folgt aus V - (V x v) = 0]

A.5.1 Interpretation

(V x v) -1 =rotv - i = Zirkulation von v um eine infinitesimale in Richtung i orientierte
Fléache pro Einheitsflache

NRIAGLE)
(Vxv)-n= 59
A.5.2 Anwendung
In der Elektrostatik
V X B = 1]
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A.6 Dirac’sche /-Funktion

A.6.1 Definition

a)
dx—x9)=0 x # (A.17)

b)
/ f(z) 6(x — xo) dx = { 5(%) :/OTSIE %o € (a,0) (A.18)

A.6.2 Ableitungen

1. Aus Variablentransformation

0 (9(x)) :Z d_gl — 0 (z— ) (A.19)

Wobei z; einfache Nullstellen von g(x) sind

2. Aus partieller Integration
b
/ f(z) ' (x — xg) dox = / f(z) 6 (x — xo) dx (A.20)

A.6.3 Multidimensionale §-Funktion
52 (r—rg)=0(x—x0) 6 (y—10) 0(z— 20) (A.21)

A.6.4 Fourier-Darstellung

1 too
— 1) = — ig(@=zo) A.22
d(x — xp) o /_OO e dq ( )
A.6.5 Wichtiges Ergebnis fiir die Elektrodynamik
v. # — 47 5 (r) (A.23)
Beweis:
r 1 1
V:— = —V-r4r-V—
i RS P
B I
TR

|
=0 Giiltig fiir |r| # 0
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eq:erg_edyn

ABER:

/ # -dS = 4m wobei V eine Kugel mit Radius R ist
r
v
= / V.V = 4n
J

woraus (insgesamt) (A.23]) folgt
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Anhang B

Einige detalils

B.1

B.1.1 E

Seien (x,y, z) die Koordinaten von P.
Ebenfalls geben Sie Koordinaten fiir die Position der beiden Ladungen ¢ und ¢’ an.
Bestimmen sie 7 und 7’ aus diesen Koordinaten und setzen Sie diese in (3.19)) ein

B.1.2 E

B.1.3 E

Das kann man so sehen: Wahlt man speziell r = rg so, dass k. - ry = 0, so miissen geméaf
(12.42)) die 3 Vektoren k., k, und k; senkrecht zu ry sein, was nur moglich ist, wenn k., k,.
und kg in einer Ebene liegen.

B.1.4 :
Man kann nicht VG(r’,r) - n = 0 wéhlen, da

1
]{VG(r’,r)-ndS:O:/VZG(r',r)dV:——
F v

€0
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B.1.5 E

Auf beiden Seiten wird 5 [w
— sin(k,y) d y
Yo Jo
angewandt
Man benutzt dann die Orthogonalititseigenschaft der Sinusfunktionen:
Yo

2
— sin(kny) sin(k,y) d y = dpm
Yo Jo

B.1.6 E
Oder auch mit dem ,Nabla-Kalkiil*: E(V - E) — }VE?+ (E- V)E = V. EE — . VE2,

B.1.7 E

Betrachten wir ein “Photon” der ein (kleines) Volumen AV = AFAI fiillt, und mit
Geschwindigkeit ¢ snkrecht durch die Fliche AF flieit. Dazu braucht es die Zeit At =
Al/c. Die Gesamtenergie, die dieses Photon trigt ist daher AE = S AF At. Sein Impuls
ist AP = AV = npAF ¢ At. Daher ist die Dispersionsrelation

AFE S

AP on O

Das ist die Dispersionsrelation eines relativistischen Teilchens mit Geschwindigkeit ¢ und
Ruhemasse 0, siehe ((19.5)).

B.1.8 E

Das sieht man indem man die Fourier Transformation in den drei Komponenten nachein-
ander durchfiihrt:

1
g(r) =g(rl,r2,r3) = o1/ /g(kl,TZ,TS) exp(iky r1) dky

(2m)
1 _ ' '
— —<27T)2/2 //g(k:l, k2,1r3) exp(iky ro) dkyexp(iky 1) dky =

1 R » | |
(2m)3/2 ///g(k’l,kZ, k3) exp(iks r3) dksexp(ike 7o) dkgexp(iky r1) dkq

= (2%1)3/2 /g(k) exp(ik - r) d’k

B.1.9 |
Analog zu ((10.14)) hat die drei dimensionale delta-distribution die Eigenschaften

/ﬂﬂﬁu—wf'zﬂﬂ
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B.1.10 E

Wir suchen nach Losungen der Wellengleichung in der Form
g(r, 1) = a(z)b(y)e "

mit (12.63)

das gibt
a//(x)b(y)ei(kz—wt) + Cl(.%‘)b”(y)ei(kz_wt) + (—]{32 + _)a(l,>b(y)€i(kz—wt) -0

Wir teilen alles nach a(z)b(y)e’**=“Y und erhalten

al/ (m)
+
a(r) — by)
Da der erste Term nur von x abhéngig ist, der zweite nur von y, und der dritte konstant,

miissen alle drei Konstanten sein.
Wir nennen die ersten beiden Konstanten —k7 und —&;. Wir haben also

b// 2
W) | (g ) =0

= k2

Dessen allgemeine Lésung
a(x) = ¢1 coskyx + cosink,x

oder dquivalent ‘ ‘
a(x) = dye™*" 4 dye "

ist. Ahnlich gilt fiir b(y).

Bemerkung;:
man kann zeigen, dass k2 ( und k; ) positiv sein miissen. Wére es nicht der Fall (z. B.
q2 = —k2 > 0), wiire a(r) eine Kombination von e%? und e~ %, was nicht in zwei Stellen

verschwinden kann, also die Randbedingungen nicht erfiillt.

B.1.11 i

e In der partiellen Integration verschwindet der Beitrag von den Réandern, da 6(¢) an
den Réndern verschwindet

e Vorsicht, die §-Funktion ist gerade (§(t—t") = 0(t'—t)), seine Ableitung ist ungerade
St —t) = —8(t —t).

e Das Zeichen ' bedeutet Ableitung beziiglich sein Argument, oder auch ¢'(t' —t) =

DOt —t) = -2t —1).
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e In (10.21) kann die partielle Integration nur dann durchgefiihrt werden, wenn die ¢
nach der zu integrierenden Variabel abgeleitet wird.

e Fiir den Gradienten der 4% haben wir:
/f(r')Vrég(r —r') dr’' = —/f(r’)VrmSg(r —r') dr' =

(partielle integration)

/(53(1' — 1)V f(r') dr' = Vf(r)
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Anhang C

Allgemeines

Hier werden weitere mathematische Details zur Verfiigung gestellt. Zum Teil auch detail-
liertere Behandlungen der Themen des Teils [VIII}

C.1 Der Satz von Gaufl

Fiir den mathematisch Interessierten sei hier noch ein (ausfiihrlicher) Beweis des Satzes
von Gauf} aufgefithrt. Der Beweis geht im wesentlichen iiber eine Aufteilung des betrach-
teten Volumens in eine Summe von (infinitesimal) kleinen Volumina, fiir welche der Satz
von Gaufl dann schlussendlich bewiesen wird.

Der Satz von Gauf lautet: Es sei E(F) ein differenzierbares Vektorfeld und V' ein
Volumen mit geschlossener Oberfliche S(V'), dann gilt

/divE(F) dr = ﬁ(v) E-df . (1)

\%

Zunéchst wollen wir den Fluss durch eine Fléche S diskutieren. Gegeben sei ein Vektorfeld
A(T) = (A7), Ag(7), Ag(7)) (C.2)

und ein Volumen V mit der geschlossenen Oberfliche S(V). In der Elektrodynamik
bendtigt man hiiufig ein MaB dafiir, wie stark A() die Oberfliche S(V) von innen nach

aulen oder umgekehrt durchsetzt. Hierzu definieren wir den Fluss von fT(F ) durch die
Fléache S

by(A) = /ﬁ(f) df. (C.3)

S

An jeder Stelle der Fliache S ist das Skalarprodukt aus dem Vektorfeld ff(f’ ) und dem
Flachenelement df zu bilden, wobei letzteres die Richtung der nach auflen gerichteten
Normalen hat. Der Fluss ist eine skalare Grofe.

225


k21.1

Zu einer ndherungsweisen Berechnung zerlegen wir die Flidche S in viele kleine Flichen-
elemente A f (7;), wobei das Argument 7; angeben soll, an welcher Stelle auf S das Fliachen-
element zu finden ist. Es ist dann A(7,) Af(7;) der Fluss durch das Flichenelement A f(7).
Sind die Flachenelemente hinreichend klein, so kénnen wir das Feld Aauf A f als homogen
annehmen, also durch einen repriisentativen Wert A(7) ersetzen. Einen Niherungsaus-
druck fiir den gesamten Fluss @S(ﬁ) des Feldes A durch die Flache S erhalten wir durch
Addition der Teilfliisse durch die Flichen Af(7))

~ ZA ) AF(7) . (C.4)
Der Limes dieser Riemann-Summen heifit Flachenintegral
Bo(A) = //T(F) Af = lim YA AF() | (C.5)

Das Oberfldchenintegral iiber eine geschlossene Fliache wird durch ein spezielles Integral-
zeichen symbolisiert

—,

D (A) = ]i(v)ffm af (C6)

Als einfachstes Beispiel betrachten wir den Fluss eines homogenen Feldes durch einen
Quader der Lénge a in x-Richtung, der Lénge b in y-Richtung und der Lénge ¢ in z-
Richtung. Es ist

A = (A, A A, (C.7)
wobei A,, A, und A, jeweils konstant sind. Damit folgt

]f Adf = 7{ (Ap df, + A, df, + A. df.)
S(V) S(V)

= Aycb— Ayeb+ Ayca — Ayca+ Aab — Ayab
= 0. (C.8)
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Der Fluss eines homogenen Feldes durch einen Quader ist also Null. Dies ldsst sich bei
homogenen Flachen verallgemeinern. Das, was in das Volumen V' hineinfliefit, flieit auch
wieder heraus. Die Grofle

1 Lo
D = _74 Bdf C.9
AV Jsavy (€9)

nennt man die mittlere Quelldichte des Feldes E in AV. Wir betrachten nun den Grenziiber-
gang AV — 0 und kénnen damit auch die Divergenz eines Feldes definieren,

div E = lim Aiv 7{ Edf . (C.10)

AV —=0

Wir betrachten eine Folge von Volumina AV,,; die um den Punkt 7 zentriert sein mogen
und sich fiir n — oo auf diesem zusammenziehen. Der Einfachheit halber denken wir dabei
an Quader mit den Kantenlangen Ax,, Ay,, Az,, die fir n — oo gegen Null streben. Es
sei

Afi = AyAze, = —Afy, (C.11)
Afs = AxAzé, = —Af;, (C.12)
Afs = AzAye. = —Af;. (C.13)

Fiir den Fluss von E durch die Quaderflichen gilt

R [ 1 1
j{ Edf = //dydz E, (m0+§Ax,y,z)—E(xo—iAa:,y,zﬂ

S(AV)
i 1 1
+ //dx dz | B, (x,yo + §Ay,z) - F, <x,y0 — §Ay,z>}
[ 1 1
+ //dx dy | E, <x,y, 20 + §Az> —F, <x,y,zo — 5Az)] (C.14)

Auf den Integranden wenden wir nun die Taylor-Entwicklung an. Es folgt

]fﬁdf = //dydz[ (0,9, 2 )AHO(M‘”’)}

o //dxdz[ (z, 90, 2 )Ay+(’)(Ay3)}
//dxdy[ (z,y,20) Az + O (A2 )} . (C.15)

Mit dem Mittelwertsatz der Integralrechnung und

AV = Az AyAz (C.16)
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konnen wir schreiben

1 oo 0F, ok
NG / Edf = %(330, yi1.21) + O(Az?) + a—yy(l’z, Yos z2) + O(Ay?)
S(AV)
0F,
+ E(xs,y&zo) +0(A2%) .

Dabei gilt fiir die Punkte

[ 1 1
To, T3 € _xo — §Al‘, o + éAx} ,
[ 1 1
Y1,Ys € |Yo — §Ay7 Yo + §Ay ;
R 1
21,20 € |zg— §AZ, Z0 + éAz ) (C.17)

Beim Grenziibergang AV — 0 miissen diese Zwischenwerte gegen xg, yo bzw. 2 streben
und die Korrekturterme verschwinden. Dies impliziert

AhvgoA_lv f E-df = aair (o) + aa—Eyy(Fo) + 86EZZ (70)
S(AV)
= div E(7) . (C.18)
Wir haben damit ndherungsweise fiir endliches AV gefunden
7{ E-df = AV div E(F)+--- , (C.19)
S(AV)
wobei der mit --- angegebene Rest beim Grenziibergang AV — 0 verschwindet. Wir

legen nun an ein erstes Teilvolumen AV () einen weiteren Quader, AV, (7;41), der mit
AV; eine Seitenflache gemeinsam haben moge

7{ E-df + 7{ E-df = AV, div E(7) + AViyy div E(Fy) . (C.20)
S(AV;) S(AVit1)
Der Beitrag der gemeinsamen Seitenflichen zu den Flachenintegralen auf der linken Sei-
te der Gleichung hebt sich wegen der entgegengesetzten Richtungen der entsprechenden
Flachennormalen gerade heraus. Es bleibt das Oberflichenintegral {iber die Einhiillende
des Gesamtvolumens.
Zusammengefasst folgt damit insgesamt

]{E-df = zn: div E(7) AV, + - - (C.21)

Im Grenzfall n — oo haben wir es auf der rechten Seite mit einer Riemann-Summe zu
tun, und es folgt der Satz von Gaufl

/div E(F)d*r = fﬁ-df. (C.22)

v S(V)
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C.2 Die Dirac’sche é-Funktion

Fiir den mathematisch Interessierten bringen wir hier eine Ubersicht der Eigenschaften
der Dirac’schen d-Funktion. Der Begriff “Funktion” ist hier im streng mathematischen
Sinn falsch gewéhlt, da es sich vielmehr um eine Distribution handelt. Die d-Funktion ist
durch eine Integrationseigenschaft definiert. Es ist

B
/ F(@)8(z —a)de = { / %‘)’ Zilrllzto‘(;; N g)‘ (C.23)

Mittels der é-Funktion weisen wir der Funktion f(x) einen speziellen Funktionswert f(a)
zu. Man spricht von einem Funktional. Speziell gilt

B
B 1, falls a < a <
/5(1; —a)dr = { 0 sonst (a # a, B) . (C.24)

Wir wollen dies weiter mittels eines Grenziibergangs veranschaulichen. Wir gehen zunéchst
aus von der Folge von Glockenkurven

1 €

- - C.25
T 22+ €2 ( )

y(z,e) =

mit € > 0. Mit kleiner werdendem & werden diese Glockenkurven immer schmaler und
hoher.

aY(%,E)

£

¥
>

0

Verlauf der Funktion y(z,e) mit e < 5.

Im Limes ¢ — 0 verschwindet die Funktion fiir z # 0, wiahrend sie fiir z = 0 divergiert.

lim y(z,e) = { 0 v70, (C.26)

£—0 00 r = 0.

Als essentielle Eigenschaft resultiert, dass die unter den Kurven (C.25) liegenden Fliachen
+oo

1
/y(a:,e) dr = - arctan—

T €

—+00

=1 (C.27)

—00
—0o0
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stets eins sind, unabhéngig von €. Nun betrachten wir fiir stetige Funktionen f(z) das
Integral

“+o00
F = / flz)y(z,e)dx (C.28)
als Funktion des Parameters . Fiir den Grenzwert € — 0 schreiben wir formal
—+o0 “+o0
lir% / f(z)y(z,e)dx = / flz)o(x)dz . (C.29)
e—

Die auf diese Weise definierte Dirac’sche d-Funktion ist keine Funktion im Sinne der
gewoOhnlichen Analysis. Die Bildung des Grenzwertes ¢ — 0 ist mit der Integration iiber
x nicht vertauschbar.

Zur Berechnung des Grenzwertes ((C.29) machen wir im Integral (C.28)) die Substitu-

tion

x = & (C.30)
und erhalten
+o0
Fe) = [ 1) de (C.31)
mit
1 1
9(&) = | (C.32)
und
+oo
[ot@ras = 1. (©.33)

Bei gleichméaBiger Konvergenz des Integrals F'(¢) ist wegen der vorausgesetzten Stetigkeit
von f die Funktion F'(e) stetig, so dass in (C.31)) der Limes ¢ — 0 unter dem Integral
ausgefiihrt werden kann.

FO) = [ 109©)ds = 50). (€34

Fiir die durch (C.29) definierte Funktion haben wir somit das Ergebnis

/f(a:)é(x)dx = f(0) : (C.35)
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Fiir f =1 ergibt sich insbesondere

—+00

/5(x) de = 1. (C.36)

—00

Anhand dieser Beziehung erkennen wir auch, dass die J-Funktion nicht dimensionslos ist.
Vielmehr gilt

1
dim 6(z) = dim— . (C.37)
x
Wegen des Grenzwertes ¢ — 0 in (C.29) kann man das Integral von —oo bis 400 auch

durch eine Integration iiber ein kleines Intervall der Umgebung des Nullpunktes (—a <
x < +a) ersetzen,

/ F@) o) dzr = £(0) . (C.38)

An Stelle der speziellen Glockenkurve ((C.25)) lassen sich fiir y(z, €) auch andere Funktionen
wéhlen, die bei gleichem Vorgehen ebenfalls auf die /-Funktion fiithren, z. B.

11 e
y<$7€) = \/_Z_Wge /@ )7 (C39)

y(z,e) = — (Sin(”’/€>)2, (C.40)

e x/e
1 .. €
= fir |z| <
= £ C.41
y(a,e) { 0 fir |z| > % : ( )
Fiir all diese Funktionen gilt ndmlich ebenfalls
1
ywe) = 2g(© (C42)
mit
x
£=1
€
und
+00
/g(f) d§¢ = 1. (C.43)

Zur Anwendung der d-Funktion sei das folgende physikalische Beispiel angefiihrt.
Betrachtet man eine im Grenzfall punktférmige Ladung ¢, die sich an der Stelle z = 0
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befinden soll, so ldsst sich diese formal auch als kontinuierliche Ladungsverteilung p(x)
schreiben, wenn man

plr) = qo(z) (C.44)

setzt. Fiir die Gesamtladung ergibt sich dann nédmlich

/p(x) dv = /qé(m) dr = q. (C.45)

Fiihrt man in den Glockenkurven ((C.25)) eine Translation x — z — 2’ aus, so liegt das
Maximum an der Stelle z = 2’. In diesem Fall ersetzen wir in der Definitionsgleichung

§(x) durch 6(z — 2’) und erhalten
400
/f(x) d(x —a)dx = f(a). (C.46)

Es wird der Wert der Funktion f an der Stelle ' herausprojeziert.
Die Beziehung ((C.46|) zeigt eine Analogie zwischen der Dirac’schen é-Funktion fiir konti-
nuierliches z und dem Kronecker-Symbol ¢, fiir diskretes z. Denn aus

] fiir x # 2/
Opwr = { 1 fir 7 — 2/ (C.A47)
folgt

Die d-Funktion kann als Erweiterung des Kronecker-Symbols fiir kontinuierliche x ver-
standen werden.

In mehreren Variablen xi, o, - - ist die §-Funktion durch
O(xy — 2y, xo — by, -0) = d(xy — ) d(wg —2h) -+ (C.49)
definiert. Sie hat die Eigenschaft

/f(xl,xg,---)é(xl—x/l,xg—xé, o )deydrg o = f(a,ah, ) . (C.50)
G

Die Integration ist hierbei iiber ein Gebiet G zu erstrecken, das den Punkt (zf,z},---)
enthélt.

Wir wollen nun einige Eigenschaften der §-Funktion behandeln. Ist g(x) eine stetige
Funktion mit nur einfachen Nullstellen z,,



so gilt

olg(x)] = me—xn) | (C.53)

Die Summe in (C.53)) erstreckt sich iiber die Nullstellen z,,. Wegen der bereits diskutierten
Eigenschaft der §-Funktion

+a
[ f@d) dx = fo) (C.50)
geniigt es bei der Auswertung des Integrals
+o0
1= [ olgte) s ds (C.55)

allein die Beitrdage, die von den Umgebungen der einzelnen Nullstellen z,, herriihren, zu
betrachten,

I=> / Slg(x)] f(z) dx . (C.56)

Hierbei ist a kleiner als der Abstand zwischen zwei Nullstellen. Mit Hilfe von

J(@) = 9 (©57)
und daher
_ 4
dx 70 (C.58)

sowie der Umkehrfunktion z = z(g) in den Umgebungen der Nullstellen lassen sich die
einzelnen Beitrige als Integrale iiber g schreiben

g(xn"l‘a)
_ . dg
1=y ( / o) 10 (C.59)

Diese Integrale sind aber aufgrund der Definition der ¢-Funktion gleich den Funktions-
werten an den Stellen ¢ = 0, so dass man mit z(g = 0) = z,, erhélt

I = f(z) L (C.60)

|9/ ()
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Das Betragszeichen bedarf einer besonderen Erlduterung. Wir betrachten die Funktion
g(x) mit ihren Nullstellen.

/1 x1ia a x\ hx
glx,-a) gix,+a)

Es ist der Betrag von ¢’ zu nehmen, weil bei negativer Neigung von ¢ die Integration
in der negativen g-Achse erfolgt [g(zo — a) — g(x2 + a)]. Den Ausdruck (C.60)) kénnen

wir aber auch in der Form

+0o0
1
I = 4 zn: FZEmI 5(x — z) f(x) da (C.61)

schreiben. Damit ist (C.53]) bewiesen. Speziell folgt aus (C.53)
1

d(A\x) = W&(m) . (C.62)
Setzt man insbesondere A\ = —1, so ergibt sich, dass J(z) eine gerade Funktion ist
§(—x) = d(x) . (C.63)

Um eine weitere wichtige Eigenschaft der §-Funktion abzuleiten, ersetzen wir f(x) durch
das Produkt g(z) f(z). Wir erhalten so

+oo +oo
/ g9(x) f(z)o(x) dx = g(0) f(0) = g(0) / f(x)d(x) dx . (C.64)
Es gilt also
g9(x)d(z) = g(0)d(x) . (C.65)
Wir konnen auch die Ableitung der -Funktion diskutieren. Zunéchst bilden wir die Ab-
leitung %y(x, e) der Funktion y(z,¢,). Es folgt
2
y(r,e) = —= L (C.66)

(€2 4 22)?
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Nun betrachten wir fiir differenzierbare Funktionen f(x) die Integrale

400
= /f(x) y'(x,e) dx . (C.67)

Den Grenzwert € — 0 schreiben wir

~ limy / fa dr — +/Oof(x)5’(m) dz | (C.68)

¢'(x) nennen wir die Ableitung der Dirac’schen §-Funktion. Den Grenzwert berechnen wir
durch partielle Integration

I1(0) = lim f(z)y(x, —hm/f : (C.69)

e—0 e—0

Wenn f(x)y(z,e) im Unendlichen verschwindet, ist der erste Term Null. Fiir den zweiten
Term erhalten wir — f’(0), also die negative Ableitung der Funktion f an der Stelle z = 0.
Es gilt demnach

/ f@)d(@) dz = —f(0) . (C.70)

Wenn wir noch eine Translation um eine Strecke 2’ vornehmen, folgt
b

+o0
/f(x) (x—2a)de = —f'(2)) . (C.71)

C.3 Die Sprungfunktion

Wir betrachten nun die Integrale
Y(z,e) = / y(2'2) da' . (C.72)
Mit den zuerst angegebenen Glockenkurven ergibt sich
1
Y(z,e) =— (arctan Ty E) : (C.73)
s e 2

Lassen wir den Parameter £ gegen Null gehen, so ndhern sich diese Funktionen dem
Einheitssprung

O(z) =lim Y(z,¢) =

e—0

{ 1 firx >0 (C.74)

0 firz <0.
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Diese Sprungfunktion kénnen wir als Integral {iber die §-Funktion bei variabler oberer
Grenze schreiben

o) = / 5(x') da . (C.75)

Dies bedingt auch, dass die J-Funktion die Ableitung der Sprungfunktion ist, d. h.

_ dO(x)

o(x) o

(C.76)

C.4 Der Levi-Civita-Tensor

Den total antisymetrischen Tensor dritter Stufe €;;;, (4, j, k = 1,2, 3) nennt man auch den
Levi-Civita-Tensor. Er ist mittels

1 falls 4, j, k zyklisch
eir = 4 —1  falls i, j, k antizyklisch . (C.77%
0 sonst
Also ist, z.B., €193 = 1, €132 = —1 und €133 = 0. Aus (C.77)) folgt sofort
laxb], = ena; by, (C.78)

Fiir beliebige Vektoren (auch Operatoren) a = (a1, as,a3) und b = (by, be, b3). In (C.78))
wurde die Einstein’sche Summenkonvention verwendet. Aus (C.77)) folgt auch

€ijk€ilm — jl5km - 5jm5kl . (C-79)E

Mit Hilfe des total antisymmetrischen Tensors kann man allerlei Formeln aus der Vekto-
ranalysis herleiten, z.B.

[a X (b X C)]z = €ijk€kim Qj bl Cmy = ((5il§jm — 6im6jl) a; bl Cm , (CSO)
wobel wir €;x€x;; (zyklische Vertauschung) verwendet haben. Also
ax(bxc) = ajbcj—ajbjc. (C81)E

Diese Formel gilt immer (solange man die Reihenfolge nicht vertauscht), auch z.B. fiir
a=V,b =B(r) und ¢ = j(r). Falls a, b und ¢ keine Operatoren sind, kann man in
die Reihenfolge vertauschen und man erhélt a x (b xc) = (a-c)b—(a-b)c.
Der Levi-Civita-Tensor ist, genau wie die Determinaten detA einer 3 x 3-Matrix A,
total antisymmetrisch. Es gilt daher - -

detA = copy Aat Ay Ay (C.82)

236



C.5 Transformationseigenschaften der Felder

Wir betrachten in diesem Abschnitt die Eigenschaften der elektromagnetischen Felder
und Quellen unter

e Drehungen
e Spiegelungen
e Zeitumkehr.

Als Anwendung fiir die abgeleiteten Gesetze wird dann der Hall-Effekt herhalten.

C.5.1 Drehungen

Die Drehung eines Vektors um eine bestimmte Achse soll die Eigenschaft besitzen, dass die
Lange des Vektors unverdndert bleibt. Allein aus dieser Forderung lédsst sich die zentrale
Bedingung dafiir herleiten, dass die Matrix eine Drehmatrix ist. Sei ¥ = (v, v9,v3) ein
Vektor und R, eine Matrix. Fiir die Transformation

v = Ragug
soll dann also |¢"| = |v] gelten:

b :

2 = 0,0}, = RagvsRayvy = (B7)gaRayvsty=vave = (RT)gaRay=0s, -
Also lautet die Bedingung an R Orthogonalitét:
R'=R".
Mit dem Determinantensatz bekommt man
det(R"R) = detR" detR =1 = detR ==+1 .

Fiir det R = 1 nennt man die Drehung eigentlich, fiir det R = —1 uneigentlich. Es handelt
sich dann um eine mit einer Spiegelung verkniipfte Drehung.

Wie verhalten sich nun verschiedene Objekte unter Drehungen? Zunéchst ist es offen-
sichtlich, dass Skalare unter Drehungen invariant sind. Komplizierter wird es mit dem
Kreuzprodukt. Sei A=Bx(C , also

Aa = 60157 BBC’Y .

Was passiert mit /f, wenn B und C einer Drehung unterworfen werden? Es gilt Al =
B’ x ', also

A, = €apy (RpsBs) (R Cy) = €xpy (RpsBs) (1, Cy) (RByw Raw) -
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Dabei wurde unter Verwendung der Orthogonalitéit von R einfach eine Einheitsmatrix

R)\. (RT) o = BxvBay =)o hinten angehéingt. Nun muss man die spezielle Darstellung
der Determinante ((C.82))

det@ = Ex,B’nylRﬁQR'y?) = €usn deté = EXﬂ’YRXVR&SR’W?
benutzen. Durch sie bekommt man dann

A; = (Ex/g,y RX,,R&;R,W) (RQVB(an) = (6,,577 det@) (R(ngCn) =
(det@) Ry (€057 BsCy) = detR R, A,

Dieses Ergebnis besagt, dass sich Kreuzprodukte unter eigentlichen Drehungen ganz nor-
mal verhalten, unter uneigentlichen Drehungen aber die zugehérige Spiegelung einfach
nicht 'mitmachen’. Solche Vektoren heiflen Pseudovektoren. Durch die Determinante der
Drehmatrix wird jede eventuell in der Drehung enthaltene Spiegelung wieder eliminiert:
Pseudovektoren sind invariant unter Spiegelungen.

C.5.2 Raéaumliche Spiegelung

Hierzu ist das meiste bereits bei den Drehungen abgehandelt worden. Die einer reinen
Spiegelung zugeordnete Transformationsmatrix hat nur Diagonalelemente; sie sind alle
vom Betrag 1, wobei eine ungerade Anzahl (also eines oder alle drei) von ihnen negativ
ist. Dann ist also detR = —1. Unter Spiegelungen wird der Unterschied zwischen Vektoren
(auch polare Vektoren) und Pseudovektoren (auch azial Vektoren) deutlich:

—

a) polare Vektoren: v — U/ = —10

b) aziale Vektoren: A —s A= A

Auch bei Skalaren gibt es eine Unterscheidung in Skalare und Pseudoskalare, je nach-
dem, ob bei Splegelungen das Vorzeichen bleibt oder sich findert. Demnach ist AB ein
Skalar, falls A und B Vektoren sind. Hingegen ist A(B X C) ein Pseudoskalar: Er édndert

unter rdaumlicher Spiegelung der drei Vektoren A, B und C sein Vorzeichen.

C.5.3 Zeitumkehr

Zeitumkehr bedeutet die Inversion der Zeitachse: t — t' = —t. Es ist klar, dass sich
dabei der Ortsvektor 7 = (z,y, z) nicht dndert, wohl aber seine zeitliche Ableitung: ¥ =
o — = —
5l — U = —1.

Wir untersuchen nun die Felder in den Maxwell-Gleichungen fiir Vakuum auf ihr Ver-
halten unter rdumlicher Spiegelung und Zeitumkehr. Zunéchst betrachten wir die Poisson-
Gleichung

VE = dmp .

Da p ein Skalar und V ein polarer Vektor ist, muss E ein polarer Vektor sein. Das Verhalten
von F unter Zeitumkehr ergibt sich aus der Newton’schen Bewegungsgleichung:



Offensichtlich ist 7 invariant (gerade) unter Zeitumkehr, also auch E.
Die Flussdichte B ist ein axialer Vektor, wie sich aus dem Induxionsgesetz
10

VxE=-—8
N—— c Ot

axial
ergibt. Dann ist auch V x E ist axial. AuBerdem ist B offenbar ungerade beziiglich Zeit-
umkehr, denn V x F ist gerade - die Zeitableitung muss durch ein weiteres Minuszeichen
kompensiert werden.
In unserer Betrachtung fehlt noch der Vektor j. Aus

polar

erhiilt man J als polar und ungerade unter Zeitumkehr. Tabelle 4.1 enthélt eine Zusam-
menfassung der Ergebnisse. Abgesehen von den vier hier betrachteten Grofien lassen sich
auch

Grofle Art Zeitumkehr | Spiegelung
E Vektor gerade polar
B Pseudovektor | ungerade axial
j Vektor ungerade polar
0 Skalar gerade invariant

Tabelle 4.1: Das Verhalten der Felder und Quellen unter raumlicher Spiegelung und
Zeitumkehr.

noch andere (z.B. der Spannungstensor) in dieses Schema einordnen, siehe dazu [9, Kap.
6 .11].

Anwendung

Als Anwendung fiir die gewonnenen Erkenntnisse betrachten wir den Hall-Effekt. Eine
Probe sei einem magnetischen Feld B senkrecht zu einem Stromfluss I ausgesetzt (dieser
Strom wird durch ein dufleres Feld hervorgerufen). Bekanntlich stellt sich dann entlang
der Achse senkrecht zu I und B ein elektrisches Feld ein. Dieser Vorgang soll genauer
untersucht werden. Was man kennt, ist das Ohm’sche Gesetz

fng = Ji=ouwkr = Ei=piaji -

Die letzte Gleichung enthélt p; als tensoriellen spezifischen Widerstand. Dieser ist nun
irgendeine Funktion des Magnetfeldes H, und unter Beriicksichtigung dieser Tatsache und
der Eigenschaften der Felder und Quellen unter rdumlicher Drehung soll ein verallgemei-
nertes Ohm’sches Gesetz hergeleitet werden, das kleine H-Felder bis zur zweiten Ordnung
berticksichtigt.
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Die Transformationsformeln fiir die beteiligten Grélen lauten
E; = RypE, ji = Rrejq H} = RisHdetR .
Zunichst muss pik nach Potenzen von H entwickelt werden. Fiir E bedeutet das
E; = Pk + piriieHi + pikimin HiHp, - (C.83)

Dreht man nun das Koordinatensystem mittels einer orthogonalen Transformationsma-
trix, so darf sich die Struktur dieser Entwicklung nicht &ndern, nur dass jetzt die transfor-
mierten Felder eingesetzt sind. Mit Umbenennung einiger Indizes (das passiert hier 6fter)
ergibt sich so

RapEp = p?kqujq + pakiquja detﬁRlsHs + paklmququlsHsRtht .

Und dreht man jetzt mit der inversen Matrix wieder zuriick, dann muss das alte E-Feld
herauskommen. Also ist

Ei = pgckROéiRk:qjq + paklRaiquRls detﬂqus + paklmRaiquRlsRmtqusHt . (084)

Das muss mit ((C.83)) iibereinstimmen. Der Koeffizientenvergleich bzgl. der Ordnungen in
H liefert dann die drei Beziehungen

Pi = PogRaiRgk (C.85)
Pikl = det ﬁpaquaqukRsl (086)
Piklm = paqstRaquk:Ristm . (C87)

Man sucht jetzt Ausdriicke fiir p?k,pikg und pikim, drei von H unabhangige Tensoren. Fiir
pY ist das einfach. Wir setzen an, dass das Medium in 0. Ordnung in H isotrop ist.
Demzufolge ist pY), := pdix. Eingesetzt in die rechte Seite von gibt das eine wahre
Aussage.

Fiir p;; macht man einen intelligenten Ansatz. Man probiert

pikt = —Rp€ip
wobei Ry eine Konstante ist (s.u.). Einsetzen in die rechte Seite von ((C.86)) liefert

—Rp det R (€agsRaiReRs1) = —Rpy€in

NV
=det § €ikl

da (det 5)2 = 1. Das haut also auch hin. Bei p;, bieten sich zwei Ansitze an:
® pikim ‘= 1001, Einsetzen in die rechte Seite von ((C.87)) gibt

BléaqéstRaqukRistm = 6151‘1651771 )

also korrekt.
® pikim ‘= [20i10km. Die Rechnung geht analog zum ersten Ansatz und fithrt wieder
zu einer korrekten Aussage.
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Da beide Ansétze zu richtigen Ergebnissen fithren, miissen sie auch beide in die Losung

aufgenommen werden.
Die Entwicklung ((C.84)) lautet dann mit den eben abgeleiteten Ersetzungen

E; = pdirgr — Ru€ignHy + B10ikOim i Hi Hp + B20ik0km i Hi H,y,
oder in vektorieller Schreibweise
E=pj+ Ryl x j+ p1jH* + Bo(FH)H . (C.88)

Ist kein Magnetfeld vorhanden, so iiberlebt nur der erste Ausdruck auf der rechten Seite
und das Medium ist isotrop, wie gefordert. Mit dem Anlegen eines H-Feldes erscheinen
die hoheren Ordnungen der Entwicklung und das Material wird isotrotrop!

C.6 Magnetische Monopole

Die Nichtexistenz von Quellen fiir die magnetische Flussdichte (ﬁg = 0) ist lediglich ein
durch nichts widerlegtes Postulat. In der Tat gibt es bisher noch keine experimentellen
Hinweise auf magnetische “Monopole®, also Objekte, die Quellen fiir B darstellen; jedoch
lassen sich die moglichen Eigenschaften dieser Gebilde recht genau vorhersagen. Aufler-
dem bringt ihre Postulierung eine hohe Symmetrie in die Maxwell-Gleichungen. In diesem
Abschnitt soll die Frage der magnetischen Monopole jedoch nur kurz angerissen werden.

Die mit magnetischen (“m*) Ladungs- und Stromdichten erweiterten Feldgleichungen
lauten

VD=drp. VxE = —1& B- Tm (C.89)
VB =4rp, VXxH = %%D""%je‘

Aus diesen folgt noch eine eigene “magnetische” Kontinuitédtsgleichung:

0 .
Epm—l—ij =0

Welche Auswirkungen hat die Hinzufiigung magnetischer Quellen? Man betrachte dazu
die folgende Feldtransformation:

E=F cos¢+H siné H = —FE siné+ H' cos¢ (C.90)
D=0D cos¢+ B siné B = —D siné+ B cos¢ . (C.91)

Es lédsst sich nun leicht zeigen, dass diese Transformation die Ausdriicke fiir Poynting-
Vektor, Energiedichte und Maxwell-Spannungstensor in die gleichen Ausdriicke fiir die
gestrichenen Felder iiberfithrt. Anders gesagt, die drei erwdhnten Grofien sind invariant
gegeniiber der Transformation (C.90). Beispiel Poynting-Vektor:

S = 4£(E§ x H) = 4£ ((E’ cosé + H' sin€) x (—E' siné + H' cosf)) =
T s
S (E' x H' cos’¢ — H' x E' sin2§> = i(E' x H')=5".
4T 4T
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Analog gilt w = v’ und T}, = T},. Konsequenterweise transformiert man nun auch die
Quellen unter Anwendung von

pe = Pl cOSE+ p, siné Jo = J, cosE + J, siné (C.92)

P = —pl, Sin€ + pl, cosE  Jm = J. siné + . cosE . (C.93)

Aus den beiden Gleichungen fiir die Ladungsdichten lésst sich p. als Funktion von p, und
Pm ausdriicken:

Pe = Pe COSE — pm SINE .
Und aus den Transformationsformeln fiir die Felder gewinnt man
D' = D cos¢ — B sin€ .
Also wird
VD' =VD cos¢ — VB siné = 4m(p. cosé — pp sin€) = dmpl. .

Tatséchlich sind die Maxwell-Gleichungen invariant gegeniiber der Transformation (C.90
4.58). Der Parameter ¢ ist dabei vollig beliebig! Das bedeutet aber, dass er so bestimmt
werden kann, dass die magnetische Ladung p,, verschwindet - vorausgesetzt, fiir alle
Teilchen ist das Verhdltnis pl,/pl, gleich. Man sieht das ein, indem man in der obigen
Transformationsformel fiir p,, die linke Seite, also p,,, gleich 0 setzt. Dann ergibt sich
zwanglos
/
p_ZL = tan§ .

In diesem Fall wird dann auch j,, = 0. Experimentelle Hinweise auf das Vorhanden-
sein magnetischer Ladung in normler Materie (Nukleonen) gibt es (innerhalb gewisser
Fehlergrenzen) nicht. Das wiirde also heiflen, dass fiir diese Teilchen das obige Verhélt-
nis konstant ist. Bei anderen, kurzlebigen oder instabilen Teilchen kann man da nicht so
sicher sein.

Zum Schluss soll noch die Frage erortert werden, wie es mit dem Verhalten der magne-
tischen Quellen unter Spiegelung und Zeitumkehr steht. Da B axial und ungerade unter
Zeitumkehr ist, muss p,, ein Pseudoskalar sein, der ebenfalls unter Zeitumkehr ungerade
ist. Der Vektor jm muss axial und unter Zeitumkehr gerade sein. Fiir weitere Informatio-
nen zum Thema “magnetische Monopole“ ist [A. Sommerfeld, Elktrodynamik Kap. 6.12ff]
empfehlenswert, ausserdem die dort zitierten Veroffentlichungen.
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Anhang D

Kugelkoordinaten

D.1 Der Laplace-Operator
D.1.1 Der Laplace-Operator in Kugelkoordinaten
In Kugelkoordinaten (7,1, ¢) ist der Ortsvektor r durch

r = (rcos sind, rsin psind, r cos )

gegeben. Der Laplace Operator A ist

10 0 1 0 0 1 0
A= ——(r= — [ sind— — . D.1
r2or (r 87’) * r2sind OV (sm 019) * 72 sin? ¥ > ( )E

Fiir den Gradienten in Kugelkoordinaten muss man erst ein lokales orthogonormiertes
Dreibein é,, €, und éy definieren:

é, = (cospsind,sinpsind, cos )
é, = (—singp,cosyp,0) (D.2)
s = (cospcost,sinpcosd,—sind) .
Dann ist 5 L9 L
oL el Le— % D.3
v ‘ or * ewragp * eﬂrsmﬁaﬁ ( )E
Fiir das totale Differential dr des Ortsvektors gilt analog:
dr = é.dr + é,rdp + éyrsinvdd . (D.4)E
D.1.2 Lo6sung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
Wir wollen nun die Losung der Laplace-Gleichung
Ap=0 (D.5)
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untersuchen. Wir verwenden hierbei Kugelkoordinaten, deren Anwendung in der Elektro-
statik oftmals von Vorteil ist. In Kugelkoordinaten lautet der Laplace-Operator

- el 1 9 (. 0¢ 1 9%
Ag(r v, ¢) = 7‘2 or (T 5’7‘) * r2sind 09 <Sm19319) * r2sin® 9 0p? 0. (D-6)

Wir werden uns zunéchst beschrinken auf Felder mit axialer Symmetrie, d.h. ¢ ist un-
abhingig vom Winkel ¢. Es verbleibt

209 1 ¢\
or ( (97“) * sin ¥ 00 (Snﬁaﬁ) =0. (D.7)E

Fiir die Losung machen wir einen Separationsansatz

o(r,9) = R(r)P(9) . (D.8)

Einsetzen in (D.7)) fiihrt auf
0 [ ,0R
P—
or ( 87“) * sin
Wir dividieren durch RP, es resultiert

1d [ ,dR 1 d P

Der zweite Term ist vollkommen unabhéngig von r, also muf es auch der erste sein. Beide
Terme sind konstant. Es ist damit

0 oP
Er (sm 19%) =0. (D.9)

1d 2 dR
L (i) o
nnd 1 d dP

Wir untersuchen zunéchst die Radialgleichung

d2R dR
—_ - 2r— — = D.1
r? 0 + Tdr kR=0. (D.13)

Die Losung dieser Differentialgleichung hat die Form

R=Ar"+

(D.14)

pntl ’
Wir setzen diesen Ansatz in die Differentialgleichung ein
An(n — )r" + 2Anr™ — KAr"
+B(—n—1)(=n—=2)r "' +2B(-n - 1)r "' —kBr " '=0. (D.15)
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Aus der zweiten Zeile setzen wir
n+1D)n+2)—2n+1)=n*+3n+2-2n—-2=n*+n=n(n+1). (D.16)
Damit wird die Gleichung befriedigt durch
nn+1)==%. (D.17)

Wir untersuchen jetzt den winkelabhéngigen Teil der Laplace-Gleichung

d dP .
79 (sm 19%) +n(n+1)sindP =0 . (D.18)
Wir setzen jetzt
x =cosv . (D.19)
Dies ergibt
af _ df dv _ df 2y df
0 ded snﬁdx (1-—27) o (D.20)
Wir erhalten damit
d (1-2) — 4P +nn+1)P=0. (D.21)
dx dz

Dies ist gerade wieder die Legendre-Differentialgleichung mit den Legendre-Polynomen
als Losung
P = P,(cos?) . (D.22)

Als allgemeine Losung der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten unter der Annahme
axialer Symmetrie haben wir damit

o= ZAM” (cos ) —i—ZB r~ (U P (cos ) . (D.23)

n=0

D.2 Legendre-Polynome

Als ein weiteres wichtiges Beispiel eines vollstdndigen Funktionensystems, das insbesonde-
re in der Elektrostatik von grofler Bedeutung ist, wollen wir die Kugelfunktionen einfiihren.
Zunéchst gehen wir aus von der Funktion

1
¢: —
|7

(D.24)

— 9
7’|

die auch in der Form {

Vr2 — 2rr' cosa + r'?

dargestellt werden kann. « ist der Zwischenwinkel von 7 und 7. Die Wurzel soll nun in
eine Potenzreihe nach dem Verhiltnis der Abstande r und r’ entwickelt werden. Dazu
definieren wir

Y =

(D.25)

r< = max(r,r’)
r~ = min(r,7’) .
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Damit ist immer (r # 1)
<o, (D.26)

r>
und wir erhalten die folgende Entwicklung

1 1 re 1 ro\ 2
:—ll—cosoc—<+—(3coszoz—l) <—<> + ...
2y rs 2
r>\/1—2:—§cosoz+<:—§>
(D.27)

Die hier auftretenden Koeffizienten sind die Legendre-Polynome P;(cos ). Die Entwick-
lung kénnen wir dann schreiben als

1

2 rs
roy/1— 2:—§cosa+ (:—i)

2
Py + Py(cos oz)r—< + Py(cos ) (r_<)

r> r>

3
+ Ps(cos ) (T—<> +
r>
= i g P(cosa) = ! . (D.28)
7
Wir setzen
r = cosa (D.29)
mit z € [1,—1] .
Die ersten Legendre-Polynome haben die folgende Gestalt
Py(z) = 1, (D.30)
P(zx) = ux, (D.31)
1
Py(z) = 3 (327 — 1) (D.32)
1
Pi(z) = 3 (52° — ) . (D.33)

Wir erkennen schon hier, dafi die Legendre-Polynome zu geradem Index gerade Funktionen
sind, die zu ungeradem Index sind ungerade Funktionen. Die Legendre-Polynome kénnen
mittels der folgenden Relation berechnet werden

1 d

@ -1) | (D.34)

P(z) =

246



Dies ist fiir die ersten der oben angegebenen Legendre-Polynome leicht zu verifizieren.
(D.34)) nennt man auch Rodrigues-Formel. Wir hatten gefunden, daf} gilt

1 = 7
Z —l< (cos @) (D.35)
\/1—2T—<cosoz+<r) =0 >
> >
Mit £ = cos o und
po < (D.36)
r>
schreiben wir dies auch als
gt @) = (1= 2wt + )" Z Py (D.37)

mit |t| < 1. g(t,z) wird als generierende Funktion bezeichnet. Damit folgt

dglta) _ z-t an )t (D.38)
ot (1 2at + 12)”

Dies ergibt nach Multiplikation mit (1 — 2xt + ¢2)

(1 -2zt +¢%) ZnP )t 4 (t—x)iPn(x)t":O. (D.39)

n=0

Wir fiihren jetzt einen Koeffizientenvergleich in Potenzen von ¢ durch und schreiben

ium(:L’) tm_l—i 2nz P, () t”+isP t5+1+ZP )yttt — ZxP
m=0 n=0 s=0

(D.40)
Zum Koeffizientenvergleich setzen wir
m=n+1 (D.41)
und
s=n—1. (D.42)
Dies fiihrt auf
(2n+ DzP,(z) = (n+ 1)Pyi1(z) + nPy_1(x) (D.43)
mit n =1,2,... . Wir lésen dies auf nach P,;(x) und bekommen
P.(z) — P,_
Prir(z) = 20Py(x) — Py y(z) — 2E0(0) - @) (D.44)
n
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Dies ist eine numerisch stabile Rekursionsformel, um aus der Kenntnis von Py = 1 und
P, = x alle beliebigen P,(x) zu ermitteln. Als néchsten Schritt wollen wir die Differen-
tialgleichung ableiten, deren Losung die Legendre-Polynome sind. Wir differenzieren die
generierende Funktion in bezug auf x

Ogtt.x) _ Z Pl(x (D.45)

ox (1— 2t + 12)”
oder . .
(1—2xt+2%) ) Pi(a)t" =ty P(z)t"=0. (D.46)
n=0 n=0

Wieder fithren wir einen Koeffizientenvergleich durch und erhalten zunéchst

i — 2 Z P! ()t — Z )t 4 Z Plz)tt2 =0 (D.47)
m=0

n=0

Mit m=n-+1und s = n — 1 haben wir

Ploa(@) + Poy(x) = 2 Pi(a) + Pafe) |- (D.48)

Eine weitere Relation konnen wir ableiten, wenn wir die Rekursionsbeziehung differenzie-
ren, d.h.

(@t 0ePu(@)} = (14 1) Praa(e) +0 Py (a) (D.49)
Es folgt
2(2n + 1) By(z) +2(2n + 1)z P(x) = 2(n + 1) P\, (x) + 20 P’ () . (D.50)

Zu dieser Gleichung addieren wir das (2n + 1)-fache von ([D.48))

22n+1)P,(z) +2(2n+ 1)z P)(z) + 2n+1)P, ., + 2n+ 1)P,_,(z) =

2(n+1)P, (z)+2nP,_ (z) +22(2n+ 1) P, (z) + (2n + 1) P,(x) . (D.51)
Dies ergibt
P;+1< )= Py y(2) = (20 + 1) Po(2) . (D.52)
Wir addieren (D.52)) und (| und bekommen
2PT’L+1( ) =2zP)(x) + 2(n+ 1)P,(x) (D.53)
und somit
Pl (z) = (n+ 1) Pu(z) + 2 P(x) . (D.54)
Subtraktion von (D.52)) von (D.48) ergibt
2P (x) =2z P.(z) + P,(z) — (2n + 1)P,(x), (D.55)
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also
P (z) = 2P (2) — nPy(). (D.56)

Wir behaupten ferner, dafl gilt
(1= 22) P(x) = nPy_i(zx) — naPy(x) . (D.57)
Es folgt

nP,_i(z) = (1—2%) P(z)+ naPy(z)
= (2n+ DazP,(z) — (n+ 1)P,y1(2), (D.58)

wobei wir im letzten Schritt die Rekursionsformel der Legendre-Polynome ausgenutzt
haben. Dies fiihrt sofort auf

(1—2?) Pl(x) = (n+ 1)aPy(z) — (n+ 1)Pyyr(z) |- (D.59)

Wir miissen aber noch (D.57)) beweisen. Wir gehen hierzu von ([D.54]) aus und ersetzen n
durch n — 1. Es folgt

P(z) = nPy_y(z) + 2P._, () . (D.60)

Aus (D.56) resultiert
zP'(x) =nP,(x) + Ph_1(x) . (D.61)E

Wir multiplizieren diese Gleichung mit  und subtrahieren das Ergebnis von . Wir
haben dann das Ergebnis

(1 —2%) Pi(z) = nP,_1(z) — nzP,(x) . (D.62)
Wir differenzieren jetzt diesen Ausdruck. Es resultiert
—22P)(z) + (1 — 2*) P)(z) =nP,_,(z) — nP,(z) — nzP,(z) . (D.63)
Es folgt weiter nach
(1 —2%) Pl(z) — 22P) () + n°Py(z) — naPy(z) + nPy(z) + naPy(z) =0  (D.64)

und somit

(1—2?) Pl(z) — 2zP(z) + n(n+ 1)Py(z) = 0 |- (D.65)

Dies ist die Legendre-Differentialgleichung. Es ist eine lineare Differentialgleichung zweiter
Ordnung.

Wir wollen nun die Orthogonalitdtsrelationen der Legendre-Polynome ableiten. Dazu
schreiben wir die Legendre-Differentialgleichung um in
d

[0 =) Pi(@)] + nln + D) Py(e) = 0. (D.-66)

249



Wir multiplizieren diese Gleichung von links mit P, (z) und subtrahieren davon den glei-
chen Ausdruck, wobei die Indices m und n ausgetauscht wurden. Wir integrieren von —1
bis +1. Es folgt

+1

/ {Pm(x)% (1 2%) B)] ~ Pyfa) - [(1 - %) Pl (a)] } da
= [m(m+1)—n(n+1)] /Pn(x)Pm(a:) dr . (D.67)

-1

Wir integrieren partiell, der ausintegrierte Anteil verschwindet aufgrund des Faktors
(1 — z?). Es verbleibt

+1
[m(m+1) —n(n+1)] /Pn(:c)Pm(x) de =0 (D.68)
|
Fiir m # n folgt daher
+1
/ Po(2)Po(z) dz = 0 (D.69)
5
oder mit = = cos © i
/Pn(cos ©) P(cos©) sin® dO =0 . (D.70)

0
Wir miissen jetzt noch den Spezialfall n = m studieren. Dabei gehen wir aus von der
generierenden Funktion

(1—2tz +2) "' =

f: P,(x) t"] . (D.71)

Wir integrieren iiber z im Intervall [—1, +1]. Es folgt

+1

00 t1

-1

Wir substituieren
y=1—2x+1>. (D.73)

Damit erhalten wir
+1 J (1+t)2d
1 1 14¢
/—x:_ Wl () (D.74)
t—2tr+t> 2t Y t 1—1t
-1 (1-t)2
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Wir entwickeln diesen Ausdruck in eine Potenzreihe

1 1+t =,
") =2 . D.75
tn(l—t> 2 3T (D.75)

n=0

Der Vergleich mit (D.72)) zeigt

/ P(@)? dz = | (D.76)

Damit ist die Orthogonalitdtsrelation abgeleitet.

Wir stellen nun eine Funktion in einer Reihenentwicklung in Legendre-Polynomen dar
fl@) = anPu(x) . (D.77)
n=0

Zur Bestimmung der Koeffizienten a, multiplizieren wir mit P,,(z) und integrieren. Es
ergibt sich
2
Qa =
2m+1 "

/ (@) Pu(z) dz . (D.78)

Damit haben wir

f(x):ZZ”;l /f(t)Pn(t)dt Pu(2) | (D.79)

n=0 1

Dies ist die Legendre-Reihe.

D.3 Kugelfunktionen

Wir gehen wieder aus von der Laplace-Gleichung in Kugelkoordinaten
AV (r,d,¢) =0. (D.80)
Wieder machen wir einen Separationsansatz
V(r,d,¢) = R(r)©(9) ®(p) . (D.81)
Nach Abseparation des Radialanteils bekommen wir

O(p) d (. ,dO O d*®(yp)
- — | siny — -
sind dv dd sin? ¢ dp?

+n(n+1)0(0) P(p) =0 . (D.82)
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Die Separationskonstante fiir den Radialanteil haben wir wieder n(n + 1) genannt.

Von der Bedingung der axialen Symmetrie machen wir jetzt nicht mehr Gebrauch.
Wir dividieren (D.82)) durch ®(¢) ©(¥). Es folgt

1 d doe 1 qu)((p)
o g \sinv—— 1)=0. D.
sind O(v) dv (5”“9 dqg) T By snd dg? +n(n+1)=0 (D.83)

Multiplikation mit sin? ¢ fithrt schlieSlich auf

sind d de 1 d?®(p)
— | sind¥ — 1)sin? 9 + ——
o) v (sm ) +n(n+1)sin“ 9 + 3(;) dp?

Offensichtlich separiert auch diese Differentialgleichung in einen ¢-abhéngigen und in
einen ¥-abhiingigen Anteil. Die Separationskonstante nennen wir —m?. Es folgt

1 dz@(@) _ 2

=0. (D.84)

Do) dg? —m (D.85)
oder
d2@(‘P) 2 _
i +m*P(p) =0. (D.86)

Der p-abhéngige Teil der Laplace-Gleichung lésst sich leicht 16sen durch
d = €™ = cosmep + isinmeyp . (D.87)

Die Orthogonalitétsrelation lautet damit
2
/e‘imw et dio = 27 Gy - (D.88)
0
Die normierte Losungsfunktion kénnen wir also angeben als
1

Damit ® eine eindeutige Funktion vom Azimuthwinkel ¢ ist, muss m ganzzahlig sein,

d. h.

m=0, £1, £2, --- (D.90)
Eindeutigkeit bedeutet

O(p) =D(p+2m) . (D.91)

Damit ist die Losungsfunktion beziiglich ¢ vollstdndig bestimmt. Wir wollen jetzt die
verbleibende Differentialgleichung beziiglich der Variablen ¢ untersuchen. Es gilt

1 d do m?
— (giny == - = D.92
ST (smﬁdﬁ)—i-[n(n—i—l) ' © =0 (D.92)
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Wieder setzen wir
x =cosv . (D.93)
Damit transformiert sich die Gleichung (D.92)) in

2

(1—2%0" — 220" + {n(njtl) — 17113:2] ©=0 (D.94)
oder

d 5 dO m?

— — — — = : D.95

- {(1 x)dx]+[n(n+l) 1—x2]@ 0 ( )
Wir setzen jetzt

0 = (1—22)™?u,(x) (D.96)

und setzen dies in (D.94) ein. Es resultiert

(1= 2) 0 [P0 = 227 (2) () + (L= 7)1 ()]
22 | T (1= 2" (<2w)un(@) — (1= )"0 ()|
- {n(n +1)— 1 _12} (1 —2)™2 v, (x) =0 (D.97)

Weiter ausgewertet ergibt dies
(1—2?) [% (% - 1> (1 — 2™ 2(—22)2 v, (x) — m(1 — 22)™2 Lo, (2)

(L= )l () 4 (= 2 (=2 ) + (1= 22l ()]

m

20 | T (1= 2?2 (=20) v (@) + (1 — 220 ()|

m2

1— 22

+ [n(n +1) — ] (1—2>)™2u,(x) =0 (D.98)

Wir multiplizieren diese Gleichung mit (1 — z%)™™/2, es folgt

(1—a2?) v + % (% — 1> (1 — 2B (—22)2 v () — muvp(z) — ma o), (z) — ma !, ()

1— 22

—}—(235)2%(1 — %) o (z) — 220 () + {n(n +1)— } Um(z) =0 (D.99)

Dies ergibt weiter zusammengefasst
(1— 2?9 —2(m+ Dav,, +n(n+1)v, —mo,

1 2
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Damit haben wir schlief8lich fiir v,, als Differentialgleichung
(1 —a2®)vl —2(m+ Dav, + nn+1) —m(m+ 1)] v, =0 . (D.101)
Wir differenzieren diese Differentialgleichung nochmals. Es folgt
(1= =2(m+ 2z, ) +[nn+1)— (m+1)(m+2)]v, =0.  (D.102)

Vergleichen wir dies mit der Differentialgleichung (D.101]) so erkennen wir die Losung

V= U (D.103)
oder rekursiv weiter
() = d";?f) . (D.104)
Dabei ist vg(x) die Losung von
(1 — 2l — 2zvy +n(n+ 1)y =0 . (D.105)

Dies ist aber gerade die Differentialgleichung fiir die gewohnlichen Legendre-Polynome
P, (z). Zusammengefasst erhalten wir damit

Oz) = (1-— xz)m/Q(Z—mmPn(x) . (D.106):

In der Physik ist es iiblich, in die Definition der erweiterten Legendre-Polynome noch
einen Phasenfaktor (—1)™ aufzunehmen, d.h.

P™(z) = (=1)™(1 — xQ)m/ZCZ—mmpn(x) . (D.107):

Die Losung der Differentialgleichung (D.92)) sind die assoziierten Legendre-Polynome

4 b (D.108)

(@) = (-1 =ty

mit © = cos v und den Legendre-Polynomen P,(z). Der Faktor (—1)™ ist Konvention. Fiir
m = 0 gilt offensichtlich

P=(z) = B(z) . (D.109);

Mit dieser Beziehung ergibt sich fiir die Rodrigues-Formel fiir die assoziierten Legendre-
Polynome

—m 4 (> 1" |- (D.110)
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LEG1:5
LEG1:6
LEG1:7
LEG1:8
LEG1:9
LEG1:10
LEG1:11
LEG1:12
LEG1:13
LEG1:14

Die Orthogonalitéatsrelation der assoziierten Legendre-Polynome lautet

! 2 (I+m) ;
™ () P — 0| D.111):
/_IP’ () F"(x) du A1 —my (D-111)

Wir wollen nun die Orthogonalitatsrelation (D.111)) beweisen. Hierbei gehen wir von
der Rodrigues-Formel aus, und wir nehmen an, dass beide assoziierten Legendre-Polynome
den gleichen m-Wert aufweisen. Wir finden

/1 P (x) P/ (x) d (=1)" /1 X" (ﬂxp> Pt (D.112):

1 - 2p+qp[q[ 1 dxp+m dxdtm

mit X = 2?—1. Fiir p # ¢ nehmen wir an p < ¢q. Wir wenden jetzt die partielle Integration
an. Der ausintegrierte Anteil verschwindet jeweils aufgrund des Faktors X . Wir integrieren
(¢ + m)-mal und bekommen

1 1
. . B (_1>m(_1)q+m dq+m . dp+m » . :
/_ 1 P x) P (x) do = S e XM X0 | X der (D.113):

Im Integranden auf der rechten Seite verwenden wir die Leibnitz-Formel beziiglich der
n-ten Ableitung eines Produktes

L 4@ B =3 ( n ) T A dd;B(x) (D.114)

dx™ dx™—s

mit dem Binomialkoeflizienten

( Z ) N (n—n—;)'s' ' (D.115);

Damit bekommen wir

q+m p+m qtm | q+m—i ptm-i .
X e (X ) =X 3 e X X" (116

Der Ausdruck X™ enthiilt keine Potenz von z grofler als 22™. Daher muss
g+m—i<2m (D.117):

gelten, oder die Ableitung verschwindet. Ahnlich folgt

p+m+i<2p. (D.118):
Dies bedingt .
1>q—m (D.119):


LEG1:15
LEG1:16
LEG1:17
LEG1:18
LEG1:19
LEG1:20
LEG1:21
LEG1:22
LEG1:23

und :
i<p—m. (D.120):

Wir hatten angenommen p < ¢, damit haben diese Ungleichungen keine Losung, und das
Integral verschwindet. Als verbleibenden Fall untersuchen wir nun den Fall p = ¢. Dann
kénnen wir noch den Spezialfall i = ¢ — m vorliegen haben. Damit folgt

1 +2m 1 2m 2
e I [ () (2
1= / NP (@) de = g @m)(q —m) )X\ ) \ g ) 4@

(D.121):
Es ist .
X" = (22— 1) =2 —ma? % 4 .. (D.122):
und daher

d2m m X
demX = (2m)! . (D.123):

Es verbleibt i | _—
—1)atem(2g)! ! :

2%1g!q!(q — m)! 1

Das Integral auf der rechten Seite lésst sich durch partielle Integration geschlossen aus-
werten:

/1 dr (z? — 1)1 = (—)4 /1 dz (1 — 2)%(1 + z)"

-1

—)a 1
_ (=) q/ dr (1 —2)7 (1 + z)7™ (1. partielle Integration)

Ng(g — 1 1
= M/ dr (1 —2)7 (1 + )42 (2. partielle Integration)

(—)%'q! [
~ T (29)! / dz (14 2)*  (¢-te partielle Integration)
S

_ (—)iglg! 220t (—)12%7glg

= D.125
(29)! 2¢+1 (2¢+1)! ( )
Zusammengefasst erhalten wir als Orthogonalitatsrelation
! 2 (g+m)! -
P"(z)P"(z)dx = Opg - D.126):
| Rr@pr@ - =, (D.126)

Wir fiigen jetzt die Teillosungen fiir die Winkelvariablen zusammen und definieren die
Kugelfunktionen Y}, (¢, ¢) durch

Yim (9, 0) = \/ o (m) P"(cos¥) €™ |. (D.127);
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LEG1:28
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LEG1:29*

Die Orthonormalitétsrelation der Kugelfunktionen lautet damit

2 s :
/ dgp/ sinddi Y, (9,0) Yim (9, ¢) = 0w Smmr | - (D.128):
0 0

Wir schreiben die ersten Kugelfunktionen explizit aus

1
Yoo = —, D.129
00 = ( )
3 )
Yii = —{/=—sinde?, (D.130)
8T
3
Yio = —cost , (D.131)
47
1 /15 ’
}/’22 = Z %SiHQﬂGZL(’D s (D132)
15 . ;
Yo1 = —4/— sind cos¥e’? | (D.133)
8T
5 (3 1
Fiir m = 0 folgt
20+ 1 ;
Yio(d, ) = 1/ 22 By(cos ) . (D.135)
T
Wir wollen eine Funktion auf der Einheitskugel in Kugelfunktionen entwickeln
frr=1)=flr=17,0) =g(0,¢) . (D.136):

Wir bekommen

9(0,0) =D D aum Yim(9,9) - (D.137);

=0 m=-—1

Aufgrund der Orthogonalitétsrelation folgt fiir die Entwicklungskoeffizienten ay,,

o = [ d2Y;,0.9)9(0.0). (D138
Die allgemeine Losung der Laplace-Gleichung
AD(r, 9, ) =0 (D.139)

konnen wir daher in sphérischen Koordinaten durch eine Reihenentwicklung in Kugel-
funktionen darstellen als

) l

O(r,0,0) = > a4 by 7 Vi (9, ) - (D.140):

=0 m=-—1
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Als Spezialfall betrachten wir nun noch ¢(¥, ) fir ¢ = 0 . Alle Y}, verschwinden fiir
diesen Spezialfall aufler fiir m = 0. Damit finden wir

=\ [20+1 :
90, @)= = Y 1 o (D.141)
=0

on =\ [ 49 R(eos) g(0.) (D.142)

D.4 Das Additionstheorem der Kugelfunktionen

Wir hatten fiir die Ortsabhéngigkeit der Coulomb-Wechselwirkung die Darstellung gefun-

den
0o

1 r :
——— =Y i1 Pleosa) (D.143):
|7 — 7| r
=0 ">

wobei « der von den Vektoren 7 und 7 eingeschlossene Winkel ist mit

7o =rr'cosa . (D.144)

In diesem Kapitel werden wir mit
7 = (rsindcosy,rsindsing,rcosd) , (D.145)
7= (r'sind cos ', r'sind’ sin @', ' cos ') (D.146)

eine Entwicklung ausgedriickt durch die Winkel ¢, o und ¢, ¢’ ableiten. Es gilt

r 47TZ Z 2l + ]_ l+1 * (19/790/) Yim(ﬁa SO) . (D147>

|F 7'
=0 m=-1

Fiir |r| > '] ist L /rit = (#)!/r*1] siehe (D.2). Mit
7.7 = rr’sindsind’(cos p cos ¢’ + sinpsin ') + rr’ cos v cos ¥’
= rr'[cost cos ¥ + sin ¥ sin ' cos(p — ¢')] . (D.148)
Damit folgt der Zusammenhang fiir die verschiedenen Winkel
cos a = cos ¥ cos V¥ + sin¥sin ' cos(p — ¢') . (D.149)

Vergleichen wir die beiden Entwicklungen beziiglich der Coulomb-Wechselwirkung, so
muss offensichtlich gelten

l

47 . i
Pleosa) = 3= 3 Vi (0. ¢) Yin (W) |- (D.150

m=—1
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Dies ist das Additionstheorem fiir Kugelfunktionen.

Wir wollen nun das Additionstheorem der Kugelfunktionen beweisen. Dazu setzen wir

g(0,0) = Y (9, ¢) relativ zu 7 (D.151)
!
= Z a1 Yim (@, B) relativ zu 7 . (D.152)
m=—I

Die besondere Wahl des Azimuth-Winkels 3 ist hierbei irrelevant. Fiir « = 0 haben wir

20+1

1/2 _
9(0,¢)|a=0 = ao (?) : (D.153):

Wir multiplizieren (D.152)) mit Y}%(«, 8) und integrieren iiber den Raumwinkel

/ 9(0,¢) Yig(e, B) dap) = auo - (D.154)
Nach ist dies gleichzeitig

[ Yint0.0) Vi 5) 42 = a (D155

Fiir das Legendre-Polynom P;(cos «) fithren wir jetzt eine Entwicklung durch der Form

Pcosa) = > b Yim (9, 9) - (D.156):

m=—I

Wir multiplizieren dies mit Y;*, (9, ¢) und integrieren in bezug auf 9 und ¢. Es resultiert

/ Pi(cos ) Yy, (9, ) dS9,p) = bim - (D.157)
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Ausgedriickt durch Kugelfunktionen lautet diese Gleichung

47T 1/2 * X

Da wir iiber den gesamten Raum integrieren, ist die Polarachse irrelevant. Vergleichen wir
(D.158) mit (D.155), so erhalten wir

ar V2 :
by, = . D.159):
tm = (10 <2l + 1) (D.159)
Mit (D.153]) bekommen wir

4 ;
b = = 9(0, ©)|a=0 - D.160):

Fir a — 0 folgt ¥ — ¥ und ¢ — ¢'. Mit (D.151]) kénnen wir (D.160)) schreiben als
47 i
by = ——Y. (9, ¢). D.161):

Dies setzen wir ein in (D.156)) und bekommen so

l

47 i
Pleosa) = 3 5= Vi (0. ¢) Vi (0. 9) (D.162
!

m=—
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